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Prefacio

El presente libro estudia los temas mas importantes de la Resistencia de Materiales,
con énfasis en aplicaciones, solucion de problemas y disefio de elementos
estructurales y dispositivos mecanicos. El presente texto esta orientado para alumnos
de Ingenieria del segundo o tercer afio. Es recomendable que los estudiantes que lean
este texto hayan completado un curso de estatica y otro sobre las propiedades de
momentos y centroides de areas planas.

En el presente libro, la resistencia de materiales se basa en conceptos basicos y en el
uso de conceptos simplificados de los cuales se deducen las ecuaciones de modelos
matematicos.

En la mayoria de los capitulos el objetivo principal es la determinacién de los
esfuerzos normales y cortantes, para luego determinar sus valores maximos y
finalmente el calculo de las correspondientes deformaciones. Se estudian cargas de
Traccion, Corte, Torsion y Flexién. Estos tipos de carga se complementan con un
apreciable nimero de ejemplos o problemas resueltos y luego con problemas
propuestos para que el alumno refuerce su comprension.

Las unidades que se emplean en el presente libro son las unidades métricas y para la
solucion de muchos de los problemas se uso software matematico como MATHCAD.
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1.- CONCEPTOS GENERALES
1.1.- INTRODUCCION
1.1.1 Proposito de la Resistencia de los Materiales

En los cursos de estética se consideran los cuerpos indeformables, sin embargo en la
realidad los cuerpos sufren deformaciones. La Resistencia de los Materiales analiza a
los cuerpos como deformables, predice estas deformaciones y permite encontrar los
materiales y dimensiones optimos. Con la Resistencia de los Materiales se puede
verificar la habilidad de los elementos para soportar las cargas a las que estan
sometidos y se pueden disefiar elementos seguros y baratos.

Entonces en lo posterior se consideran a todos los cuerpos no rigidos sino elésticos,
es decir, que cualquier carga producira en ellos deformaciones que en magnitud son
pequefias comparadas con las dimensiones globales del cuerpo.

1.1.2. Tipos de elementos

En el presente texto los cuerpos se clasificaran en tres tipos:

a) Barra: Es un cuerpo que tiene dos dimensiones pequefias en comparaciéon con la

tercera. La linea une los centros de gravedad de sus secciones transversales se
denomina eje centroidal de la barra

f
@
Fig. 1.1.- Barra

b) Placa: Es un cuerpo que tiene una dimensién pequefia en comparaciéon con las
otras dos.
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1.1.3. Tipos de problemas

La Resistencia de Materiales tiene como finalidad el calculo de los cuerpos sometidos
a cargas y los problemas a resolver son de dos tipos:

a) Dimensionamiento.- Cuando se busca seleccionar el material, las formas y
dimensiones mas adecuadas de una pieza, de manera que ésta pueda trabajar con
seguridad, en buen estado y con costos adecuados.

b) Verificacion.- Cuando una pieza tiene el material, las formas y dimensiones
prefijadas y es necesario conocer si estas son las adecuadas para resistir el estado de
solicitaciones actuantes.

1.1.4. Hipétesis fundamentales
En el presente texto se asumen como ciertas las siguientes hipétesis:

a) Los material se consideran continuos.- La mayoria de los materiales cumple con
esta hipotesis aln cuando existan poros o se considere la discontinuidad de la
estructura de la materia, compuesta por atomos que no estan en contacto rigido entre
si, ya que existen espacios entre ellos y fuerzas que los mantienen vinculados,
formando una red ordenada.

b) Los materiales se consideran homogéneos.- Con esta hip6tesis se consideran las
propiedades idénticas en todos los puntos.

c) Los materiales son is6tropos.- Con esta hipétesis se consideran las propiedades
idénticas en todas las direcciones. Los metales son materiales homogéneos e
isétropos y la madera, el hormigén y la piedra no lo son.

d) Las fuerzas interiores que preceden a las cargas son nulas.- Las fuerzas interiores
entre las particulas del material se oponen al cambio de la forma y dimensiones del
cuerpo sometido a cargas. Al hablar de fuerzas interiores no consideramos las fuerzas
moleculares que existen en un sélido no sometido a cargas.

e) Es valido el principio de superposicion de efectos.- Debido a que las deformaciones
de los cuerpos son pequefios en comparacién con las dimensiones del mismo, las

arnarinnec de eniiilihrio_carrasnandionte 2 11n cliorna _carnada niiodon nlantparco
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dependen del modo de aplicacién de las mismas, por lo que se puede sustituir un
sistema de fuerzas por otro equivalente

g) Las cargas son estéticas o cuasi-estaticas.- Es decir que no varian con el tiempo
1.1.5. Metodologia

Para el calculo de elementos y sistemas nunca se podran incluir todas las variables
por lo que se deben despreciar aquellas que no son relevantes. Por ejemplo, en el
calculo del cable de un ascensor se deben incluir el peso de la cabina, su aceleracion
y el peso del cable, pero se pueden despreciar la resistencia al aire del ascensor, la
presién barométrica a distintas alturas, la variacién de la temperatura con la altura, etc.

Adicionalmente se deberan realizar ciertas simplificaciones en:
a) La geometria del objeto. Asi los sélidos muy largos se idealizaran como barras.
b) Los vinculos. Usualmente se consideran ideales.

c) Los sistemas de fuerzas aplicadas. Las cargas concentradas practicamente no
existen en la realidad, sino que son las resultantes de fuertes presiones localizadas en
zonas pequenfas.

d) Las propiedades de los materiales.
1.2. FUERZAS Y MOMENTOS INTERNOS

Los elementos de estructuras o maquinas estdn sometidos a la accion de fuerzas y
momentos externos. Estas Fuerzas y Momentos externos generan en las secciones
internas de los cuerpos, Fuerzas y Momentos Internos que cuando sobrepasan a las
fuerzas de atraccién de las moléculas del material producen la separacién o rotura de
la pieza. Las Fuerzas y los Momentos de cada seccion internos se pueden hallar
generalmente con las ecuaciones de la estatica

P1

Fuerza Interna
P2
Momento Interno
M2 M1 (
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La magnitud y direccién de la Fuerza y el Momento internos dependen de la seccién
elegida, pero pueden descomponerse en una direccion normal y en otra tangencial a
la seccion. Estas componentes definen los diferentes tipos de carga. Asi la
componente de la Fuerza Normal a la seccién producird cargas Normales de Traccion
o Compresion, la componente de la Fuerza Tangencial a la seccion producird cargas
de Corte o Tangenciales, la componente del Momento Normal a la seccién producira
cargas de Torsion y la componente del Momento Tangencial a la seccién producira
cargas de Flexion.

1.3. CONCEPTO DE ESFUERZO O TENSION

Considérese una barra sometida a la accion de dos fuerzas iguales, opuestas y
colineales en sus extremos. Se verifica el equilibrio: P - P =0

_P SECCION ELEMENTAL
UNITARIA

Fig. 1.4.- Fuerzas Moleculares

Si se aumenta el tamafio de una seccion de la barra hasta ver sus moléculas. La
fuerza externa se distribuye en pequefias fuerzas tirando de cada molécula, que tratan
de separarla de sus vecinas. Sin embargo la atraccion entre moléculas opone
resistencia con una fuerza igual y contraria, lo que finalmente impide que las
moléculas se alejen entre si. Tomando un par de ellas se verifica que:

-Pi Fi -Fi Pi (1.1

Donde Pi es la accion sobre cada molécula generada por las fuerzas “P” y “Fi “ las
reacciones que opone el material generada por la atraccién molecular (o Atomica).

Aumentando “P” aumenta la reaccion Fi , que podra crecer hasta un determinado
limite, mas alld del cual las moléculas se separan irremediablemente, y como
consecuencia la barra se deforma permanentemente o se separa.
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entre si y perpendiculares a su eje longitudinal (Parecido a varios naipes firmemente
pegados entre si). Cada seccion transversal seria tan delgada como el diametro de un
atomo. Al mirar la barra de costado veriamos:

Fig. 1.5.- Hipdtesis de Navier

Entonces de acuerdo al modelo de Navier, en un sélido homogéneo cada seccién
transversal es una especie de placa con el espesor de un atomo, donde todos los
atomos estan perfectamente ordenados y dispuestos segin un arreglo matricial
cuadrado. Sobre cada atomo de cada una de las secciones, actuara una fuerza Pi, de
manera que podriamos escribir :

P = (1.2

:3"’0

rP=X'P 13

i=0
Donde : “n” el nimero de atomos que hay en la seccidn transversal.

Este modelo atémico explica el comportamiento de un sdélido ideal. Sin embargo los
materiales reales distan mucho de esta definicién, por lo que en un modelo mas
“macro” se divide a cada seccion transversal en un nimero finito “N” de areas unitarias
elementales y que al aplicar una fuerza P esta no se concentra en un solo punto sino
que se distribuye en toda el area de la seccién dando como resultado una fuerza Fi
sobre cada &rea unitaria. La fuerza que soporta cada unidad de area es el Esfuerzo.

_ Fuerza _ F
Area A (1.4
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fuerzas de compresion el esfuerzo normal sera negativo y para fuerzas de traccion el
esfuerzo normal sera positivo.

En la figura 6, se muestran dos perfiles unidos por un perno que soportan la accién de
dos fuerzas opuestas P y paralelas al eje del perno. En las secciones transversales al
perno aparecen fuerzas internas perpendiculares a estas secciones que se distribuyen
generando solo esfuerzos normales.

Y™ —
P e
EJ Esfuerzos
Normales

I

1.3.2.- Esfuerzos Cortantes (1)

Fig. 1.6.- Esfuerzos Normales

Aquellos esfuerzos o fuerzas que soporta cada unidad de area cuya direccion es
tangencial a la seccién transversal se conocen como esfuerzos cortantes. Los
esfuerzos de corte no son positivos ni negativos.

En la figura 7, se muestran dos piezas unidas por un perno que soportan la accién de
dos fuerzas opuestas P y perpendiculares al eje del perno. En las secciones
transversales al perno aparecen fuerzas internas tangenciales a ellas que se
distribuyen generando solo esfuerzos cortantes.

b (YY) P
| s IS
M Esfuerzos
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1.4. RESISTENCIA DE LOS CUERPOS

Los esfuerzos que un cuerpo puede soportar dependen Unicamente del material Sin
embargo las Fuerzas y Momentos que un cuerpo puede soportar dependen ademas
del material, de sus dimensiones.

Z Vs s s s oA
Cable Cable
Aluminio Acero
@ 0.1 [cm] @ 0.05 [cm]

SRS
S
AN

S

ot asaen
SRR
(S22

(a) (b)
Fig. 1.8.- Resistencia de Cables

S
TN
Bttt |

A modo de ilustracion, se pide elegir el cable mas resistente de dos cables, el primero
de aluminio de 1 mm de didmetro y el segundo de acero de 0.5 mm de diametro. Un
breve andlisis no sugiere que :

- Si ambos cables tuvieran el mismo didmetro, debido a que el acero es mas resistente
que el aluminio se deberia elegir al segundo

- Si el material fuera el mismo para ambos cables, el de mayor resistencia fuera el de
mayor didmetro y por lo tanto se deberia elegir al primero

Ahora bien como los materiales y las dimensiones son diferentes la eleccion del cable
con mayor resistencia se complica. La eleccién se analiza en la seccién de problemas
resueltos.

1.5. DENSIDAD O FLUJO DE ESFUERZOS

Flujor che Esfuerzos

"l —
A

| 7 F F
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Si una barra de seccién constante es sometida a cargas de traccién F, en cualquier
seccion transversal aparece una fuerza interna de igual magnitud F que equilibra a la
externa y que se origina solo esfuerzos normales ¢ = F/A de magnitud constante.

Cuando una barra de seccion variable se somete a cargas de traccion F, en cualquier
seccion transversal aparece una fuerza interna F que equilibra a la externa que se
distribuye en esfuerzos normales. Sin embargo la magnitud de estos esfuerzos es
variable debido a la variacion del area. Estos esfuerzos son mayores donde las
secciones normales son las menores y viceversa. Dibujando lineas equidistantes de la
periferia se puede apreciar que ellas tienen mayor “concentracion” o “densidad” donde
el &rea es menor. La magnitud de los esfuerzos es proporcional a la concentracion de
lineas equidistantes. Este fenémeno es similar a la velocidad que adquiere un fluido
en una tuberia por lo que también es conocido por flujo de esfuerzos.

1.6. CONCENTRACION DE ESFUERZOS

'
x Ll

F ol 1 F o o
i}b — —*

Fig. 1.10.- Concentracion de Esfuerzos

Los cambios o variaciones de las secciones transversales de una pieza y
especialmente las variaciones bruscas, resultan en la magnificacién de los Esfuerzos
efecto conocido como Concentracion de Esfuerzos. Las hendiduras, agujeros y
cambios de seccién bruscos son Concentradores de Esfuerzos. Se ha podido verificar
que por ejemplo un agujero circular en una placa plana incrementa los esfuerzos hasta
tres veces.

1.7. TIPOS DE SOLICITACION O CARGA
Los tipos de solicitacion o carga son:

1.7.1.- Cargas Axiales de Traccién o Compresion

Fuerza

- K
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Una barra recta esta sometida a cargas de traccion o compresion sometida a fuerzas
paralelas a su eje centroidal. Dependiendo si la carga tiende a estirar 0 a comprimir la
pieza, la carga sera de traccidon o compresion.

1.7.2.- Cargas Tangenciales o de Corte

Un cuerpo esta sometido a cargas tangenciales o de corte cuando sus caras o
secciones internas soportan fuerzas tangenciales.

A

=

7 I .
/I Ll P

Fig. 1.12.- Cuerpos sometidos a cargas de Tangenciales o de Corte
1.7.3.- Cargas de Torsién

Una barra esta sometida a cargas de torsion cuando en sus extremos estan aplicados
momentos con direccién paralela al centroidal.

Momento

Fig. 1.13.- Barra sometida a cargas de Torsién
1.7.4.- Cargas de Flexion

Una viga esta sometida a cargas de flexiébn cuando soporta fuerzas y momentos con
direccidn perpendicular a su eje centroidal
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1.7.5.- Cargas Combinadas

Los cuerpos y elementos bajo condiciones de carga reales presentaran la
combinacion de los anteriores tipos de carga. En el presente texto inicialmente se
analizaran los tipos de carga individual separadamente El cdmo combinar los
diferentes tipos de carga, se analizar posteriormente.

1.8. DEFORMACIONES

Las deformaciones que presentan los cuerpos dependen de los tipos de carga a los
gque estan sometidos

1.8.1.- Deformacion provocada por Cargas de Axiales

\",{‘
Fig. 1.15.- Deformacién provocada por Cargas Axiales
Una barra sometida a cargas axiales ademas de experimentar deformacion segun la
Direccién de la fuerza, el cuerpo también se deforma en las direcciones normales a
ella. La traccibn provoca alargamiento con adelgazamiento y la compresion

acortamiento con ensanchamiento

Las deformaciones se definen como:

O0=1k-1, Deformacion longitudinal

€= (ls— o)/, Deformacion longitudinal unitaria

0q =di-d, Deformacién transversal

£ = (df — do)/d, Deformacion transversal unitaria

Ity 1oy df y do Dimensiones longitudinal y normal final e inicial

1.8.2. Coeficiente de Poisson
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El coeficiente de Poisson vale de 0,25 a 0,35 en los materiales metalicos, de 0,1 a
0,25 para el concreto y para los elastomeros y materiales plasticos hasta 0,5.

1.8.3.- Deformacion provocada por Cargas de Corte

Las cuerpos sometidos a Cargas de Corte mas que deformarse (cambio de
dimensiones) se distorsionan (cambio de forma).

Fig. 1.16.- Distorsion provocada por Cargas de Corte
La deformacion se define como:

y Angulo de inclinacion de las caras

1.8.4.- Deformacion provocada por Cargas de Torsion

Las barras sometidas a cargas de Torsion no presentan deformaciones longitudinales
sino rotaciones o deformaciones angulares. Las secciones transversales giran una
respecto a otra.
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1.8.5.- Deformacion provocada por Cargas de Flexiéon

Los cuerpos generalmente rectos sometidos a cargas de Flexién se vuelven curvos
por lo que presentan deformaciones lineales y angulares.

Fig. 1.18.- Deformacion provocada por Cargas de Flexion
Las deformaciones se definen como:

A Deformacion lineal
0 Deformacioén angular

1.9.- RELACION ESFUERZO NORMAL — DEFORMACION LONGIT UDINAL.
1.9.1.- Ensayo de traccion

El ensayo de traccién consiste en someter a una barra a cargas axiales y graduales de
traccion y hallar las deformaciones que estas producen. Para ello en una maquina de
ensayos se traccionan probetas normalizadas para poder repetir internacionalmente el
ensayo. Para los aceros, la probeta tiene en su parte central una seccion transversal
circular con un area de 1 cm2, (didmetro = 11,284 mm). Esta seccion se ensancha
gradualmente en sus extremos para una mejor sujecion a las mordazas de la maquina
de ensayos.

~-FE= =111~
PN

Fig. 1.19.- Probeta para el ensayo de traccién
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Fig. 1.20.- Diagrama Esfuerzo - Deformacion
1.9.3.- Propiedades Mecénicas
En el Diagrama Esfuerzo - Deformacion se definen:

a) Zona elastica.- Zona donde las deformaciones no son permanentes

b) Zona pléastica.- Zona donde las deformaciones son permanentes

c) Limite de elasticidad Se.- Esfuerzo méximo que provoca deformaciones no
permanentes

d) Limite de proporcionalidad S,.- Esfuerzo méximo donde hay proporcionalidad entre
los esfuerzos y las deformaciones

e) Limite de fluencia S,.- Esfuerzo que produce uma aumento de deformacion sin
incremento de esfuerzo

La esfuerzo de proporcionalidad resulta ser aproximadamente el 80% de la esfuerzo
de fluencia.

o, =080, 16
Durante la fluencia se producen deslizamientos relativos entre los cristales y en la

superficie de la probeta aparecen las llamadas lineas de Chernov - Luders, que
forman con el eje de la misma un &ngulo de 45°.

E—— P
. p-—,"?‘;{" -

ey e —
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e) Limite de rotura Sut.- Sobrepasada la fluencia, el material se endurece y admite un
incremento de carga aunque con grandes deformaciones. El limite de rotura es el
esfuerzo méximo del grafico. Este esfuerzo luego disminuye hasta que se produce la
rotura o separacion fisica.

Fig. 1.22.- Estriccion

f) Coeficiente de estriccion lateral y.- Pasado el esfuerzo de rotura Sut, la seccién

central de la pieza se reduce por lo que aumentan las esfuerzos (diagrama efectivo)

aunque para el célculo de las esfuerzos se toma el area inicial (diagrama

convencional).

Diagrama A
|
1
I

8] electivi a_\\_ - ~
P

N

Diagrama
convencional

£

7

EH
Fig. 1.23.- Diagrama efectivo y convencional
Se define el “coeficiente de estriccion lateral”, como:
w= A,—4,
A,
donde A, y A; son las areas inicial y final. En los aceros g ~ 50%

1.7

a) Médulo de elasticidad_E.-_Es la tanaente de la recta en la zona elistica
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g
tg(a)=—=FE (1.8
£
1.9.5.- Endurecimiento

Cuando una pieza metélica se descarga en la zona plastica, el esfuerzo desaparece
por una recta paralela a la de la zona elastica, quedando una deformacién
permanente. Si la pieza se carga de nuevo la curva llega al punto N, y la
proporcionalidad entre esfuerzos y deformadas se verifica hasta esfuerzos mayores a
la fluencia inicial.

N N

o 1}

e

Fig. 1.24.- Endurecimiento mecanico de los metales

Este fendmeno se denomina endurecimiento mecénico o por trabajo en frio y puede
lograrse por laminado en frio, trefilado o torsion. El trefilado se utiliza para endurecer
alambres o barras circulares finas, y el torsionado para barras redondas. Las
caracteristicas de los aceros endurecidos son:

-. Sus limites de proporcionalidad y elasticidad son méas elevados que los aceros
comunes.

- La deformacién de rotura se reduce considerablemente

- No hay una zona de escurrimiento plastico ni un limite de fluencia definido. Este se
determina en forma convencional como la esfuerzo para la cual la deformacion unitaria
permanente del 0.2 %

Sut |-
Sy

Sp
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Los materiales como el acero dulce, que alcanzan una gran deformacién antes de
alcanzar la rotura, se denominan “dictiles” y los materiales como el acero duro donde
la rotura se produce sin grandes deformaciones se denominan “fragiles”.
o o
Acero de Alta
Calidad

Material Fragil
Aceros de Media

(——  Cdlidad

Acero Corriente

Material Ductil

€ €

Fig. 1.26.- Materiales ductiles y fragiles
1.9.7.- Modulo de elasticidad de materiales no metalicos

El diagrama esfuerzo deformacién de algunos materiales no presenta un tramo recto
(Ej. el hormigdén) y se toman tres valores del médulo de elasticidad

€
>

Fig. 1.27.- Diagrama Esfuerzo — Deformacién de materiales no metalicos

a) Modulo al origen.- Que es la tangente en el origen

E=1tg(a) (1.9
b) Médulo instantaneo. Que es la tangente en cada punto
do
E=—=12(a) (1.10
de

¢) Médulo secante.- Oue_es la tanaente del dnaulo al

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

rtagend ‘E

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



Material Coeficiente k

Hormigon k=1,15
Cobre k=1,10
Latén k =1,085
Cuero k=0,70

En el caso particular en que se toma k = 1, O se obtiene la ley de Hooke
1.9.8.- Diagramas esfuerzo — deformacion ideal

Para simplificar el manejo matematico se puede idealizar los diagramas de esfuerzo
deformacion (Prandtl). Para un material ddctil se toman dos tramos rectos, el primero
inclinado correspondiente al periodo elastico; el otro horizontal, correspondiente al
periodo de fluencia. El periodo de endurecimiento no interesa porque la deformacién
al final de la fluencia es tan significativa que el material esta en falla antes de llegar a
la rotura.

o o o

Sy —— Sut —— Sy= Sut

€ € 3
Ey Eut

Diagrama ideal de un Diagrama ideal de un Diagrama ideal de un
material ductil material fragil material plastico

Fig. 1.28.- Diagrama Esfuerzo — Deformacion ideal

Para un material fragil el limite de proporcionalidad es muy préximo a la esfuerzo de
rotura, prescindiéndose entonces del tramo curvo.

Para materiales plasticos el diagrama es una recta horizontal, lo que significa que
sometidos a una carga, se deforman indefinidamente sin incremento de esfuerzo.

1.10.- RELACION ESFUERZO CORTANTE — DEFORMACION ANG ULAR.
1.10.1.- Ensayo de corte

El ensayo de corte consiste en someter a un cuerpo a cargas graduales de corte y
hallar las deformaciones que estas producen. Para ello generalmente un
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Fig. 1.29.- Probeta para el ensayo de corte

La grafica entre esfuerzos cortantes 1 y deformaciones y, es similar a la de esfuerzos
normales.

i 0 T

Fig. 1.30.- Grafica esfuerzos cortantes - deformaciones
1.10.2.- Propiedades Mecanicas
En el diagrama se definen:

a) Zona elastica.- Zona donde las deformaciones no son permanentes

b) Zona pléastica.- Zona donde las deformaciones son permanentes

c) Limite de elasticidad S..- Esfuerzo méximo al que el material se comporta
elasticamente

d) Limite de proporcionalidad Sp.- Esfuerzo maximo donde se verifica
proporcionalidad entre esfuerzos y deformaciones

e) Limite de fluencia S,.- Esfuerzo que produce uma aumento de deformacion sin
incremento de esfueroz

f) Médulo de elasticidad transversal G.- Es la tangente de la recta en la zona elastica

1.10.2.- Ecuacién de Hooke

En la zona elastica los_esfiierzos cartantes son nronorcionales a las deformaciones
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Los médulos de elasticidad longitudinal y transversal estan relacionados por:
E=2G(1+V) (1.14

1.11.- COEFICIENTE DE SEGURIDAD Y ESFUERZO ADMISIBLE

En una pieza existen numerosas causas de incertidumbres:

- Las hipdtesis de cargas

- Las hipétesis de célculo

- Los errores de calculos

- Defectos del material

- Errores de las dimensiones
- Errores de ejecucion

La falla de una pieza ademéas de una perdida econdémica puede provocar perdidas
humanas por lo que se debe buscar la maxima seguridad. La teoria de probabilidades
nos ensefia que no se puede lograr una seguridad absoluta, lo Unico que puede
hacerse es mantener reducidas las probabilidades de falla. Para ello el esfuerzo
maximo de trabajo no debe superar cierto valor.

o, < (115
U
S‘adm
T < (1.16
u

donde :

n es el “coeficiente de seguridad” un numero mayor que la unidad
S, para materiales ductiles es el limite de fluencia y para fragiles es el limite de rotura

La eleccion del coeficiente de seguridad es compleja pero disposiciones
reglamentarias que tratan sobre construcciones de acero; indican valores que varian
entre 1.25 y 1.60. Para estructuras de hormigén armado, los coeficientes de seguridad
varian entre 1,75y 2,10.

112 - CARGAS FRTATICAS VV/ARIARIES
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Fig. 1.31.- Carga estatica
1.12.2.- Cargas Variables

Cargas Variables son aquellas en las que la magnitud de la carga varia con el
transcurso del tiempo. Por lo general estas cargas pueden representarse por ondas

armonicas.
P
A = |

Fig. 1.32.- Carga variable

Se define el valor medio de la carga como a la semisuma de los valores extremos

— Pmax +Pmin (117

med 2

Dos casos especiales de las cargas variables son:

- Cargas Intermitentes.- Son aquellas cuyo valor minimo es cero.
P

pm ax

Bnin -t

\
Fig. 1.33.- Carga Intermitente
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- Cargas Alternantes.- Son aquellas cuyos valores maximos y minimos tienen igual
magnitud pero diferente sentido

Prax

T :
7

Fig. 1.34.- Carga Alternante

- Ruax + Pmin = 0 (119
2

med

1.12.3.- Teoria de Goodman Modificado

Existen varias teorias para verificar la falla frente a cargas variables. En el presente
libro se analizara s6lo la teoria de Goodman Modificado que exige a los esfuerzos
estar dentro de la regién sombreada del Diagrama de Goodman

Esfuerzos Maximos

Esfuerzos Medios

7
/

Esfuerzos Minimos

Fig. 1.35.- Diagrama de Goodman

Para construir el diagrama se necesitan sélo tres valores : El Limite de Rotura S, El
Limite de Fluencia S, y el Limite de Resistencia a la fatiga S, cuyo valor aproximado
es la mitad de la resistencia a la rotura.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1.1. Hallar la capacidad de carga de dos cables metalicos, el primero de Aluminio con
un diametro de 1 mm y el segundo de Acero con un diametro de 0.5 mm. Tomar S, al
= 283 Mpa (2884.8 Kg/cm?) y S, ac= 428 Mpa (4362.8 Kg/cm?).

I IIIIIIA LSS
Cable Al Cable Ac
@ 0.1[cm] @ 0.05 [cm]

(@ (b)

Solucioén :
P
o= = <SS,
P< ASy
De donde Pa=22.65 Kg
P..= 8.56 Kg

Por lo que el cable de aluminio puede levantar una mayor carga que el de acero.

1.2. Dos barras “a” y “b” con una longitud inicial de 10 cm y 100 cm y un diametro de 1
cm, se deforman hasta alcanzar longitudes finales de 11 cm y 105 cm
respectivamente. Se pide calcular las deformadas longitudinales (total y unitaria)

Solucion : O=l—1o
€=0/lo=(k- 1) Iy
d=1cm
€2 = 0.1 (10%)
d=5cm
€, = 0.05 (5%)

Notese que: 0, <0 pero & >¢,

12 En al nrahlama A
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€4a = - 0.03 (3%)
di; = 0.97 cm

€qp = - 0.015 (1.5%)
dg, = 0.985 cm

1.4. Para el problema 1.2 se pide hallar los esfuerzos a los que estan sometidas las
piezas si son de acero. Tomar E = 2.1 x 10 6 Kg/cm?

Solucién : o= Eeg
€= 0.1 (10%)
€, = 0.05 (5%)
Entonces 0. = 210000 Kg/cm?
0, = 105000 Kg/cm?
Ningln material soporta estos esfuerzos. Estas deformadas (10 y 5 %) son imposibles.

1.5. Cual es la deformada maxima que puede tener un acero antes de fallar. Tomar S,
= 428 Mpa (4362.8 Kg/cm?) y E = 2.1 x 10 6 Kg/cm?

Solucién : g<S,
o= Ee
£ <=S,/ E = 0.00207 (0.2%)

1.6. Una carga de 100 Kg se aplica a dos piezas de aluminio y acero con el mismo
diametro de 1 cm. Tomando Eacero = 2.1 X 10 ° Kg/cm?, Eauminio = 0.9 x 10 ®Kg/em?, S,
acero= 428 Mpa (4362.8 Kg/cm?) y S, awminio = 283 Mpa (2884.8 Kg/cm?). Se pide hallar :
La relacion de deformadas y La relacion de factores de seguridad.

Solucién : e=0/E
n = Sylo
Oacero = P/A = Gaiuminio
Ea(:ero/‘(‘:rzlluminio = Ealuminio / Eacero =0.428 (428 %)
Nacero / Naluminio = Sy acero/ Sy aluminio = 11512 (15112 %)

Estos resultados muestran primero que el acero se deforma menos que el aluminio y
segundo que el acero resiste mas que el aluminio

1 7 Hallar Ine mAniilne da_alacticidad trancuarcalac dal Acara v dal Alliminia _Taopmar v

(e
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1.8. Construir el diagrama de Goodman Modificado para un material con S, = 4000
Kg/cm? Sy = 6000 Kg/cm? y S = Su/2 = 3000 Kg/cm?

Solucion:

6000 B
4000

3000

A(0,3000)

B(6000,6000)

O s C(4000,4000)
E(0,-3000)

1.9. En el problema anterior hallar las ecuaciones de los esfuerzos maximos,
esfuerzos medios y esfuerzos minimos.

Solucién: A (0,3000)
B (6000,6000)
C (4000,4000)
E (0,-3000)
La ecuacion de la recta conocidos dos puntos es
O-») - W, =»)
(x-x) (x,=x)
Para (A,B) (¥ —3000) _ (6000 —3000) para Sya< 4000
(x—0) (6000 - 0)
Las curvas de esfuerzos minimosvande BaEyde CaD
(y = 6000) _ (=3000 — 6000)
(x = 6000) (0 - 6000)
Smin = 1,5 x = 3000 para Omin <0
Cuando S,,i, = 0 se halla que x = 2000 y D = ( 2000,0)
(y—4000) _ (0 —4000)
(x—4000) (2000 —4000)
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Solucion :

a) Carga estatica S =S, = 4000 Kg/cm®
b) Carga intermitente S =. Sy« = X/2+3000

para x = 2000 S = 4000 Kg/cm?
c) Carga alternante S = S, = 3000 Kg/cm?

1.11. Para las cargas dadas determinar en cada caso si hay o no falla con el material
del problema anterior.

0 max = 3500 Kg/cm? y G min = — 3500 Kg/cm?.
O max = 3500 Kg/cm®y 0 min =— 500 Kglcm®.
O max = 4500 Kg/em? y G min = 0 Kg/em?.
O max = 4500 Kg/cm?y 6 min = 1500 Kglem?.

Solucion : O med = (Omaxt Omin)/2
O amed = 0
0 bmed = 1500 Kg/cm?
O ¢ med = 2250 Kg/cm?
O ¢ med = 3000 Kg/cm?

S

6000 B
1000 I SO —— <G
3000 Aiiiii./
x4
, D(20000,0) O s
-3000 f(E
a) O amed = 0
S max = 3000 < 0 5 max = 3500 Hay falla

b) O b max = 3500 Kg/cm?® < 4000 Kg/cm?

y = x/2+3000
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y = x/2+3000

Smax = 4125 < O max = 4500 Kg/cm? Hay falla
d) 0 ¢ max = 3000 Kg/cm? < 4000 Kg/cm?
y = x/2+3000
Smax = 4500 < O p max = 4500 Kg/cm? No hay falla
O ¢ min = 3000 Kg/cm® > 0
y = 2x — 4000
Smin =2000 >0 pmin = 1500 Kg/cm? Hay falla

1.12. Hallar las ecuaciones genéricas de los esfuerzos maximos, esfuerzos medios y
esfuerzos minimos.

Sy B
S, [ C
Se A
%450 A(0,0.5*S )
- /D (B:Eg ul'Ss ui)
3 (o) ¥y
: ™4 p(Descon,0)
: E(0,0.5*S )
S, fE

Solucion:

La ecuacion de la recta conocidos dos puntos es
=y) _ (=)

(x=x) (x,—x)
La curva de esfuerzos maximosvade AaB
(y-058,) _(S, —-0.55,)

(x=0) (S —0)
g =0*S.) para Smax< Sy
max 2
Las curvas de esfuerzos minimosvande BaEyde CaD
BE) (y-S,) _(-058,-S,)

(x=5,) 0-5,)
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(=5, _ (0-5,)

(=8, (Su_
=5

_(x=5)(S)
yE—
(T_S")

S

min

Cartagena99

S

¥y

:(x—Sy)(—Sy)+S para Omin > 0
Suf
(T‘Sy)

¥y
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1.13. Se pide hallar la carga que pueden levantar (resistencia) dos cables metdlicos, el
primero de Aluminio con un didmetro de 2 mm y el segundo de Acero con un didmetro
de 1 mm. Tomar S, al = 2884.8 Kg/cm’ y S, .= 4362.8 Kg/cm’

1.14. Se pide hallar resistencia de los cables del 1.anterior, para cargas Alternante e
Intermitente.

1.15. Una carga de 100 Kg se aplica a una pieza de Acero con un didmetro de 1 cm y
una longitud de 100 cm. Se pide calcular las deformadas longitudinal y transversal.

1.16. En el anterior 1l.se pide calcular la variacion del volumen debido a la
deformacion.

1.17. Que carga aplicada a una pieza cilindrica de Acero con un diametro de 1 cm y
una longitud de 100 cm produce una deformacién de 0,1 mm.

1.18. Cual es la deformada maxima que puede tener un Aluminio antes de alcanzar la
fluencia. Tomar S, = 2884.8 Kg/cm” y E = 0.7 x 10 6 Kg/cm®

1.19. Construir el diagrama de Goodman Modificado para un material con
S, = 3000 Kg/cm® S, = 5000 Kg/cm® y S, = S,,/2 = 2500 Kg/em?

1.20. En el anterior 1l.hallar las ecuaciones de los esfuerzos maximos, esfuerzos
medios y esfuerzos minimos.

1.21. Hallar los esfuerzos admisibles para carga estatica, carga intermitente y carga
alternante del material de los problemas 4 y 5

1.22. Para las cargas dadas determinar en cada caso si hay o no falla con el material
de los problemas 4,5y 6

0 max = 3000 Kg/cm? y @ min = — 3000 Kg/cm®.
0 max = 3000 Kg/cm? y o min = — 500 Kg/cm®.
O max = 4000 Kg/cm? y 0 min = 0 Kglcm®.
0 max = 4000 Kg/cm?y o min= 1500 Kg/cm®.
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PROPIEDADES MECANICAS

Material Sy Sut E G v
Ksi |MPa | Ksi |[MPa | Ksi GPa Ksi GPa
Aluminun allys 2014-T4 41| 283| 62| 428| 10,600 73| 4,000 27.6 0.33
Aluminun allys 2014-T6 60| 410f 70| 480] 10,600 73| 3,800 26.2 0.33
Aluminun allys 2024-T4 48] 331] 68| 470| 10,600 73| 3,900 27 0.33
Aluminun allys 6061-T6 40| 276] 45| 310| 10,400 72| 3,900 27 0.33
Aluminun allys 7075-T6 70| 483 80| 552| 10,000 69| 3,750 26 0.33
Brass (Red, cold rolled) 60| 414 75| 518| 15,000 104] 5,500 38 0.34
Brass (Red, annealed) 15] 104 40| 276/ 15,000 104] 5,500 38 0.34
Bronze (cold rolled) 75] 772 100] 515/ 15,000 104] 6,500 44.9 0.34
Bronze (annealed) 20] 138 50| 345/ 15,000 104] 6,500 44.9 0.34
Cast iron (esfuerzo) 29.5| 205 40| 275| 25,000 173] 12,500 86.3 0.28
Cast iron (compression) - -| 125] 870] 25,000 173 12,500 86.3 0.28
Concrete (compression) 2] 138 5| 35 4,500 31 - - 0.15
Copper (cold-drawn) 40| 280| 45| 310] 17,000 117} 6,300 435 0.35
Plate glass - - 10| 70| 10,000 69| 4,000 27.6 0.2
Magnesium alloy 22| 150 40| 280| 24,000 166] 20,000 138 0.35
Monel (wrough, hot rolled) 50| 345] 90| 621] 26,000 179] 9,500 65.6) 0.32
Nickel alloy 60| 414 80| 552| 30,000 207] 11,400 78.7 0.31]
Nylon - - 9] 60 400 2.76 - - 0.4
Polyethylene - - 25| 175 150 1 - - 0.4
Rubber (average) 0.6 4 2| 135 0.4] 0.00276] 0.0007 415 0.48
Steel .2% C hardened 62| 428 90| 620] 30,000 207] 11,600 80 0.32
Steel .2% C cold-rolled 60| 414 85| 587| 30,000 207] 11,600 80 0.32
Steel .2% C hot-rolled 53| 366] 62| 428] 30,000 207] 11,600 80 0.32
Steel .4% C hot-rolled 53] 366] 84| 580| 30,000 207] 11,600 80 0.32
Steel .8% C hot-rolled 76| 524 122| 842| 30,000 207] 11,600 80 0.32
Steel Stainless (cold-rolled) 165 1140] 190| 1310] 29,000 200] 12,500 86.3 0.27
Steel Stainless (heat-treated) 132] 911] 150| 1040] 29,000 200] 12,500 86.3 0.27
Steel, structural - - - - -
Steel ASTM-A36 36] 250] 60| 400] 29,000 200] 11,000 75.9 0.32
Steel ASTM-A572 50| 340] 70| 500] 29,000 200] 11,000 75.9 0.32
Steel ASTM-AR14 100l 7ool 120l 830l 29000 200l 11000 759 032
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2.- TRACCION COMPRESION

2.1- INTRODUCCION

Una barra esta sometida a cargas de traccion o compresiéon cuando soporta fuerzas
en sus extremos dirigidos a lo largo de su eje centroidal. Dependiendo si la carga
tiende a estirar 0 a comprimir la pieza, la carga sera de traccion o compresion.

Fuerza ¢
-

Fig. 2.1.- Barra sometida a carga de traccion

Ejemplos reales de elementos sometidos a este tipo de carga son los cables metalicos
usados en maquinas de elevacion, arriostres y elementos de Armaduras.

Para la validez de las ecuaciones y resultados de este capitulo se asume la veracidad
de las siguientes condiciones :

1.- Los elementos son rectos

2.- Los elementos tienen secciones transversales uniformes

3.- Las secciones transversales permanecen planas y perpendiculares al
eje axial

4.- Las deformaciones son pequefias comparadas con las dimensiones de
la barra

5.- Los esfuerzos no sobrepasan los limites de fluencia.

6.- Las cargas estan aplicadas en los centros de gravedad de la
seccion transversal, de modo que no se produce flexion

7.- Los elementos no son tan esbeltos para producir pandeo.

2.2.- ESFUERZOS
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Esfuerzoso

P
v
Fig. 2.2.- Esfuerzos en una seccién transversal

Entonces en cualquier seccién transversal actian solamente esfuerzos normales,
distribuidas uniformemente. Por lo que:

P=[0,d4=0,[d1=0,4 21
A A
o =" (2.2
n A
7,=0 (2.3
Sin embargo en una seccidn inclinada un angulo p respecto a la seccion transversal,
A
P
s
NN
PP
“Q

Fig. 2.3.- Esfuerzos en una seccién inclinada

Para equilibrar a la fuerza externa en la seccion aparece una fuerza interna de igual
magnitud la que puede descomponerse en una fuerza N perpendicular a la seccién
que produce esfuerzos normales y en otra fuerza Q tangencial a la seccion que
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Ay =A, Cos p (2.8

De2.2,23y2.6
N _ PCosp _ PCos’p
Jp - = T = "
4, v Ay
Cosp
o = P(1+Cos2p) 2.9
? 24,
De24,25y2.6
r _2 _ PSinp _ PSinpCosp
? 4, Ay A,
Cosp
r = PSin2p) (2.10

P

24,

Reemplazando p=0en 2.7 y 2.8, se verifican los resultados de 2.1

Ya que (Sin 2 p)*+( Cos 2 p)* =1 (2.11
P
(Up - 2A )
De 2.7 Cos2p = v (2.12
0520 P
24,
De 2.8 Sindp=_'° (2.13
in2p P
24,
Entonces (o, - P ) +r 2 =( Lil )? (2.14
724, 74,

Lo que demuestra que la relacion entre o, y T, es una circunferencia con radio de
P/2Ay y centro en P/2Ay, conocido como el circulo de Mohr.

(e
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Fig. 2.4.- Circulo de Mohr
2.3.- ESFUERZOS PRINCIPALES

Se llaman esfuerzos principales a los valores méximos de los esfuerzos normales. De
2.7y 2.8 y del grafico

Parap=0 Omax = On = P/Ay Tmn=0 (2.15
Para p =45 045 = PI2AN T max = PI2AyN (2.16

Estos resultados indican que una barra sometida a carga axial de traccion y
compresién presenta los esfuerzos normales maximos en una seccion transversal a la
carga p = 0y los esfuerzos cortantes maximos en una seccién a p = 45°. Para evitar la
falla, ambos esfuerzos maximos no deben exceder de los limites de fluencias
longitudinales y transversales respectivamente

O max = PIAy < Sy
Tomax = PI2Ay < S, (2.17

2.4.- DEFORMACIONES

C—
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Una barra sometida a cargas axiales experimenta cambios en su longitud y en sus
dimensiones transversales.

En la seccion 1.8.1 se definieron las deformaciones longitudinales como:

o0=l-1, Deformacion longitudinal
€=0/1l, Deformacion longitudinal unitaria (2.18

Ahora bien, en la direccion axial solo hay esfuerzos normales y si estos no sobrepasan
el limite de fluencia (zona eléstica) es valida la ecuaciéon de Hooke 1.8

o=Ec¢ (2.19

o = P/AN (2.20

Entonces o= LZO (2.21
EA

Ecuacion que indica que la deformacion es proporcional a la carga P y a la longitud |,
de la barra, pero inversamente proporcional al producto EA, el cual se denomina
“Rigidez Axial”. Efectivamente, este producto representa la oposicién de la pieza a la
deformacion.

La ecuacion es valida para solicitaciones de traccion como de compresion. Sin
embargo, en cuerpos sujetos a compresion las ecuaciones pierden validez si los
elementos son largos y delgados donde se presenta un fendmeno denominado
“pandeo”, cuyo estudio se realiza posteriormente.

La ecuacién 2.17 solo es valida para barras de seccién con &rea constante. En una
barra con seccion variable se puede aplicar esta ecuacién a un elemento diferencial
“dx” en la que el area se puede considerar constante.

o -

I St

]
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Pdx

Entonces do =" (2.22
EA
1
Y 0 (2.23

2.5.- CARGA BIAXIAL

Se denomina carga biaxial en un cuerpo que soporta cargas en dos direcciones
perpendiculares.

2.5.1.- Esfuerzos

1t

2
(9) o) (9)
'l | X < p Tp
Y 1
oy p
Fig. 2.7.- Esfuerzos bajo carga biaxial
Los esfuerzos normales g, y cortantes T, en una seccion cualquiera
I, Cos p=dy (2.24
lo Sin p =dx (2.25
>F=0 0,l,dz-0,dxdzSinp-o,dydzCosp=0 (2.26
o, - 0,Sin*p-0,Cos’p=0 (2.27
o, =0, (1-Cos2p) v, 1+ Cos2p) (2.28
’ 2 ’ 2
o +0, o.-0,
p:(A2 ")+(’ })Coszp (229
ZF=0 T, lpdz + 0, dx dz Cos p -0, dy dz Sinp =0 (2.30
T,+0,SinpCosp-0,SinpSinp=0 (2.31
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(Up —7(% ;Jy)j + sz = {(J'“ ;U}’)j (2.34

Las ecuaciones 2.26 y 2.29 dan los esfuerzos normales y cortantes para cualquier
seccion inclinada. Similar a una dimensién, las ecuaciones representan una
circunferencia con desplazamiento solo en g, de (o, + o, )/2, y radio igual al (o - 0
)2.

TPA

(o + oy)/2_'

Tmax

(ox_oy)lz

/ >

Fig. 2.8.- Circulo de Mohr para carga biaxial

Los valores maximos de los esfuerzos normales y cortantes son :

Parap=0 Omax = Ox Tmn=0 (2.35
Parap =90 Omax = Oy Tmn=0 (2.36
Para p =45 Omn= 0 T max = (Ox -0y )/2 (2.37

Los esfuerzos normales maximos ocurren en las direcciones “X” y “y" y los esfuerzos
cortantes maximos en una direccion p = 45°.

2.5.2.- Deformaciones

Consideremos una placa sometida a cargas traccién compresion biaxial :
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Fig. 2.9.- Superposicion de deformaciones para carga biaxial

Por el principio de superposicién, se puede superponer las deformaciones provocadas
por las cargas horizontales con las provocadas por las cargas verticales.

Las deformaciones provocadas por las cargas horizontales

e =0y /E (2.38

g =-&=-V0o/E (2.39
Las deformaciones provocadas por las cargas verticales

g, =0, /E (2.40

&=-g=-Vo,/E (2.41
Superponiendo

&= Ox [E -V 0, JE = &~ Vg, (2.42

€= 0y /[E -V 0, [E = g~ vg, (2.43

2.5.3.- Recipientes de pared delgada

Un caso muy comin de la carga biaxial son los recipientes de pared delgada
sometidos a presion interna. Considérese un cilindro de radio interior “r" y espesor de
pared delgado “e” sometido a una diferencia de presion, “p”, entre el interior y el
exterior.

rle >= 10

|

CLASES PART,ICULAIQES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



En un punto cualquiera del espesor de la pared se originan dos esfuerzos normales,
uno axial [, y otra circunferencial [J;.

ol

de/ g2

o2

de’ ol
1 dej2

Fig. 2.11.- Esfuerzos en un recipiente cilindrico

Debido a que el espesor es pequefio se pueden considerar estos esfuerzos
constantes. Aplicando la estatica en la direccién circunferencial
UlCosd—e—JICOSﬁ:O (2.44
2 2
Aplicando la estatica en la direccion radial
Presion x area interior = Componente radial esfuerzo x area lateral

p(rd@dz) —20,Sin d?g(edz) =0 (2.45
Sin d6 _db (2.46
2 2

o= (2.47

e
Aplicando la estatica en la direccion axial

p(m*)=0,2me =0 (2.48

g, =" (2.49
2e

Para recipientes esféricos los esfuerzos en cualquier direccién se calculan con 2.49

2.6.- PESO PROPIO

(e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
D

\ 7
™r=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



la del medio soporta sobre sus hombros el peso de una persona y la de abajo soporta

sobre sus hombros el peso de dos personas.

w(y)
Peso
sobre "y"

dy
v

h T

I
Fig. 2.12.- Peso propio

El peso de un elemento diferencial “dy” en la que el area de su seccién puede tomarse
constante es

dwW =y A(y) dy (2.50
El peso de la porcion del cuerpo sobre una altura “y” es
h
W () = [ yA8y)dy (2.51
Y

Si se tomar el limite inferior como cero la ecuacién calcular el peso de todo el cuerpo.
Los esfuerzos son :

h
- P+ [ A(y)dy
o= uerza _ Y (2.52
Area A
La deformacién se halla con 2.19

P+| yA(y)dyJ

p (2.53
FA Y

]

Expresién que da la deformacién producida por una carga exterior y el peso propio.

(e

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Las deformaciones térmicas lineales se calculan mediante:
&=laAT (2.54

donde a es el coeficiente de dilatacion térmica lineal

Material a (x 10-6/°C)
Aluminio 23.2
Fundicion 104
Cobre 16.7
Acero 11.7
Hormigén 10.8
Entonces &§=0aAT (2.55

La deformacion se debe a la accién de cargas y a cambios de temperatura.
Eot=€p+ & =0/E +a AT (2.56

Esta ecuacion deriva en la ley de Hooke extendida que también es llamada la ley de
Duhamel — Neumann

0=E (¢p - a AT) (2.57

Si la expansion térmica de un sistema se restringe por ejemplo anclando una pieza
entre dos paredes rigidas, pequefios cambios de temperatura producen grandes
esfuerzos térmicos. Esto se debe al modulo de Young que para la mayoria de los
materiales usados en Ingenieria es grande

2.8.- PROBLEMAS HIPERESTATICOS

Desde el punto de vista estatico, la condiciéon de hiperestaticidad viene dada por el
hecho de que la cantidad de ecuaciones que surgen de los planteos de equilibrio de la
Estatica es menor que la cantidad de incognitas reactivas planteadas. Para poder
resolver estas estructuras es necesario agregar ecuaciones de compatibilidad. Estas
reciben este nhombre precisamente porque tratan de expresar la compatibilidad entre
las deformaciones y la vinculacion existente, que como hemos dicho, resulta
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PROBLEMAS RESUELTOS

2.1. Una pieza con una seccioén de 1 cm?® esta sometida a una fuerza de traccion en
una dimensién de 100 Kg Hallar los esfuerzos en secciones con angulos de 0° hasta
360° con un intervalo de 10°.

Solucion :
90(G) [p(Rad) | Op=(PI2An)(1+Cos2¢)| TP=(PI2An)(Sin 2 ¢)
0 0.0) 100.0 0.0
10 0.2) 97.0 17.1
20, 0.3} 88.3 2.1
30, 0.5 75.0 433
40 0.7} 58.7 492
50, 0.9 41.3 49.2
60| 10 25.0 433
70 12 1.7 2.1
80| 14 30 17.1
0 16 00 0.0
100 17 30 171
110 19 1.7 321
120 2.1 25.0 433 I
130 2.3 41.3 -49.2 '
140 2.4 58.7 49.2 o
150 2.6) 75.0 433 o / \
160 2.8 83.3 32.1 0
170) 3.0 97.0 171 © '
180 34 100.0 00 5 0o ‘
22 7.0 1l & 50.0 O‘Q 50.0 1?0.0
200 35 83.3 2.1 200
2100 37 750 233 \ /
220 3.8 58.7 49.2 46.0
230 4.0 41.3 49.2
240 4.2) 25.0 433 e
20 a4 17 321 Esf Normal
260 4.5) 30 17.1
270 47 0.0 0.0
280 4.9 30 17.1
290 5.1} 1.7 321
300) 5.2) 25.0 433
310) 5.4 41.3 49.2
320) 5.6) 58.7 492
330) 58] 75.0 433
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2.2. Hallar los esfuerzos maximos del 2.1.

Solucién : Omax = P/Ay = 100/1= 100 Kg/cm?
T max = P/2Ay= 100/2= 50 Kg/cm?

2.3. Una pieza esta sometida a cargas de traccion compresion en dos dimensiones
con o, = 90 Kg/(:m2 y oy = -120 Kg/cmz. Hallar los esfuerzos para angulos desde Q°
hasta 360° con un intervalo de 10°. Graficar los resultados.

Solucion :
O¢= (Ox+0y)/2 +
@(Gr) [p(Rad) (0x-Oy)(Cos 2¢)/2 To=(0x-0y)(Sin 2¢)/2
0 0.0 90.0 0.0
10 0.2 83.7 35.9
20 0.3 65.4 67.5
30 0.5 375 90.9
40 0.7 3.2 103.4
50 0.9 -33.2 103.4
60 1.0 675 90.9
70 1.2 -95.4 67.5
80 14 -113.7 35.9
90 16 -120.0 0.0
150-0
100 1.7 -113.7 -35.9 S0
110 1.9 95.4 67.5
120 2.1 67.5 -90.9 Jpo——
130 2.3 -33.2 -103.4 T
140 2.4 3.2 -103.4
150 2.6 375 -90.9 50.0
160 2.8 65.4 675 o / \
170 3.0 83.7 -35.9 £
180 3.1 90.0 0.0 8 —0:0 w
190 3.3 83.7 35.9 Ea -150.0 \ -50.0 50.0 /
200 3.5 65.4 67.5
| ~alal
210 3.7 375 90.9 SRS
220 3.8 3.2 103.4 \1 /
230 4.0 332 103.4 000
240 4.2 -67.5 90.9 o
250 4.4 -95.4 67.5
260 4.5 “113.7 35.9 150.0
270 4.7 -120.0 0.0
280 4.9 1137 35.9 Esf Normal
290 5.1] -95.4 675
300 5.2 675 -90.9
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2.4. Hallar los esfuerzos méaximos del problema 2.3.

Solucién :

p=0 Omax = Ox = 90 kg/cm?

p=90 Omax = Oy = -120 Kglem®
p=45 T max = (Ox -0y )/2 = 105 kg/cm?

2.5. Una pieza cilindrica de Acero tiene 0 = 3 cm y largo L=100 cm esta sometida a
una carga de 1000 Kg Se pide hallar :

Los esfuerzos maximos

Los esfuerzos a 30°

Las deformadas total y unitaria longitudinal y transversal

Los coeficientes de seguridad S,= 1800 Kg/cm’ y S,’= 960 Kg/cm?

Soluciona:
a) A =md%4= 7,07 cm®
Omax = On = PIAy = = 141,47 Kglcm? para p = 0°
Tmax = PI2Ay = 70,73 Kg/cm? para p = 45°
b) 0, = (P/2AN)(1 + Cos 2p)

030 = 106,10 Kg/cm?
1, = (P/2AN) Sin 2p
Ta0 = 61,25 Kglem?
c) 3 =PI/EA=6,73 x 10-3 cm
£=05/=67x10-6 (67 x 10 —4 %)
£4= -l €= -20,20 x 10 —6 (-20,20 x 10 —4 %)
8y =¢€qd=-60,6x10-6cm
d) NO = Sy/Omax = 1800/141,47= 12,72
NT =Sy [Tmax = 960/70,73= 13,57

2.6. Una pieza de a = 2 cm de ancho por b = 3 cm de alto y ¢ = 1 cm de profundidad
esta sometida a una fuerza horizontal de 100 Kg y una vertical de 200 Kg Se pide
hallar las dimensiones finales. Tomar v =0.3

200[kg]

1000kal @C\T
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Solucién :
o, = Fd(b c¢) =33,33 Kg/cm2
oy= Fy/(a c) = 100,00 Kg/cm2
&= 0y [E -v 0, /E = 1,58 x 10-6
€= 0y [E - v 0y /[E = 4,28 x 10-5
a=a+aeg,=2,000003 cm
b=Db + b £,= 3,00012 cm

2.7.- Halle la distribucién de esfuerzos en una barra conica con radios ro y 2ro y

longitud | sometida a cargas de compresion F
-

Solucién: La ecuacioén del radio
@ =r,(0+7)
El esfuerzo o(x) = F
LA

2.8.- Halle la forma de la seccion de una barra que soporta una carga F para que los
esfuerzos sean constantes

7
Solucién:
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h
P+ [A(y)dy = A(y)ete
)

Derivando VA(y) = dA(y) cte

dy
d _ dA(y) cte _ n2rdr cte _ 2dr cte
Ay vy m oy ry
Integrando y= 2L}/[eln(r) + ctel
v
r= ke2cte

2.9.- Dimensionar las barras del reticulado de la figura. Para las barras 1 y 2 debe
emplearse madera con [ggm = 80 kg/cmz, agm = L/300y E = 100 t/cm? y para la barra
3 debe emplearse acero con [lagm = 2.400 kg/cm?, [agm = L/500 y E = 2.100 kg/cm?

\I/dln
2.83 A3 tn

2
5 m

Facy % FELRAL € ,&\{!
- 4 m T

21n 21n

Solucién:
Las barras de madera soportan P = 2830 Kg

Amad = Pmad/ Smad = 3514 sz
Se adopta una escuadra de 3" x 2” con un area de A = 38.7 cm?

= LZ = 0,26171 < 283 = 0,9461’}1
EA 2

mad

La barra de acero soporta P = 2000 Kg
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Pl 400

0,=—=034cm <——=0,8cm
EA 500
2.10. En la piramide truncada de area transversal cuadrada de la figura. Se pide

calcular:
a) El peso parcial sobre cualquier altura “y”
b) El esfuerzo normal maximo
c) La deformada total

1000|

Solucién : b(y) = (- 30/1000) y + 90
a) El peso sobre y es

h h 2
W) = [y = jy’zr[(—m/looo)y +90] dy

30 :
W(y)= —7"’;2050 [603 —[—% + 90J }

b) El esfuerzo normal es maximo en la base (y = 0)
- yi250(60° - 90%)
Umax =
90°

Omax = 552.68 y
c) La deformada

h

wd
o= 1%r

|7<n|— 2 [ 130 \3-|

0
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2.11. En la pieza conica truncada de la figura, se pide hallar la deformacién debida a la
accion de la fuerza P y del peso propio.

Solucioén :

5= T [P+ (]

d :2(_
2

R

A

4

EA

X”J
h

y y 2 2
W () = [ yA(y)dy = Jy”D[z—;] dy

0 0

4 4

o B (3] 1) ]

S}

)]

dy

{P_ynDzh{
g=[EHIN “

EA
0 EEB 9 -
412

)
[
)

>[<

5 h(48P +y7D’s)

2.12. En el sistema de |

(e

6E7D?

figura se piden las esfuerzos en los cables
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(b) © @ (b) ©
\ ] 1 T —
-4 Ba‘j////jﬁ::g B
P _¥
Solucioén:
SF,=0 TatTp+T.=P (i
>M,=0 PII2—T,1-T.21=P/2-T,-T.2=0 (ii

El sistema es hiperestatico con 3 incognitas (T, Th,Tc) Y 2 ecuaciones. La tercera
ecuacion se halla analizando las deformaciones

(8a - &c)/21 = (& - &)/l

Tl Tl —5 T Tl

EA, FEA, EA, FEA,

Ta _Tc =2 (Tb - TC)

Ta—2T,+T:=0 (iii
De, iiyiii Ta=P-T,-Tc=2T,-Tc

T, =P/3

T, =P/12

T, =7P/12

2.13. En el sistema de la figura se piden las esfuerzos en los cables

A 4
Solucion :
lh=1.Sinpa=0.51.
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>Ma=0 No existe ya que las fuerzas son concurrentes

Sistema hiperestatico con 3 incoégnitas (Ta,Tb,Tc) y 2 ecuaciones. De las
deformaciones

\\ \\ o B /
\\\ \\\ 1 i
\, N\, ] /
\ ///
N 1 /'
\\ O| 7
. 1B
\\\ ',l /
AN l/’
o0 Yy
Del gréfico 3, =00'Sin (a-y) =T, la / EA (i
&, = OO’Sin (90-y) = Tyl,/EA (iv
o, = O0’Sin (B+y) = TJ/EA (v
De iy iv Ta la/ Sin (a-y) = Ty ly/ Sin (90-y) (vi
Deivyv Tp lp/ Sin (90-y) = T, I/ Sin (B+y) (vii
|a 0.5= |b
lc 0,866=I,
De vi Tala/(Sin aCosy - Siny Cos a) = Tyl,/ Cos y

Ta (I,/0.5)/(Cosy 0.5- Sin y 0,866) = Tyl,/ Cos y

T,=0.5T,(0.5-0.866 Tany)

0.5-(T,/0.5T,) =0.866 Tany

Tany=[(0.52T, - T,) / (0.5T,)])/0.866 (viii
De vii Tp I/ Cosy =T, I/ SinBCosy+Siny Cosp)

Ty I/ Cosy = T, (Ib/0.866)/ (0.866Cosy+Siny 0.5)

0.5 Tan y = (T./0.866 T,) — 0.866

Tany=[(T. - 0.8662T,) / (0.866 T,)]/0.5 (ix
De viii y ix [(0.52T, - T,) / (0.5Ty)] 0.5= [(T. — 0.8662Ty) / (0.866 T,)] 0.866

(0.52Ty - To)= (T, — 0.8662T,)

1.3862T, =T, + T, (x

Esta es la ecuacion de deformaciones. Con ella
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2.14. En el sistema de la figura se piden hallar los esfuerzos en los cables ay b. La
barra horizontal se supone rigida y articulada en la pared

a B :\ B

o Rx_?
-~ |/2 <—|-> 1/2 — R, =112 <—|-> /12— p

\ B v

/,
S
A

=
N

.

Solucioén:

Tan a = (/2)/(1/2) =1

o = 45°

Tan B = (/2)/I=0.5

B = 26,56
>F=0 Ry~ T.Cos a -T, Cos =0 (i
ZF,=0 Ry + Ta Sin a +T, Sin B-P=0 (i
2M,=0 -TaSinall2-T, SinBl+PI=0

T,0.3535 +T,0.4472 =P (iii
Son tres ecuaciones con cuatro incognitas Ry, Ry, Ta y Ty

Del grafico l, Cos a =l/2
I, CosB=1I
0,= AA’Sin a
&= BB’Sin B
AA'=BB’/2
Entonces AA =93,/Sina=BB/2=3b /2 Sin
TINFASInN N = T.L/(2EA Sin R)
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2.15. Hallar las esfuerzos en los cablesay b

Solucion :

>F=0 Ry+T.Sin30=0 (i
SF,=0 R, + T.Cos 30+ T,-P=0 (ii
2M,=0 -T,1/2-T,Sin601+PSin601/2=0

-T,0,5-T,0,866 + P 0,433 =0 (iii

El sistema es hiperestético con tres ecuaciones y cuatro incognitas Ry, Ry, Ta ¥ Ty

l, Cos 30 =la

8,= AA’Sin 90

d,= BB’Sin 60

AA'=BB’/2
Entonces AA =93,/ Sin 90 = BB'/2 = &, /(2 Sin 60)

Talo/(EA) = Tyl/ (2EA Sin 60)

Tal,Cos 30 =Ty I,/ (2 Sin 60)

Ta15=T, (iv
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2.16. Se pide hallar el diametro de la barra AC. Tomar Sy = 1800 Kg/cm2

Ac

a
2T ;. Cos B p

Vista Lateral

Solucion :
Tan a = 20/60 o =18.43
Tan B = 15/60 B =14.03
ZFy=0 TACSinG=P
Tac =3163.09 Kg Traccion
>F =0 Tac Cosa +2Tgc Cos =0
Tgc = - 1546.56 kg Compresioén - Pandeo

Analizando solo la barra AC
Oac = TAcl(T[ dAC2/4) < Sy

dAC =1.49cm

2.17. En el sistema de la figura se piden las reacciones en Ay B
«—30[cm]—|

B
2
40[cm]
P 1
X
A ;A ] g
Hﬁo[cm]—{ v R
Solucioén :
>F,=0 R,=R,+P (i

Las ecuaciones de los circulos respecto del sistema x - v son
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0, = 2 [15%(y-40)]"?
éstos se igualan a un altura de

2(302-)/2)1/2 — 2[152_(y_40)2]1/2
30%-y?= 15% y*+ 80y —1600
y = 28,43

La deformacién total es nula

6[ = 61 + 62: 0
2843 2843
5= R dy4 - R, w Lo, }Jy
0 En0 -y 2] Eme0 3 [(30+y) (30-y)
R
5, =—"—(3.6167)
En60
52:‘}’ (R, *+P)vd (R, +P) I[ o, },y
23’43]5;7[2(152—(),—40)2)12] Em30 ron 15+(y—40) 15-(y—40)
L = (R, +P) (2.0472)
En30
R R +P
6, +9, =—- (3.6167)+( « )(2.0472):0
En60 En30
R,=-0.259 P
R, =0.741P

2.18. Se pide hallar las reacciones en las paredes del sistema de la figura

_r 2 3
%
R R P R
60 30 L A A — —
) /,
A ‘ ‘ B A x B
\ s —30—sf-10+] o7
Solucioén :
>F=0 R,+P =R, (i
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T R4 _ 4R, 45
| = _[ sdx = —
o Eni(—30x/45 +60) Em(-30x/45+60) 30
1 - 4(45)Ru (i_i) — Ra9,098_7
Em0 30 60

= R0 _ g 2007
Em0

5= BmPR . MR -P)
5En(3x-195) Em(3x—-195)(-3)

= M(L _L) =(R, - P)3,36¢”’
Em(-3) 60 30

2

La ecuacién de deformadas =0, +d+03=¢
R.9,09¢e - 7 + R;2,03e — 8 + (R, - P)3,36e — 9 = 0,001

R.=0.75P
R,=0.25P

2.19. Hallar los esfuerzos en las barras del sistema de la figura
7

¢
Tb
Ta T,
P

Solucion

>F.=0 TaCos 30 =T, Cos 30 No aporta
ZF,=0 2T,Sin30+T,=P (i
M=0 Las fuerzas son concurrentes

Se tiene una ecuacion y dos incégnitas. De las deformaciones
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a
30
(6}

%, = 00’

8, = 00’Sin 30

d, = da /Sin 30

Tp I/EA=Tl/(EA Sin 30)

lo Sin 30 =1,

Tp la Sin 30=T, 1./Sin 30

T, =Ta/ Sin2 30

Tp = 4T, (ii

Deivyii 2T,Sin30+4T,=P

To=02P
Tb =08P

2.20. Una barra rigida horizontal esta articulada en su extremo izquierdo mientras que
en su extremo derecho hay tres cables y un peso W como se indica en la figura. a)
Determinar las expresiones para calcular los esfuerzos en cada una de las barras y la
fuerza total sobre la barra AO. b) Utilizando las anteriores relaciones determinar las
esfuerzos si: A; = A, = A; = 2 cm? a = 30°; B = 45° W = 2500 kg
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cosa =9,/0,

Ademas
cos3=0,/0, (i
Iy Cosa=1,=I3Cos B (iv
T, =cos’ a-[Alj-Tz
AZ
T, = cos’ ,8{143]@
A4, Y
_ cos’ aA,W
' 4, +cos® BA, +cos’ a4, i
— A2W
> A, +cos’ Bd, +cos’ ad, (i
_ cos’ BAW
P4, +cos® B, +cos’ a4, (il
Ademas
\ y /
X
Tysenf3—Tisena —R =0
R= W (cos > Bsen A, — cos” asenad,)
A, +cos® BA, +cos® a4, (ix

Cartagena99

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
D

\ 7
™r=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



2.21. Hallar la deformacion total de la barra de la figura, considerando el material
Acero con D = 10 cm, | = 50 cm, E = 2.1x10° Kg/cm® y P = 2000 Kg

Solucion :

(e

LT

_ [j-z Pdx . ¢ Pdx +3[J12 Pydx
=
o EA 5, EA, o EA4,
P, =-P (compresién) P, =-P (compresion) Ps = P (traccion)

D1=D
2
4=2
3
T 2 o SmD?
A =—(D =
1 4( 1 1) 144
Dx D 2x +1
=——+—=D
P2 4 ( 4 )

| (2x+1Y 1
4y =5 (D —d) =7 K 41 ) _9}

+
D3 :&+2:D(2x !

)

20 4 41
d,=0

Vs 2 2 7D2 2X+12
4, =" -aH="""
e[

+ _'fBRdx_{ Pdx YYPdc__ 72PI _12Pl 25 _ 8P
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2.22. Para el sistema de

la figura, se pide determinar las reacciones que soportan las

paredes rigidas por efecto de las cargas que se indican. El espesor de la barra es “b” y

L=30cm;H=10cm; h=

H/3; E = 2.1x10° kg/cm? ; P = 5000 kg; b = 5 cm

N

. o ’*I/Z*‘ N -
\ el - ¥ \
! |
_ Y B er» . . N — b —»]
N —f——] .
Solucion : "
1 21 51/2 3/
5T :IPldx_l_J-Pzdx_l_ I P3dx+ J- P4dx
0 EAI 1 EAZ 21 EA3 5172 EA3
4 =b[1—2—xjH
3/
A4, =bH/3
H-h _ bH(I +2x")

A=A, =

{ = o

3!

Asumiendo que el bloque no llega a chocar en el extremo izquierdo

Pl =0
P2 =P
P3 =P
P4 =3P
Reemplazando
b Ocx T opax ¢ Pdx p 3Pdx
5 =] il | bH(+23) ] bH( + 22
VEp1-2|H TE— 0 E-—~—"t inpmt e T2
31 3 31 31
h 0d 1 Pd Pd; | 3Pd
o =J )zcx +J b[xi bH(lin') * I bH(I :-sz')
YEN1-S|H TE— DV E N E
31 3 31 31

5, =1L 3-3m2 +2 1n3)=0.00837cm
EbH 2

(i
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P2:P-R1
P3:P-Rl
P4:3P-R1

Y la deformacién iguala a la tolerancia dada (€=0.001)

t  —Rdx YP-R)dx '? (P-R)dx  t (3P-R)dx
5 = | + ) U 1 =0.001
T '([Ebl—gH J pbH ;[EbH(HZx) lszbH(l+2x)
3l 3 31 31
5T:ﬂ(2—21n2+31n3)—ﬂ(1n3+1):0.001
2EbH EbH
De donde R; = 4657.03 Kg
Ademas R,=P+2P-R;
R
R R «3P

De donde R, = 10342.97 Kg

2.23. Hallar una expresion para determinar la deformacién que sufre una barra con
seccidn variable segun una funcion cuadratica, como se ve en la figura.
N

Y,

]

Ao

o
r

dx{ k—x—>

N
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D =Ax"+B
parax=0 D,=d
para x = | D,=D
D-d
D, =( 5 )xz +d
Resolviendo !
2
AV :”((D;dsz +d]
4 /
/ .
5, :J' Pedx i
0 E-E{(D_d)'xz +dj
A
5 =—2P1 (1+ D rerg L4
EndD|  D-d Jd(D-d)
De donde

2.24. Hallar una expresion para determinar la reaccion en cada uno de los apoyos, de
los elementos mostrados en la figura, originados por un aumento de la temperatura

AT, considerando como datos: J, |, a.
J N
[ \77
a * Qa
g ‘ | N
k \

N

ﬂ

d
Solucion :

Suponiendo que la deformacién por dilataciéon es mayor a la holgura

I I\
N
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cu 2

En el aluminio la deformacién es similar:
_ J-/ R-dx
OEa/Ax

al

a X
D, =2+
. 2(1 )

_ J-/ R-dx

al — 2

La deformacién por la variacion de temperatura:

8y =1a,AT +1a,AT = (a,, +a,)AT
Ademas eru + 5[1/ = JAT -9

reemplazando, obtenemos:
8RI + 8RI

E m® E

cu

; =la., +a,)AT-o
T

al

SR*I SR*I
+

3 5 =1*AT(0yy +04)-0
E., **a E, *m*a
De donde:
8RI 8RI
+
E. w’ E,m

- E Em’ I

> =la,+a,)AT-o

&

1
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D=5cm, d=2cm, 0g = 17x10°[1/°C]; ay = 22.2x10°[1/°C]; Eg, = 1.1x10° Kg/lcm?; Ey
= 7x10° Kg/cm?

N To=25°C \
A AT
D Cu Al d )
V \::
N
FI—»%I—» -

Solucion :

La deformacion debido a la dilatacion es:
Opr =la, AT +la AT =1l(a,, +a,)AT
Oy =20(17x107° +22.2x107°)(120 - 25)
O,y =0.4541cm
Ya que la deformada es mayor a la holgura, hay contacto en la pared derecha.
Op =0y —€

5R:IEA

E_A

0 al ““al 1 cu”““eu

P1:R
A, =Tid%4
P2:R
A =2
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reemplazando:

1 21
Rdx Rdx
5R:J‘ 7'dZ+J. D-d 2
‘g, = g T x+2d-D
4 gl

resolviendo:
5 = 4R(DE , +dE,))
N Ddz]Ea/Ecu
Reemplazando
4R(DE , +dE
( zal cu)ZJAT_g
Dd1E |E,
con los datos
R = 2599.39 Kg

2.26. Para el sistema de la figura se piden las fuerzas que soportan los cables que
soportan a la barra rigida, articulada en uno de sus extremos.
N
N

EALL

Solucioén :

Las deformaciones
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ademas I=1; Cosa
I=1,Cosf
I=13Cosy
reemplazando:
0, = o,
senf8 sena
5, =2 O,senf3
sen
Oseny

send

5,=2
Las deformadas:
5= Th
E4
52 - TZIZ
EA,
51 = T313
T EA
T
cosf _ 5 cos asenf3
EA, EA sena
_ 2senf3cos PA,T,
senq cos 4,
L / T /
cosy _ 2 cos asen)y
EA, EAsena
_ 2senycos JA,T,

T

T3
send cos 04,

De la estatica
Tisenal — Pl + T,senf321 + Tyseny2l =0
send cos a4, P

K
senflcos 34 2P
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2.27. Determinar la deformacion debido al peso propio del bloque mostrado en la
figura. La seccion transversal es circular y con variacién parabdlica

NN \ N x

Solucién :
o, = :]Bilga&
EA,
la ec. de la parabola es
x=x,=P(y-y,)’
H
(x,,5,) = (Z’H)
parax=H/2 y=0
_ 2
x=r = (= H) +£
3H 6
El area a cualquier altura “y” es:

Ay)=m’ = H{L —Hy’ +ﬁ}

3H 6
El peso por debajo de “y” es:

w(y) = [y, dy

Reemplazando y simplificando:
w(y) =Y (47H -135H" y +180H" y* = 140H>y* + 60Hy* ~12y°)

2540
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%

A7TH® —135H"y +180H y* —140H %y’ + 60Hy"* —12y°
5 =fH H2540( y y y ly y )
L

E,{(y—H)Z +HT
3H 6

'y

simplificando:

3 =

2
W 174 61n3)
90E
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PROBLEMAS PROPUESTOS

2.28. Hallar el esfuerzo normal en una barra de seccion circular sujeta a una carga de
traccion de 100 Kg si su diametro es de 1 cm.

2.29. Hallar los esfuerzos normal y cortante para una seccion a 30° en el anterior
problema

2.30. Una pieza esta sometida a esfuerzos de traccion compresion en dos
dimensiones con ox = - 120 Kg/cm2 y oy = -150 Kg/cm2. Hallar los esfuerzos para una
seccion que forma un angulo de 30° con la horizontal

2.31. Hallar el circulo de Mohr y los esfuerzos maximos en el anterior problema.

2.32. Una pieza de acero tiene seccion cuadrada de 3 x 4 cm y un largo de 900 cm y
esta sometida a una carga de 1500 Kg Se pide hallar :

Los esfuerzos maximos

Los esfuerzos a 300

Las deformadas total y unitaria longitudinal y transversal

Los coeficientes de seguridad Sy = 1800 Kg/cm2 y Sy = 960 Kg/cm2

2.33. Una pieza de a = 3 cm de ancho por b =4 cm de alto y ¢ = 2 cm de profundidad
esta sometida a una fuerza horizontal de 150 Kg y una vertical de -200 Kg Se pide
hallar las dimensiones finales. Tomar v =0.3

200[kg]

150[kg]
- —_ T

1 e

2.34. En el sistema de la figura la seccién transversal es circular y las dimensiones
estan en centimetros. Se pide hallar :
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500

N

2.35. En el sistema de la figura se piden los esfuerzos en los cables.

ez

1
j @ (BN (©) ) @

=

2.36. En el sistema de la figura se piden los esfuerzos en los cables

Cartagena99
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2.37. En el sistema de la figura se pide hallar las fuerzas que soportan los cables

TJ/
/4

L @ (b) () ( e)
a5 »'«1/5 5 »'«1/5 »’«1/5 P

2.38. En el sistema de la figura se pide hallar las fuerzas que soportan los cables

7

30
@ )

M~
: \%\ 2 /

P

2.39. Se pide hallar el diametro de la barra AC. Tomar Sy = 1800 Kg/cm2
A
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2.41. Las unidades en el sistema de la figura son centimetros. Se pide las reacciones

enA yB

—

50 zoﬂ
[ | 7
€

2.43. Tres barras se encuentran articuladas en A para soportar juntas, un peso W
como se indica en la figura. El desplazamiento horizontal del punto A esta impedido

(e
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2.44. Determinar la deformacion total del sistema de la figura. Tomar E = 2.1x106

Kg/cm2 y P = 2000 Kg

% 14 »)«1/4 j/« 4 jbm »)
73

7

YpP

b0.35

2.45. Hallar la deformada debido a la fuerza P y el peso propio

2.46. En el sistema mo

(e

lP
LRerp®
%pvf/

i 7
e

Y

trado en la figura determinar las reacciones gue soportan las
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s} %I | |HF7

2.47 Hallar una expresion para determinar la deformacién que sufre una barra con
seccion variable segun una funcién clbica, como se ve en la figura.
N

Y,
D BB 4
D \ D, t—1d
| T
R dxﬂ ’<7X4>

N

N
AN
2.48. Hallar una expresién para determinar la reaccién en cada uno de los apoyos, de
los elementos mostrados en la figura, debido a la variacion de temperatura AT,
considerando como datos: 9, |, a.

1 h
Fiza—l 5%1—»/

2.49. Si la temperatura aumenta a 120 ° C_determinar las reacciones aue soportan los
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d Cu Al L
|

S E——

£=0.0Icm

2.50. Hallar los esfuerzos en el sistema de la figura. Cuando las deformaciones
ademas de la carga P provienen de un incremento de la temperatura AT

N

N
N
AN

tﬁ/
Q
V

ot

2.51. Determinar la variacién que debe tener la seccion circular del elemento de la
figura, de modo que los esfuerzos debido al peso propio sean constantes.

rtagend
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2.52. La barra maciza mostrad en la figura, consta de un tramo troncocénico y otro
cilindrico, determinar la deformacion total del sistema siendo el material el mismo para
ambos tramos.

7 d

P 2P
—> e >

| ‘ |
| !
2.53. Determinar la expresion para calcular la deformacion total de la barra, que tiene
una perforacion que produce una pared de espesor constante t, como se muestra en
la figura, la barra se encuentra sometida a la acciéon de las respectivas cargas. La
seccion de la barra varia segun se ve en dicha figura.

SN
g

o> <+—3p 2F

P mmzzfzz%%

2.54. La barra mostrada en la figura se encuentra sometida a la accion de las fuerzas
mostradas que produce una reaccion interna de la barra, debido a los apoyos que se
muestran, determinar las reacciones que se producen en dichos apoyos, considerando
ademas que los materiales tienen diferente mdédulo de elasticidad, y su seccion
transversal es circular y varia en cada tramo.
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2.55. Determinar la ecuacién para determinar el Area de las secciones transversales
de los elementos elasticos que se muestran en la figura. Considerar conocidas las
longitudes de cada una de éstas.

/
el 2 ‘
L
1
2.56. Hallar los esfuerzos de los elementos mostrados en la figura.

P

2.57. Hallar los esfuerzos en las barras de la armadura mostrada en la figura cuando
se aplica la fuerza indicada. Considerar E, A igual para todas las barras.

a I/f 2/ J P
L VA'AAAAAA VAL LA A A AS
\

a ‘ a
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2.58. Una armadura simétrica experimenta las cargas mostradas en la figura.
Determinar los esfuerzos normales que experimentan cada una de ellas.

-t , ,
Ny 3a

2.59. Calcular las esfuerzos de montaje de los elementos flexibles mostrados en la
figura, si uno de ellos fue fabricado con una falla en su longitud A=0.5cm.

2.60. Determinar los desplazamientos, horizontal y vertical, del punto de aplicacién de
la fuerza P, ademéas determinar todas las esfuerzos en las diferentes barras.
Considerar, el médulo de rigidez a la esfuerzo E-A, constante.
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2.61. Determinar el desplazamiento del punto A debido a las cargas aplicadas sobre la
armadura mostrada en la figura.
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3.- CORTE PURO

3.1.- INTRODUCCION

Como se vio en el capitulo 1 en cualquier seccién de un cuerpo que soporta cargas
externas, se origina una fuerza interna que puede descomponerse dos fuerzas la
primera con direccion normal y la segunda con direccién tangencial a la seccion.
Cuando la fuerza interna solo tiene un componente tangencial a la seccién se originan
esfuerzos cortantes y la carga se conoce como de corte.

Fig. 3.1.- Esfuerzos normales y cortantes

Una pieza esta sometida a cargas y esfuerzos de corte, cuando sobre ella se aplican
fuerzas externas dirigidas perpendicularmente a su eje centroidal.

Pl

Fig. 3.2.- Corte Puro

En los siguientes casos se puede admitir esfuerzos de corte puro:
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3.2.- ESFUERZOS

Si no hay presencia de esfuerzos normales (corte puro), del equilibrio

0=[rda=1,[d4=1,4
A A

Th = Q/A
0,=0 (3.1
Analizando un elemento diferencial y para que en él se verifique el equilibrio
—L —L —L —L >
T T l T T l T T

T T T

(a) (b) () (d)
No equilibrio en x Hay equilibrio en x Hay equilibrio en x Hay equilibrio en x
Hay equilibrio en 'y Hay equilibrio en 'y Hay equilibrio en 'y Hay equilibrio en 'y
No equilibrio en z No equilibrio en z No equilibrio en z Hay equilibrio en z

Fig. 3.3.- Condiciones de Equilibrio
Solo se verifica equilibrio en el caso (d). Se puede concluir que:

- Los esfuerzos de corte aparecen en las cuatro caras del elemento diferencial.
- Los esfuerzos son concurrentes o divergentes en las aristas y tienen igual valor.

Ahora bien, analizando una seccion inclinada a un angulo p

g, 1
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De la estética

>F1=0 opdldz+1tydydzSinp+1txdxdzCosp=0 (3.3
op +1tyCospSinp+txSinpCosp=0
op =-tSin2p (34

>F2=0 tpdlidz-tydydzCosp+txdxdzSinp=0 3.5
p-tyCospCosp+1XxSinpSinp=0

mp=1Cos2p (3.6
Cuando p = 0 se verifica que

09 =09 =0

To=Tgpo =T
Ya que (Sin 2 p)?+( Cos 2 p)? =1
De3.3y35 o,/ +1,=1 (3.6

Que es la ecuacion de una circunferencia con centro en el origen.

T

Fig. 3.5.- Circulo de Mohr

3.3.- ESFUERZOS PRINCIPALES
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Para evitar la falla, ambos esfuerzos maximos no deben exceder de los limites de
fluencias longitudinales y transversales respectivamente

O max = PIAy < Sy
Tomax = PIAy < S, (3.9

3.4.- DEFORMACION

Una pieza sometida a esfuerzos de corte puro se distorsiona

" ah :
T )

Fig. 3.6.- Deformacion bajo esfuerzos de corte

Ah
Ut =— 3.10
y Oig(y) A (

3.5...- ECUACION DE HOOKE

Mientras los esfuerzos no sobrepasen el limite de fluencia, ellos son proporcionales a
las deformaciones

T=Gy (3.11
Ecuacion conocida como la ley de Hooke, donde G recibe el nhombre de médulo de
elasticidad transversal.
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PROBLEMAS RESUELTOS

3.1. Una pieza con un area de 1 cm? soporta una fuerza cortante de 100 Kg Se pide
hallar: a) Los esfuerzos en &ngulos de 0° a 360° con intervalos de 10° y b) Graficar o

VS. T
Solucion:
0G) [pRad) |  Op=QAN)SN2¢ 1p=(QA)Cos 2 ¢
0 00 00 100.0
10 0.2 34.2 94.0
20| 03 64.3 76.6
30| 05 86.6 50.0
40 07 %85 17.4
50) 0.9 %85 174
60| 10 6.6 50.0
70, 1.2) 64.3 -76.6
80| 14 34.2 94,0
0| 16 00 -100.0
100 17 -34.2 94.0 150:0
110 19 -64.3 766
120 2.1 -86.6 50.0 !
130] 23 -85 174 /DDAV
140 24 -985 17.4 500
150 26 -86.6 500 o '
160 28 -64.3 76.6 £ o
170 30 -34.2 94.0 o e ‘
180 31 00 100.0 8 -1Ck0 -50.0 0l0 50.0 100.0
190 33 4.2 9.0 50:0
200 35 64.3 76.6 \\»
210 37 86.6 50.0 066
220 38 %85 17.4
230 40 %85 174 o
240 4.2) 86.6 -50.0
50 44 643 766 Esf Normal
260 45 4.2 94,0
270 47 00 -100.0
280 49 342 94,0
290 51 -64.3 76,6
300 5.2 -86.6 50.0
211N B A 0K 1724

(e
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3.2. Cuantos remaches de 1 cm. de didmetro se necesitan para unir dos placas y
soportar una fuerza de 1000 Kg Tomar Sy = 900 Kg/cm2

p

Solucién:
Tmax < P/Ay = 1000/[n(Tt 12°)/4] < 900

n = 1.41 Se adoptan 2 remaches

3.3.- Hallar el area que necesita una chaveta en el eje de un motor y una polea

Solucion :
Pot = Mt L
Mt = Q r
T= Q <8
ab
Pot
De donde ab = °
wrSy'

3.4.- Hallar la carga que soportan los dos cordones laterales y dos frontales de
soldadura que unen dos planchas.
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Costura laterol

P Th P
- - —=
iL‘\ b
0.7k
_'—l'. Costura frontal k%
bk o
P JIE
<F = P
< t - Il LI
Solucién :
Asumiendo que las soldaduras fallan en su seccién menor
Diagonal ~2é’
Area = giLongCordon = LongCordon

area costura frontal = b x 0.7 e
area costura lateral = 1x 0.7 e

T= 0 = L <S5
AreaTotal 2(b+1)0.7¢
0=28y2(b+1)0.7¢

3.5. Dos placas unidas por dos cordones de soldadura a 45° soportan una carga de
corte de 6000 Kg Si el ancho de las placas es de b = 3 cm, se pide hallar las
dimensiones de la garganta y de la base de la soldadura. Tomar Sy’= 900 Kg/cmz.

b s AN
+— SN S R, - N

a

Solucion :

El area minima es
Av=2eb=2e3

T = D, — 08000102 o 2] (oTaTal
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3.6. Una pieza de madera con una seccion transversal de 3 x 3 cm. esta colada como
se ve en la figura. Hallar la fuerza méaxima que puede soportar. Tomar Sy = 200

Kg/cm2
4 60 —
P P

De27y28 a,=(P/2A\) (1+ Cos2p)
T, = (P12AN) Sin 2 p
T 60 = (P/2Ay) Sin 2 p = P/[2(3)(3)] Sin (120) < 200

Solucion :

P =4156.92 Kg

3.7. Una polea esta fijada a su eje por medio de un pasador cilindrico. Los ejes del eje
y del pasador son perpendiculares. Si el momento torsor soportado es de 150 Kg cm.
y el diametro del eje de 3 cm. Se pide hallar el coeficiente de seguridad en el pasador.
Tomar diametro pasador 0,5 cm. y Sy'=900 Kg/cm?®

Pasador

Polea

Eje

Solucién :
Q =M;/r=150Kg cm/(3/2) cm =100 Kg
Tmax = P/Ay = 100/(Tt 0%/4) = 509.29 Kg/cm2
N =Sy [Tmax = 900/509.29

n=176

D 0O lallav la irntAanaidaAd Ll ol 1 <l loiak Lo
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I
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L A

o = Arctan(30/40) = 36.86

Solucion:

La carga equivalente

Peq =H 70
ZF=0 Ry—AC Cosa =0 @i
3F,=0 Ry + AC Sin a = Peq (ii
Mg =0 AC Sin a 40 = Pgq 35 (iii

AC = H(70)35/(Sin o 40) = 102,08 H
R, = AC Cos a = 81.66 H
R, =H70-AC Sina =8.75 H

R=./(R’+R})=82.12H

Tac = AC/Ay = 102,08H/(1t 1%/4) < 900 Kg/cm2
HAC = 6.92 Kg/cm

To = RIAy = 82,12H/(11 1°/4) < 900 Kg/cm2
HO = 8.6 Kg/cm

Entonces H =6.92 Kg/cm.

3.9. La plataforma rigida de la figura esta soportada por dos cables a y b. Hallar el
diametro del pasador en O si S,’= 900 Kg/cm2 y P =100 Kg
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Solucion :

P

De 2.12T,=0.24 P = 24 Kg

>Fx=0

SFy=0

T, =0.36 P =36.1Kg

Re+TaSiN30=0

R, =-12.04 Kg

R, +TaCos30+T,-P=0
R, = 43.2 Kg

R=./(R’+R,)=44.64Kg

To = RIAy = 44.64/(t Opas?/4) < 900 Kg/icm?2
Opas = 0.25 cm

(i

3.10. Hallar la fuerza que se necesita para troquelar un disco de 3 cm de diametro y

0,2 cm de alto .

Solucion :

(e

Tomar Sy’= 1500 Kg/cm?2.
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3.11. Una escalera esta disefiada para soportar una persona de 500 Kg y esta fijada al
piso por dos pasadores que evitan su deslizamiento. Se pide hallar el diametro de los
pasadores: Tomar S,"’= 900 Kg/cm2.

Solucion :
SF=0

SF,=0
SMa=0

Max con x = |

P
60
/
Ry =N (i
Ry=P (i
PxCos60—NISin60=0 (iii

N =P x Cot 60/l
R,=N=P x Cot 60/l

Ry=P
R=yR>+R>=PI +(§C0t60)2
R=115P

Tmax = RIAy = 1.15 (500)/(21t Dpa32/4) <900 Kg/cm2

Opas = 0.6377 cm

3.12. Una escalera soporta una persona de 500 Kg fijada al piso por dos pasadores
que evitan su deslizamiento. Se pide hallar el didmetro de los pasadores: Tomar Sy =

900 Kg/cm2.

(e
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Solucién : Del anterior problema

R=P|1 +(§ Cot60)

para x = 1/2 R=1,04P
Tmax = RIAy = 1,04 (500)/(2m Opas?/4) < 900 Kg/lcm?

Opas = 0.606 cm
3.13. La pieza de la figura esta fijada por cuatro pasadores y soporta una carga de P =

3000 2Kg Se pide hallar el diametro minimo de los pasadores. Tomar S,’= 1100
Kg/cm®.

o o
N © O
B

"
o
A Cc

Solucion :
Por simetria, la carga P se reparte equitativamente entre los cuatro pernos

SF,=0 Fa=Fyp=F.=Fy=P/4=750Kg
T=F/A<S,
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3.14. La plataforma de la figura soporta una carga de 100 Kg y esta soportada por 2
pasadores de 1 cm de didmetro. Se pide el coeficiente de seguridad en los pasadores.
Tomar S,’= 1100 Kg/cm®.

Solucion :

Los pasadores

P=100[kg]
ﬂ 9 75—i mM
[ b dn

ademas de soportar la carga vertical deben soportar el momento que

se origina respecto del centro de los mismos.

SF,=0
SMa=0
Deiyii

Fa + Fb =P (I
P (75+9) = F, 9 (i
F,= 933.33 Kg

F.= - 833.33 Kg

T, = F. /A= 833.33/(1t 1°/4) = 1061.02 Kg/cm?
Tp = Fg /A= 933,33/(11 1%/4) = 1188.34 Kg/lcm?

Na=S'y/ T, = 1.036 (No hay falla)
Ny =S’y Tp = 0.925 (Hay falla)

3.15. La plataforma de la figura soporta una carga de 400 Kg y esta soportada por 4
pasadores de 1 cm de diametro. Se pide el coeficiente de seguridad en los pasadores.
Tomar S,’= 1100 Kg/cm®.

(e
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P=400 kg
P=400 k -
LgL—75—i, i g G:P(75+9/;1

Aggfg é é x@x
© &
.

Solucion :

d=(9)21/2/2= 6,36
SF,=0 Fa=Fy=F¢ = Fq = P/4 =100 Kg (i
M, = OF, = Fy = F¢ = Fq = M/(d4) (ii

Fa=F, = F, = Fy = [400(75+9/2)]/[4(6.36)]= 1250 Kg
La composicién da

Fax =-1250 Cos 45 = - 883.88 Kg
F., =100-1250 Sin 45 = -783.88 Kg
Faor= 1181.40 Kg

Fox =-1250 Cos 45 = - 883.88 Kg
Fyy =100+1250 Sin 45 = 983.88 Kg
Foo= 1322.60 Kg

Fex = 1250 Cos 45 = 883.88 Kg

F., =100-1250 Sin 45 = -783.88 Kg
Feor= 1181.40 Kg

Fax = 1250 Cos 45 = 883.88 Kg

Fgy =100+1250 Sin 45 = 983.88 kg
Fao= 1322.60 Kg

Los pasadores mas solicitados son los “b” y “d”, es decir los de la derecha
Tp = Tq = F /A= 1322.60/(11 1%/4) = 1683.98 Kg/cm®

n=_S",/1=0.653 (Hay Falla)
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Solucion :

De 2.11T, = 1.405 P = 1405 Kg
Tp,=1.124 P = 1124 Kg
ZFx=0 R,- TaCos a -T, Cos =0 (i
Fy=0 Ry + Ta Sin a +T, Sin B-P=0 (ii
o =45°
3 =26,56
R, =1998.9 Kg
R, =-1496.9 Kg

R=.R’+R’

R = 2497.21 Kg
Tmax = RIAN = 1577.21/(t O pas?/4) < 900 Kg/lcm?

Opas = 1.88 cm
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PROBLEMAS PROPUESTOS

3.17. Una pieza circular con un diametro de 1 cm soporta una fuerza cortante de 150
Kg Se piden a) Los esfuerzos para angulos de 0 a 360 con intervalos de 10.y b)
Graficar o vs. T

3.18. Cuantos remaches de 2 cm. de didametro se necesitan para unir dos placas que
deben soportar una fuerza de corte de 1500 Kg Tomar S,"= 900 Kg/cm2
P

+— A
VA U —» r

3.19. Dos placas con un ancho de b = 3 cm y un espesor de e = 0,5 cm. estan unidas
por cordones de soldadura a 45° Se pide hallar la carga maxima que la unién
soportan. Tomar S,"= 900 Kglcm?

b s AN
NS NN N

a

3.20. Una pieza de madera con seccion cuadrada soporta una carga de 1000 Kg y
esta unida a 70 °. Se piden las dimensiones. Tomar S,'= 200 Kglcm?

o

3.21. Una polea esta fijada a su eje por medio de un pasador rectangular. EIl momento
torsor soportado es de 150 Kg cm y el diametro del eje de 3 cm. Hallar el area que
debe tener la chaveta. Tomar Sy'=900 Kg/cm?

Chaveta

Poles
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3.22. La plataforma de la figura esta soportada por un pasador en su extremo
izquierdo y un cable. Para una intensidad de la carga distribuida de H = 10 Kg/cm. Se
pide hallar los diametros de los pasadores en A, By C. Tomar S,"= 900 Kg/cm

%

j/

ARRQAARRQ00
P .

3.23. La plataforma de la figura esta soportada por un pasador en su extremo
izquierdo y dos cables. Para una carga horizontal en su extremo derecho de P = 100
Kg, se pide hallar el diametro del pasador en O. Tomar S,"= 900 Kg/cm2

A

AN

60

Y
3.24. Que fuerza se necesita para troquelar una pieza de seccion cuadrada de 6 cm
de lado y 0,3 cm de alto. Tomar S,’= 1500 Kg/cm2

VP
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60
Y

3.26. La plataforma de la figura esta soportada por 4 pasadores de diametro de 1,5 cm
y en ella actia una fuerza P. Se pide hallar el valor maximo de P que pueden soportar
los pasadores. Tomar S,"'= 900 Kg/cm?.

9

>&——+
oO—1—+
o®—

o
B

3.27. La plataforma de la figura esta soportada por 4 pasadores con un diametro de 1
cm y en ella actia una fuerza P = 2000 Kg Se pide el factor de seguridad en los
pasadores. Tomar S,'= 1100 Kglem?

9 90 P =400 Kg
Y

%) &°

pZ

c

@
@
D
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3.28. La plataforma de la figura esta soportada por 3 pasadores con un diametro de 1
cm y en ella actia una fuerza P = 400 Kg Se pide el factor de seguridad en los
pasadores. Tomar S,’= 1100 Kg/cmz.

P=400 kg

90

A
B& &G
1ok

y

3.29. La plataforma de la figura esta soportada por un pasador en su extremo
izquierdo y dos cables. Para las cargas en su extremo derecho de P y 3P, se pide
hallar el diametro del pasador en O. Tomar S,"= 900 Kg/cm? y P = 1000 Kg

7

3.30. La plataforma de la figura esta soportada por un pasador en su extremo
izquierdo y cuatro cables. Para una carga vertical en su extremo derecho de P= 1000
Kg, se pide hallar el diametro del pasador en O. Tomar S,'= 900 Kg/cmz.

112
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4.- TORSION
4.1.- INTRODUCCION
Una pieza esta sometida a cargas de torsion cuando sobre ella estan aplicadas Pares

o Momentos dirigidos a lo largo de su eje centroidal y perpendicularmente a la seccion
transversal (a-a).

Momento

Momento

Fig. 4.1 Barra sometida a Cargas de Torsiéon

Ejemplos reales de elementos sometidos a este tipo de carga son los arboles y ejes
que por lo general tienen movimiento giratorio

Para la validez de las ecuaciones y resultados de este capitulo se asume la veracidad
de las siguientes condiciones :

1.- Los elementos son rectos

2.- Los elementos tienen secciones transversales uniformes

3.- Las dimensiones de la seccién transversal son pequefios respecto a la
longitud

4.- Las secciones transversales permanecen planas y perpendiculares al
eje axial

5.- Las deformaciones son pequefias comparadas con las dimensiones de
la barra

6.- Los esfuerzos no sobrepasan los limites de fluencia.

7.- Las cargas se aplican en el eje de simetria de la seccién transversal de
la viga

8.- Las vigas son relativamente largas y angostas respecto a su peralte

4.2.- ESFUERZOS
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Fig. 4.2 Rotacion entre secciones

Por la ausencia de cargas axiales se concluye que en torsidon no aparecen esfuerzos
normales sino Unicamente tangenciales.

p p— M
T Aa— |0
NB A
- a [ .
A
_ S
dz
7
AR A S Mt
=4 L S - =08
J

L Ve T __./I

Fig. 4.3 Elemento Diferencial

Considérese un elemento diferencial de una barra torsionada. El angulo que giran sus
extremos es dB. Ademas
AA'=rd8 = ydy (4.1

BB'= RdO= y,dy 4.2

rtagend

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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r=Gy=GyR;=GrZ§ 4.4

Expresion que muestra que los esfuerzos tangenciales varian linealmente con el radio,

alcanzando su valor maximo en el borde de la seccion:
De la estéatica

Mt =[1(r)dd = [ Gr d—g(r)dA = Gd—gjﬂdA = Gd—glo 45
y YR dy dy
De 4.4y45
M.r
r= 4.6
IO
max = MtR (47
I()
AN y
______7‘..7\ T~

Fig. 4.4 Esfuerzos provocados por Torsion

Para evitar la falla

d
M, ()
Toax = A/;’R = ml“z <s) (4.8
32,

De donde d=s 16M, 4.9
75

(e
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—_ Mt
6= J o (4.10

o

4.4 ESFUERZOS Y DEFORMACIONES PARA BARRAS CIRCULARE S HUECAS
Las ecuaciones 4.7 y 4.10 son validas para barras circulares huecas con la inercia

igual a:

4 .4 4 4
10:77(d232 d, ):n(rzz n) 411

Fig. 4.5 Barras Huecas

La seccidn hueca es mas conveniente que la seccién llena ya que siempre se requiere
menor area para resistir el mismo esfuerzo. No debemos confundir area con diametro,
ya que para igual resistencia el diametro de la seccidon maciza sera menor que el
exterior de la hueca. Lo que importa es que aun con menor diametro, la seccion
maciza es siempre mas pesada y por ende mas cara. Lo que concluimos
recientemente se debe a que los esfuerzos desarrollados en la parte central de la
seccién maciza son muy pequefios y no tienen un aporte muy significativo, por lo que
para resistir a la torsion las secciones mas convenientes son las huecas.

4.5 SECCION TUBULAR CERRADA DE PEQUENO ESPESOR

-f Pd F‘\\_M“‘}::—_—'—_:—._ﬂﬁfm N
T

- \\
L N I
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Considérese una barra tubular de forma arbitraria. Si su espesor es muy delgado, en

cualquier punto se puede suponer que los esfuerzos cortantes son constantes y que
su direccion es tangente al contorno medio de la seccion
La fuerza en un pequefio elemento tubular es

dF=tdA=Tteds (4.12

Si elegimos un punto cualquiera del plano de la seccion y llamamos r a la distancia al
mismo de la fuerza dF, el momento

Fig. 4.6 Momento y Esfuerzos

Mt = J' (1edS)r (4.13

A

-

—
e

—
e
T\
T
1 /) .‘4?:
L
4
¥
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Si se aisla una porcién tubular, en sus extremos se tienen esfuerzos cortantes
tangenciales que originan a su vez esfuerzos cortantes axiales que por razones de
equilibrio deben dar fuerzas axiales de igual magnitud

T, =Tedz =Tedz =T,

Te = cte (414
Mt=te I rds 4.15
A
rdS =2dA (4.16
MtzzrejdA =271ed (4.17
A
Mt
= (4.18
2eA

A Area que encierra la linea media de la seccién

4.6 SECCION RECTANGULAR

La solucion exacta pertenece a la Teoria de la Elasticidad. En la figura se muestran
los esfuerzos tangenciales donde los maximos tienen lugar en el centro del lado
mayor.

vanacion de TZy CON X

varacion de Ty 00N y

varacidndo Tax cony

variackn de Tixconx

Fig. 4.7 Distribucion de Esfuerzos en una Barra de seccién Rectangular
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M

Tomas = 07 (4.19

zxmax = zymax (420
M

f=——1 (4.21
Lab

ab | 1 |15 |15 2 |25 3 | 4 | & | 8 | 10

0.208]10.231 (0,239 |0.246|0.258| 0,267 | 0.2820.299 | 0.207 |0.313]0.333

B 014110196 (0,214 [0.229)0.249|0.26310.281]0.299| 0,307 |0.313|0.333

1.00 |0.859|0.820|0.795|0.766 |0.753 | 0.7450.743 [0.742|0.742(0.742

Tabla 4.1 Coeficientes de torsion rectangular
4.7 PROBLEMAS HIPERESTATICOS

Al igual que en la traccién, en torsion hay problemas que no pueden ser resueltos con
las ecuaciones de equilibrio ya que el nimero de incognitas es superior al de las
ecuaciones. Estos se conocen como problemas hiperestaticos y para su solucién se
deben incluir ecuaciones adicionales de deformaciones.
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PROBLEMAS RESUELTOS

4.1. Una pieza cilindrica de Acero de diametro 0 = 3 cm y largo L=100 cm esta
sometida en sus extremos a una carga de torsién de 1000 Kg cm. Se pide hallar :

a) Los esfuerzos maximos

b) El coeficiente de seguridad si la fluencia es Sy’= 960 Kg/cm2

c¢) Las deformadas total y unitaria longitudinal y transversal

Solucién :
Lainerciaes |=m0%32=7,95cm*
a) Esfuerzo maximo
T max = M{R/l, = 1000(1,5)/7,95
T max = 188,62 Kg/cm?
b) Coeficiente de seguridad
N =S"/Tmax = 960/188,62 = 5,08
n =5,08
c) Deformada 6 = Ml/(Gl,) = 1000(100)/(6,67 x 105 7,95)
6 =0,0188 rad
4.2. Un tambor cuyo diametro es 30 cm esta montado sobre un eje y debe levantar
una carga de 1000 Kg Calcular el diametro del eje. Tomar Sy'= 900 Kg/cm2

1%}
30[cm

1000[kg]

QnhiriAn -
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De 4.9 d =3 16M,
m’y'
d=4,39 cm

4.3. Un motor de 5 Hp esta acoplado por medio de una transmisién a un eje que gira a
30 rpm. Tomando un limite de fluencia de S’y = 900 Kglem? y n = 1,5 se pide calcular
el diametro del eje.

Solucién:
La potencia Pot (CV) = M; (Kg m) w (rad/seg)/ 75

w (rad/seqg) = (30 rpm) (21trad / rev) (min/60 s) = 3,14 rad/seg
El momento  M; =5 (75)/3,14 = 119,36 Kg m = 11942,59 Kg cm

16M
De 4.9 d= L =4,66 cm
s,

Se adopta d=5cm

4.4. En el sistema de la figura, se pide el angulo de deformacién del extremo libre
respecto al empotramiento. El material es acero y las dimensiones estan en cm

100 [Kg]

62

Solucién:
M, =F r=100(3) = 300 Kg cm
0, = M, L/(Gl,) = 300(120)/(6.67 x 105 1134/32) = 0.00678 rad
0, = M, L/(Gl,) = 300(40)/(6.67 x 105 1t 14/32) = 0.182 rad
Btot = 91 + 92 =0.189 rad
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et e B ity

Az

Solucion:

a) Los esfuerzos de corte deben ser menores a la fluencia

TR
Tmax =— <= S}" ’
T I,
<=2
S' R
En el cilindro sélido
T w2
<= =
s, 324

@
En el cilindro hueco
7 __Apt--20)|2
s, 32 D (i
Ya que ambos tienen la misma carga y el mismo material. Igualando iy ii
d* _|p*-(-2¢)*]
d D
4 4743
d{[D ~(D-2¢) ]}
D (iii
La masa del cilindro hueco es
M, = p[p* - (D-2¢)?]
4 (iv
La masa del cilindro sélido

nep = ,,ﬂ[l)(l;/)]} v

A Llalla Al AiAnA~nte~
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Solucion:
4 1/3
a) D
d =3.6849 cm
M, _|D*-(D-200]
b) M, FE

(My/M,) = 0.41536

Este resultado indica que el diametro del cilindro sélido es menor que el del hueco
pero que la pieza hueca solo pesa el 41,64 % de la pieza solida.

4.7. En el sistema de la figura se calcular
a) El esfuerzo cortante maximo
b) La deformada total

0

=1000 kg cm
dy
1000 v

T
}
s

El diametro d(y) = - (30/1000) y + 90
y=0 d=90
v = 1000 d=60

Solucion:
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b) La deformada
%% 1000(32)

h

g= = ly
{ Y G003y +90)*

0 =0.368717 /G

Mt
d
T

4.8. En el sistema de la figura se pide calcular
a) El esfuerzo cortante maximo
b) La deformada total

Solucion :
Las ecuaciones de los diametros externo e interno son :

D(y) = - (30/1000) y + 90
d(y) = (30/1000)y + 15

h 4 4
. . 30 30 7
La inercia I = (—y+9oj —[y+15) }dy
’ ! { 1000 1000 32

a) El esfuerzo maximo se presenta en la menor inercia y = 1000

lo min = TU( 60 - 45%)/32= 869767.09 cm*
T max = MiR/l, = (1000)(30)/ 869767.09
T max = 0,0344 Kg/cm®
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0=0,4145/G

4.9. La pieza de la figura tiene una forma semiesférica truncada, con un diametro en la
base de 60 cm y una altura de 20 cm. Para un momento torsor T aplicado en su parte
superior, se pide la deformacién angular.

T Y 4
ZWC\
| LN,
7 X
]-—GO[cm)—;l

Definiendo un sistema de coordenadas en la base. La ecuacion del circulo es:

Solucioén:

>(2_'_y2 - 302

El didmetro  d =2x =2./(30* = 1?)

0 :]9 T32dy _12 ZJQ dy
L orpaor- 2yl omd e -y
h 20

o[ Mgy MO,

0 Gl G77IZJ(302 —yz)r
6 =2,3634 10-5 M,/ G
4.10. La pieza de la figura esta formada por dos semiesferas truncadas con didmetros

de 60 y 30 cm en sus bases. Para un momento torsor T aplicado en la seccién comun,
se pide hallar los momentos de reaccion en Ay B

(e

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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30[cm
7

Tb
B ﬂ( Br
T T T2
40[cm]
l dl E
A 7 A 72
%—eom]—»{ QE
Solucién:
SM=0Ta+T,=T (i
Sistema hiperestatico con una ecuacion y dos incégnitas. La ec de deformadas
et = 61+ 62 =0
Con el sistema de coordenadas en la base, las ec de los circulos y diametros son:
X2 +y* = 30
2 2_ 2
X"+ (y - 40)°=15
d; = 2x = 2(30%-y?)*?
d, = 2x = 2[15%(y-40)]"?
Los diametros se igualan cuando
dy = 2(30% - y)"* = d, = 2[15%-(y-40)"]"”
y = 28,43

28.43

- T,32dy _T,(1.309)107*

b= '[ 2 N
0 Gﬂ[2(30 -y?) ] G
o - 40 (T, -T)32dy _ (T, -T)2.761)10™*
’ 28,43 GIT[Z(]S2 —(y_40)2)1/2]4 G
-4 i .
g, = 7,(1.309)10 (T, ~T)(2.761)10~ _
¢ G
Na dnnda T =NnARZQT
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Solucion:

/ 3/
o= 1y Tdx +f Tdx +J‘A Tdx
0 GIol %G102 ! GIO3
0<x<l/2 Oext = D/2
Dint =DI/3
_mj(p/2)* —(D/3)4J
101 -
32 (ii
I12<x<l Oext = (D/2) (x/)+ D/4
Oine =D/3

@

02
32 (iii
l<x<3ll2 Oex= (D/2) (x/)+ D/4
On=0

[Dx DT
=+ =
[,=-Lt2 41

32 (v
_T32 J-//Z dx dx +J% dx
0 1

2
f= +
o T 6
Reemplazando 2 3 20 4 3 2 4) (v

6=051T/G

4.12. Hallar una expresién para determinar la deformacion que sufre una barra con
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N YA

?

=
8

rer

i X

/dxﬂ X ,

| 3>

Solucion:

La variacién del diametro en funcién de x es cuadratica

D=AX+B
para x=0 D=d

x=1 D=D

D, —(L;d]xz +d
resolviendo l

T32dx

!
9:]—4
OGﬂ{(D'd)xhd}

12

(p-d)
d(D~d) 10 20 16
—_— =4+ 4+

Gt d*.]d(D-d) d’D 3d’D* 34D’

1Tdx _ J-l T32dx
hG-T o _ 4
° G'ﬂ{(Dlimd)xm +d:‘

4.13. Determinar la deformacion angular de la pieza de seccion circular, sometida a

(e
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Solucioén:

D, = @ -D+2d

p=[ M2y [ M3 Y M, o
0 Gml 1/4 G 1 112 sz mz

o= Mé[léGDz +4Dd+d”) 167D =32Dd+37d) 14D’ +4Dd+7d") . 31D +4Dd+d2)}
G 3D (D+dy 3(D-2d)(D-3d) 3 (D+dy 3D (D+dy

6 =-4.283 Mt/G

4.14. Calcular la deformacién angular del eje circular de la figura. Tomar D =20 cm; | =
50 cm Gy = 7.64x105 kg/cm?; G, = 2.65x105 kg/cm?; Gg, = 4.1x105kg/cm?; Mt = 2000

Kg-cm
D§ G, D2 G, D3 G,
L -
N et f

(e

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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g M {2(32)(81) Lleaae) | 4(32)(1)}
m'| G G, G

0 =5.866 x 10° rad

ac

4.15. Hallar la deformacion de la pieza troncocoénica y cilindrica hueca mostrada en la
figura. Tomar D = 20cm, d =5 cm, Mt = 8000 Kg-cm, G = 7.6x105 Kg/cmz.

W@
d/i2 D/2
+

Solucion:
O<x<lI Dey = D/2 diny =d/2
l<x<2l Dext = (DX)/(21) dine = (dx)/(21)
0= I M,432 e _] M,432 e
KGRI CIRE)
2 2 21 21
Integrando

6 =7.243 x 10-4 M/G

4.16. Hallar la deformacién angular del extremo derecho de la pieza mostrada en la
figura. Evaluar el resultado cuando d = D/2 ;

5M,
7 "
: b ‘ ‘ é 9%11
=

I i I
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_ J‘ M, 32 J‘ M332
- 4 4 4 4
Y Gmpt-at" 3 Gmn,* - a*)
g =9195M 1
simplificando Gn*

4.17. Hallar la deformacién angular del sistema. Tomar H=3R/4 y R=5 cm

Solucion :

Definiendo un sistema de coordenadas en la base de la esfera
2 - P2
¥ +y =R
Dy(y) =2x=2,/R* - y*

Cuandoy = h = 3R/4 D, =D,

D, =2R* -k =-TR/2

_ 3’}/“ 3M32
GnDl(,V)4

0

3R/4 3M,32
= [

0 Gm2* (R - y*

=M (31n7+ 36 )_

= Tt
evaluando G\ 2R° TR

4.18. Hallar las reacciones en los extremos empotrados del eje de seccion circular

3R/2

J' -M,32 py
3R/4G7D2(.V)4
K2 — M, 32(16)
pdy+ [
) ks GTHA9R

M, (5123
G\ 49R" 4

mostrado en la figura. Tomar m0=10 kg-cm/cm,a=100cmy D =2 cm.

(e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
D

\ 7
™r=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



m E
IaTaTaTaVaVaVaValalal /’/ 4D

Q
Y

Solucion :
M=0Mz+ Mp=mya
El sistema es hiperestatico con una ecuacion y dos incognitas. De las deformadas

Botar =0, +0,=0

a _ 2 _
6= J- M, m(,x332 it J~(Mu mua332 de=0
) GrGD) ) Gmab)

(M, =m,

a
2, (M, ~ma) _
ON “?
Entonces M, = 0.8547 m,a
M, = 0.1452 mya

0

4.19. Hallar la longitud que debe tener un eje macizo de acero de d=13 mm de
diametro para que sus extremos giren 90° uno respecto del otro. No se debe rebasar
un esfuerzo cortante permisible de S, = 713.8 kg/cm®, y G = 8.1573x10° kg/cm®.

T
/‘T max
H d f
= 2
I \")

Solucion :

Las ecuaciones de deformacion y esfuerzo
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rG@
T,

max

| =

De ambas
|=116.68 m
4.20. La barra de la figura tiene seccion transversal circular sélida en el tramo AB, y

seccion transversal circular hueca en el tramo BC. Obtener la expresion de la relacion
a/L tal que los momentos de reaccién en los apoyos sean iguales.

A
7 ¥
d
v
a
Solucién :
2M=0M,;+ My =2M, =2M, = M, (i
El sistema es hiperestatico. La ecuacion de deformacion es :
Bt =6:+6,=0
o= Maa32 (M, =M)(I-a)32 _,
Grd* Gm(D* -d*)
- d*M-a
- “ 7 (aD* = 2ad* +d*1) .
resolviendo (i
2d*M (I -a)
Deivyii (aD4—2ad4+d4l) '

(a/l) =(d/D)*

4.21. La barra circular de la figura esta empotrada en sus extremos. Sobre ella actia
un Par de Torsién distribuido q(x) en toda su longitud con intensidad cero en Ay qo en
B. Se piden los momentas de reaccion M. v M.
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v, q(x)
M IANANANANANANANANA

< [T e
peyrpvivivyeRe

| — )

L

_qo‘x
q(x)= I ﬁ HI
Solucion :

SM=0M, + M, =M, @
El sistema es hiperestatico. La ecuacion de deformacion es :

Bt =0

1
6,=J‘[Ma —q(X)Xde -0
° GI,
resolviendo con
q(x) = qox/l

Ma=0qol/3
Mb:qo|/6

4.22. Una pieza esta conformada por dos materiales, la exterior de acero y la interior
de latén. Si los diametros externo e interno son 75 y 60 mm respectivamente y
asumiendo los esfuerzos permisibles como 1, = 82 Mpa y 1, =50 Mpa en el acero y
latén respectivamente, se pide hallar el momento méaximo de torsion que puede
aplicarse a la pieza. (Ga=80 Gpa Gl= 36 Gpa)
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Migionl32 _ M g 32

acero

Gm*  GmD*-d%) (i
Mtot = Mlaton + Macero (II
M/aton = MtGlatond4

4 4
GacemD + G/aton d
4
M,GyeereD

Macero = G DY+ Grgnd®
acero laton

acero

Los esfuerzos permisibles par cada barra son:

remplazando

Luego

(e

= Miuon(d/2)32
7ﬂ4
M geero(D12)32
m(D* -d*)
Tacero (GucemD4 * Glatmzd4)”(D4 - d4)
16G 4oy D’

acero

Tlaton

Tacero =

M, =

4 4
Tlaton (Gacero D™+ Glarun am

M, =
16Glaton d

M, = 4.749 x 103 Nm para el acero
M; = 1.363 x 104 Nm para el laton

M; =4.749 x 103 Nm
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PROBLEMAS PROPUESTOS

4.23. Hallar el diametro de una pieza cilindrica de Acero con un largo de 100 cm para
gue pueda soportar un momento de 1000 Kg cm. Tomar Sy'= 960 Kg/cmz, yn=2
Hallar ademas la deformacion.

4.24. Un tambor de una maquina de elevacion tiene un diametro de 30 cm 2y se
encuentra montado sobre un eje con un diametro de 3 cm con Sy’ = 900 Kg/cm*®. Se
pide hallar el peso maximo que puede levantar.

4.25. Un eje gira a 120 rpm y esta acoplado a un motor de 9 Hp por medio de una
transmision. Si el material tiene una fluencia de S’y = 900 Kg/cmz. Para n = 2 se pide
calcular el diametro del eje.

4.26. Hallar el angulo de torsion del extremo libre respecto al extremo fijo del sistema
de la figura. El material es acero y las dimensiones estan en cm.

150 [kg]

1292

4.27. La pieza de la figura tiene forma conica truncada. Se pide hallar la deformada
total y el esfuerzo maximo

H

| .
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T=1000[kg.cm

4.29.

4.30. Hallar la deformada total y el esfuerzo maximo en el sistema de la figura

D, =90[cm]; d;, =45[cm] T=1000[kg-cm]

A

1000
[em]

7

. =60[cm]; d,, =30[cm]

;zo L—~< —»l L—%
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Lol
< T
20[cm
]
7.
60[cm
]
4.32. Hallar las reacciones en A y B en el sistema de la figura

M

40[cm] [e—250em) —] T
d X,

A 77
ﬂieo[cm] —>

4.33. Se pide hallar las reacciones en las paredes para el sistema de la figura

BN
17 ,
I

4.34. En el sistema de la figura se pide hallar las reacciones en las paredes. Las
dimensiones estan en cm
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4.35. Para el sistema de la figura, se pide determinar las reacciones en los apoyos.
Tomar D =10 cm, | =50 cm, E = 2.1x106 Kg/cm? y P=2000 Kg

,
Nﬁ
D/3+ v,

T
D/2
4

7

i

[t

/
12—

4.36. Para el sistema de la figura se pide hallar las reacciones. Tomar D=10cm;
d=3cm; |1 =150 cm; M;=7000 kg-m; G = 7.648x105kg/cm2

N M, 3Mm, N\
T

d D

i

A ¢1/4+1<1/4+1/4+'<1/4>1 B

4.37. Hallar las reacciones del sistema de la figura, considerar para cada caso los
valores indicados a continuacién. D = 10 cm; d = 3 cm; | = 150 cm; M, = 7000kg-m; G
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v

.

N
A §¢1/4ﬂ<1/4>¢1/4ﬂ41/4 \B

4.38. Hallar las reacciones del sistema de la figura, considerar para cada caso los
valores indicados a continuacion. D =10 cm; d =3 cm; | =150 cm; M, =7000kg-m; G
= 7.648x10° kg/cm?

M, M,

7Y
VIS,

T
d
RN

AN 1/5*?»&//5*¢ //5*1/5»1\\8

4.39. Hallar la deformacién de la pieza troncoconica hueca mostrada en la figura.
Tomar D =20 cm, d =5 cm, Mt = 8000 kg-cm y G = 7.6x10° kg/cm?
M 3M

t t

/3

i |
d

v

AN 1/5* 1/5»’4— s —»‘

4.40. Hallar las reacciones en los extremos del sistema de la figura.

7////
7

7

B

W

(e
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A A — A
2Mt Mt 5Mt
T
D D2 Dig
D
Ma 1/3 [Tk 1/ Mb
7.

4.41. Hallar la deformacién angular del extremo derecho de la pieza mostrada en la
figura. Evaluar el resultado cuando d = D/2 y e = D/9

N Mt 3Mt
-t
d D e
v
A B
s%w *ﬁ 1/4 »ﬁ— 1/2—»‘

4.42.Hallar la deformacién angular de la figura. Tomar H=3/4R,R=15cmyd =3

3M,

R h

4.43. Hallar las reacciones en los extremos empotrados del bloque de seccidn circular
mostrado en la figura. Tomar my=10 kg-cm/cm,a=100cmyD =2 cm.
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4.44. Hallar la longitud que debe tener una barra hueca de acero de D=1.5 cm y d=0.5
cm de diametros para que sus extremos giren 30° uno respecto del otro. No se debe
rebasar un esfuerzo cortante permisible de 713.8 kg/cm?, y G = 8.1573x10° kg/cm?.

] @

4.45. La barra cénica de la figura tiene seccion transversal circular. Obtener la
expresion de la relacién a/L tal que los momentos de reaccion en los apoyos sean

iguales.
N
D
N

M,

M
3

A a .‘

L

4.46. La barra circular. de la figura, esta empotrada en ambos extremos. Sobre ella
actGa un par de Torsion distribuido g(x) que actda a lo largo de su longitud, y varia de
intensidad desde cero en A hasta go en B parabolicamente. Calcular los momentos de
reaccion M, y Mp.

a()
% 8488888880888 8847
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4.47. Un cono macizo esta constituida por dos materiales, uno exterior, de acero y
otro interior cilindrico de latén, como se muestra en la figura. Si se supone que los
esfuerzos permisibles son 1, = 82 Mpa y 1 = 50 Mpa en el acero y laton
respectivamente, determinar el momento maximo de torsiéon permisible que puede
aplicarse a la barra. (G, =80 Gpa G, =36 Gpa) D=15cm
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5.- FLEXION
Fuerza Cortante y Momento Flector

5.1.- INTRODUCCION

Un elemento esta sometido a cargas de flexion cuando soporta fuerzas y momentos

externos con direccién perpendicular a la de su eje centroidal
§ Fuerza

Momento

Fig. 5.1 Viga sometida a cargas de flexion

Los elementos sometidos a flexion se denominan vigas y los puentes, pasarelas y
losas son ejemplos reales de este tipo de solicitacion

Para la validez de las ecuaciones y resultados de este capitulo se asume la veracidad
de las siguientes condiciones:

1.- Los elementos son rectos

2.- Los elementos tienen secciones transversales uniformes

3.- Las dimensiones de la seccién transversal son pequefios respecto a la
longitud

4.- Las secciones transversales permanecen planas y perpendiculares al
eje axial

5.- Las deformaciones son pequefias comparadas con las dimensiones de
la viga

6.- Los esfuerzos no sobrepasan los limites de fluencia.

7.- El modulo de Young es el mismo para traccién y compresion.

8.- Las cargas se aplican en el eje de simetria de la seccién transversal de
la viga

9.- Las cargas Yy las reacciones en los apoyos actian perpendicularmente al

eje de la viga.
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Fig. 5.2 Cargas Puntuales y Distribuidas

5.2.1.- Cargas Puntuales

Una carga es puntual cuando actlan en un punto. Estas cargas son ideales sin
embargo las cargas aplicadas en areas pequefias pueden suponerse como puntuales.
Asi, las reacciones en las llantas de los vehiculos automotores; las fuerzas que
soportan los miembros de las estructuras metalicas, las fuerzas que soportan los
cables se pueden idealizar como puntuales

5.2.2.- Cargas Distribuidas

Una carga es distribuida cuando actlan en areas no muy pequefias. La fuerza del
viento, el peso, la presién que los liquidos ejercen sobre superficies sumergidas, etc.,
son ejemplos de cargas distribuidas.

5.2.3.-.- Cargas equivalentes

Las cargas distribuidas que soportan las vigas, frecuentemente deben ser
reemplazadas por otras puntuales denominadas equivalentes de modo que produzcan
idénticos efectos en los extremos de la viga.

Considérese una viga que soporta el “peso” de un material distribuido

PA

V<

dx

Fig. 5.3 Carga sobre un elemento diferencial

En un elemento infinitesimal se puede suponer la altura constante h(x) y su peso es :
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dz es la profundidad de la viga
Llamando p(x) = yh(x) dz

]
Integrando I jp(x)dx = Area (5.2
0

El momento en el extremo izquierdo originado por la carga distribuida sobre un
elemento diferencial es :

dM, = dw (x) (5.3
]
Integrando M, = Jp(x)xdx =P X, (5.4
0
Ya que los momentos en los extremos de la viga originados por la carga puntual

equivalente y por la carga distribuida deben ser iguales.
1

J p(x)xdx

X, = =X

eq

.I[p(X)dx
g (5.5

De 5.2 y 5.5 se concluye que :

- La magnitud de la carga puntual equivalente es el area de la carga distribuida

- La ubicacion de la carga puntual equivalente es el centro de gravedad de la carga
distribuida

5.3.- REACCIONES EN APOYOS

5.3.1.- Tipos de Apoyos

Los apoyos sobre los que se apoyan las vigas se clasifican en : a) Apoyo movil, b)
Apoyo fijo y ¢) Empotramiento

RV
F ﬁ Mr(—?
Z D Z
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a) Apoyo Mdvil.- Es un apoyo que restringe el movimiento vertical pero no el horizontal
ni el de rotacién. Este tipo de apoyo ejerce solo reacciones verticales. Un rodillo es un
ejemplo de este tipo de apoyo.

b) Apoyo Fijo.- Es un apoyo que restringe los movimientos vertical y horizontal pero no
el de rotacion. Este tipo de apoyo ejerce reacciones verticales y horizontales. Una
bisagra es un ejemplo de un apoyo fijo.

¢) Empotramiento.- Es un apoyo que restringe los movimientos vertical, horizontal y de
rotacion. El apoyo ejerce reacciones verticales, horizontales y momentos.

5.3.2.- Tipos de Vigas

Las vigas pueden clasificarse en funcion a sus apoyos en:

a) Simplemente apoyada.- Cuando la viga descansa sobre un apoyo mévil y otro fijo.
b) Simplemente empotrada.- Es aquella que tiene uno de sus extremos empotrado.

¢) Con apoyos multiples.- Las vigas que tenga mas de un apoyo fijo y otro mévil o un
empotramiento, tiene apoyos multiples y su célculo es hiperestatico.

r @ F f'f (b) éf

Fig. 5.5 Tipos de Vigas

5.3.3.- Célculo de reacciones

Las reacciones (fuerzas y momentos) que aparecen en los apoyos sobre los que
descansa una viga, se calculan con las ecuaciones de la estética.

dYM=0 > F=0 56

Para el calculo de las reacciones las cargas distribuidas previamente deben ser
reemplazadas por sus cargas puntuales equivalentes. Las vigas con multiples apoyos
son hiperestaticas y seran analizadas posteriormente.
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Pl

Fuerza Interna
P2

Momento Interno

P1 ba

Fig. 5.6 Fuerza y Momento Internos
La fuerza y el momento internos pueden descomponerse en una componente
tangencial o paralela a la seccién y en otra normal o perpendicular a ella. Las

componentes tangenciales de la fuerza y del momento, son respectivamente la fuerza
cortante y el momento flector.

Fig. 5.7 Fuerza Cortante y Momento Flector
5.5.- RELACION ENTRE EL MOMENTO FLECTOR Y LA FUERZA CORTANTE

En un elemento diferencial de viga la carga puede ser considerada constante.
Adoptando las direcciones de la figura para el momento flector y la fuerza cortante.

P

M+dM

v LT
t !
g%—dx—#opdo

Fig. 5.8 Cargas sobre un elemento diferencial
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SMder=0 M- Pgdx/2 +Q dx - (M+dM) = 0 (5.9

M — (p dx)dx/2 + Q dx - M - dM=0 (5.10
dM/dx= Q (5.11
De5.8y5.11 d°M/dx®=-p (5.12

Resumiendo, la funcion de la fuerza cortante es igual a la derivada de la funciéon del
momento flector y la funcién de la carga es igual a la derivada de la funcién de la
fuerza cortante.

5.6.- CALCULO DEL MOMENTO FLECTOR Y LA FUERZA CORTA NTE

Para el calculo del Momento Flector y la Fuerza Cortante se emplean generalmente
dos métodos: El calculo estatico y el calculo por integracion.

5.6.1.- Calculo estatico

Con este método se realizan cortes imaginarios en la viga. EI momento flector y la
fuerza de corte se hallan aplicando las ecuaciones de la estatica

2 F=0 2 M =0 (5.13
5.6.2.- Calculo por integracion

Con este método el momento flector y la fuerza cortante se calculan aplicando las
ecuaciones 5.8, 5.11 y 5.12.,Asi integrando una vez la funcién de la carga se obtiene
la funcion de la Fuerza Cortante e integrando dos veces la funcién de la carga se
obtiene la funcién del Momento Flector.

Las integraciones originan constantes que deben hallarse con las condiciones de
borde, mismas que se describen a continuacion

Peq Peq

M ' m M '
M Mg %
&) & R
iy A -

e
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En la figura derechasix - |, P - Oy delaestatica Q=-R,yM=-M,

a) Extremo izquierdo empotrado Q= R, y M=-M, (5.15
b) Extremo derecho libre Q= 0 y M= 0 (5.16
c) Extremo derecho empotrado Q=-Ry y M=-M, (5.17
d) Extremo izquierdo libre Q= 0 y M= 0 (5.18
e) Extremo izquierdo con apoyo fijo o mévil Q= Ry y M= 0 (5.19
f) Extremo derecho con apoyo fijo o0 mévil Q=-Ry y M= 0 (5.20

5.6.3.- Funciones de Singularidad

Las funciones de singularidad se emplean para integrar cargas puntuales
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Funcion Forma Valor

<x-a>2
<x-a>2=1six=a
Momento Puntual _<x-a>2=0six<>a
'rl\\ I <x-a>2dx = <x-a>?1
a X
<x-a>1
<x-a>1=1 six=a
Fuerza Puntual l _ <xa>'=0six<>a
I J. <x-a>1ldx = <x-a>0
a X ®
<x-a>0
<x-a>%= 0 si x<a
_ 0— i —
Carga Constante . <xa>’=1lsix>=a
j <x-a>%dx = <x-a>!
<x-a>l a X |
<x-a>'= 0 si x<a
H 1— H —
Carga Lineal / . <x-a>'= (x-a) si x>=a
I _[ <x-a>ldx = <x-a>%/2
<x-a>?2 a X
<x-a>2= 0 si x<a
Parabola de Grado 2 / <x-a>2= (x-a)? si x>=a
X
I <x-a>2dx = <x-a>%3
X 00

o —
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PROBLEMAS RESUELTOS

5.1. Hallar la fuerza puntual equivalente y su ubicacion de la carga distribuida cuya
funcion es p(x)= H(x/N)".

L n (n+1)
gq:W:jH[ij dr=H-! —=H !
Solucién: o M (n+ 1/ (n+D)
1 n 5
.
J.H(ij xdx H o
w20 Mt _ e _
e / ! (}1 +2)

(n+1) (n+1)

5.2. Analizar los resultados del 5.1, para diferentes valores de n

Solucioén :

Cuando n = 0 carga constante
Cuando n = 1 carga triangular mﬂﬂm

Cuando n = 2 carga parabolica i
Cuando 0<n<1 carga parabolica inv i

5.3. Hallar el momento flector y la fuerza cortante de una carga triangular en una viga

simplemente apoyada.

Peq

1

(e

LMl

A i
A‘i 7’%;)( 4" e
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> MA=0 Peq Xeq — Ra I=0
Rg = HI/3

> MB =0 Ra |- Peq (I - Xeq) =0
RA = Hl/6

método de cortes

La carga equivalente

Peq = Area = HX’/2
Xeq = CG = 2X/3

ZMcorte =0 RaX-Peq(X—Xeq) —M =0
M = (HI/6)x — (HX?/21)(x/3)

M = HIx(1- x*/12)/6 (i
SFy=0 Ra-Peg—Q=0

Q = HI/6 — Hx/2l

Q =H (I/6 — x°/21) (ii

b) método de la doble integracion
p = Hx/I
Integrando Q =-Hx?/2l +c1
M = -Hx/6l + c1 x + c2

Las condiciones de borde

Xx=0M=0 =0
x=IM=0 0 = -HI2/6 +c1l

cl=Hl/6
de donde Q =- HX%/2l + HI/6 (iii
M = -Hx%/6l + HIx/6 (iv
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Integrando y aplicando las propiedades de las funciones de singularidad

Q= HII6<x>’- (H/2l)<x>>+(HI/3)<x-I>°
M= (HI/6)<x>"- (H/61)<x>>+(HI/3)<x-I>"

Cuando 0 <x<|

<>t =x

<x>3 =X

<x-I>'=0
Q= HI/6 - (Hx?/2l) (v
M=HIx/6 —Hx’/6l (vi

Los resultados son idénticos por todos los métodos

5.4. Hallar las funciones de Momento Flector y Fuerza Cortante del sistema de la

figura
- Peq
=Hx2/12
/(rfffrrr‘])ﬁlirljl/l/ ’
A "4_ B
——
Solucioén :
De 2 Peq = HI/3
Xeq = 3l/4
>Ma=0 P%qxeq-RbI:O
R” = (HI/3)(31/4)/1
R® = HI/4
>Mb=0 Ral- Peq (1 - xeq) =0
Ra = (HI/3)(I - 3l/4)
Ra=HI/12
Prueba Ra+ Rp = HI/4 + HI/12 = 4HL/12 = HI/3 = Pgq OK

a) método de cortes

Peq |
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La carga equivalente

X 2 3
w= (2 =X
}’eq—W—El).H[ljdr H 2
X : 4
J.H[7j xdx LZ 3
_ _ 4 X
Xy =2 XY 4
317 317
SFy=0 Ra-Pe-Q=0
Q = Ra— Peq = HI/12- HX®/31? (i

ZMcorte =0 RaX-Peq(X- xqu— M=0
M = (HI/12)x-(Hx/31%) (x/4)

M = HIx/12 - (Hx*/121%) (ii
Prueba :
x=0 Q=HI12=Ra Ok
X =1 Q = HI/12 - HI/3 = -3HI/12 = -HI/4 = -R, Ok
x=0 M=0 Ok
x=1 M = HI%12-(HI/3)(I/4) = 0 Ok
oM _HI_HX_
Finalmente o 12 312 Ok

b) método de la doble integracion

p= H(XIQZ
Integrando Q =-Hx*/3F + c1
Integrando M = -Hx*/12° + c1x + c2
Xx=0M=0 0=c2
x=IM=0 0=-HI*12 + c1l

cl = Hli12
De donde Q= -Hx%/312 + HI/12 (iii
M=-Hx*/12” + Hl/12x (iv

Idénticas expresiones a las halladas por el otro método.
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=H(x/ )"
p(x) ( ) H
I
A Poa
A -
‘L L »- R,7%
Solucién :
/ x n l(n+1) ]
Peq=W=jH(fj dx=H =H——
0 1 (n+1)1" (n+1)
! Y l(n+2)
[H[;] xdx H m
_0 \/ __ )l _(n+D)
Y= T Ty
H H——-
(n+1) (n+1)
SM,=0 Peq Xeq-Rp | =0
Ry= HI/(n+2)
My =0 Ra |- Peg (I - Xeq) =0

Prueba

Ra’ = HII(n+2)(n+1)
R + Ry= HI/(N+1)= P,

Método de cortes

(e )

A
Py =HOK"
A A

(n+2)" _(n+Dx
XD (n+2)

(n+1)" (n+11"

, LY LD

».??xeq —

OK
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3 Meore =0 Ra X - Peq (X - Xeg) =M =0

~ n+l
M= Hx - X
(n+2)(n+l1) "

(i

Verificacion
x=0 Q = HI/(n+1)(n+2) = R, Ok
x =1 Q = HI/(n+1)(n+2) - HI/(n+1) = -HI/(n+2) = -Ry Ok
x=0 M=0 Ok
x=1 M=0 Ok
oM
7 = Q
Finalmente 0x Ok

b) método de la doble integracion

p = HX/I)"
TR
- e
"(n+1) (i

Integrando
Hx(n+2)
= +toxtq
/n(i’l+2)(l‘l+1) (”

Condiciones de borde

Xx=0M=0 0=c2
x=IM=0 0 = -HI2/(n+2)(n+1) + c1l
¢l = Hl/(n+2)(n+1)
_H i xn+l
_(n+1) n+2 - " ]

~ n+l
M=, X
(n+2)(n+1) 1" (”

Idénticas expresiones a las halladas por el otro método. No se aplica el método de
doble integracion de funciones de singularidad por ser muy similar.

De donde (i

5.6. Una viga simplemente apoyada tiene una carga cuya funcién p(x) = H(x/I)n. Hallar
el momento flector y la fuerza cortante maximos.
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Peq
M " M
‘ B A

A s
b

T -
L A‘ RyX Xeq ‘ Rq

Solucién : Del anterior problema

0= H 1 _x”:l
(n+)\n+2 [

Cuando x =1  Quax = - Ry = - HI/(n+2)

M:L ]—Lﬂ
(n+2)m+nl

Méaximo cuando Q =0

n+l
0= H I x -0
(n+t)\n+2 ["

| (n+1)/ (n+2) = x(n+1)

x =1/ (n+2)1/(n+1)
_ HI?
max (n+2)(n+2)/(n+l)(n+2)
_ HI?
max (n+ 2)(2n+3)/(n+l)

5.7. Hallar el momento flector y la fuerza cortante de una viga simplemente apoyada
con una carga cuya funcién p(x) = H(1-x/I)"

P =H (LX)

\le.ﬁ“rrM‘
A’Ar 79-487

i E

Solucién : Este problema es el conjugado del problema anterior v basta reemplazar en
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_H )
Q_(n+1)[n+2 " ]

(ii
Momento Flector

H(l-x) (l_(l—x)"ﬂj
e+ i
5.8. Hallar el momento flector y la fuerza cortante de una carga triangular en una viga
simplemente empotrada.

Peq

B
Y
—
P
N

Solucion :
Peq = Area = HI/2
Xeq = CG =2I/3
>Mo=0 Peq (I - Xeq)-M; =0
M, =-HI2 /6
SFy=0 R - Peq =0
R =HI/2

método de cortes

Peq
.
p(x):Hx/I
™
PR— ./
eq ‘Q
- X———

La carga equivalente
Peq = Area = HX?/2I
Xeq = CG =2x/3
ZMcorte =0  Pgq (X — xeg) +M=0
M = — (HXZ2DN(x/)
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p = Hx/I
Integrando Q =-Hx’/2l + c1
M = -Hx%6l + c1 x + c2

Condiciones de borde
Xx=0M=0 c2=0
x=0Q=0 cl=0

De donde Q =-Hx%2l (iii
M = -Hx%/6l (iv

¢) método de la doble integracién de funciones singulares
1

p(x) = (HM<x>" + R<x-1>
p(x) = (HM<x>+(HI2)<x-1>

Integrando y aplicando las propiedades de funciones de singularidad
Q= - (H/2)<x>*+(HI/2)<x-I1>°

M= - (H/61)<x>>+(HI/2)<x-1>*
Cuando O <x <

<>t =x
<x>3 =X
<x-I>'=0
Q= - (Hx%/2l) (v
y M= — Hx*/6l (vi

Los resultados son los mismos por todos los métodos

5.9. Hallar las funciones de Momento Flector y Fuerza Cortante del sistema de la
figura

Peq
H

P=H(XN)?
(x) p(X):H(Xll)Z
HEZSqV

| ) I

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TEG
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

Cartageﬁa

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
D

\ 7
™r=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



SM,=0 Peq (I - Xeq) = - M,
M,=HI2 /12

SF,=0 R - Peq =0
R = (HI/3)

a) método de cortes

Py, =HOK)?
M
DR R

X = _ 4% 3
GTpxr opr 4
3

ZF,=0 -Peq-Q=0

Q =-Hx’/3F? (i
ZMcortezo - Peq (X'??(eq)z_Mzo 4 5

M = -(HX’/3I%)(x/4) = - (HX"/12[%) (ii
Verificacion
x=0 Q=0 Ok
x=1 Q=-HII3=-R, ok
x=0 M=0 Ok
x=1 M = HI%12 = M, Ok

oM _ Hx’ _

a0 T T a2 T Q
Finalmente 0x 31 Ok

b) método de la doble integracion
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De donde Q= -Hx%312 (iii
M=-Hx"/12I” (iv

Idénticas expresiones a las halladas por el método de cortes

5.10. Una viga simplemente empotrada tiene una carga cuya funcion es p(x) = H(x/)".
Hallar a) La carga equivalente b) Las reacciones y c) El momento flector y la fuerza

cortante
Pe
Py=H(XM" H a
M,,, M Py=HOA"
7/
o) e RN, AR
L
R Xeq ‘
Solucién :
/ n (n+1)
Peq:W:JH[fJ de=n-" =n—
0o \!/ (n+ 11" (n+1)
I . n [(n+2)
IH(;J xdx H 7
X _0 (n+2)l =(n+l)l
eq " i I (n+2)
(n+1) (n+1)
ZMo=0 Peq (I - Xeq) = M,
M=HZ/(n+1)(n+2)
SFy=0 R - Pgq =0
R = Hl/(n+1)
a) método de cortes
Peq
Poy=HOA)"
M
<—xeq—>l v
DI T e

(e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
D

\ 7
™r=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



x n
X (n+2)
H| = | xdx X
J (ljx "
0

X = (n+2)" _ (n+1Dx

eq NC) - D (n+2)
(n+DI" (n+ D"
ZF)/:O 'Peq'Q:0
x(n+1)
0=-H
(n+D" (i
2 Mcore = 0 'Peq(X'Xeq)—MZO
_ Hx(n+2)
T ()" "
Verificacion
x=0 Q=0 Ok
x=1 Q =-Hl/(n+1) = -R, Ok
x=0 M=0 Ok
x=I M = -H%(n+2)(n+1) = M' ok
Finalmente o 3P Ok

b) método de la doble integracion

p = HX/M)"
Hx(n+1)
="  +c

n 1
Integrando Fn1) @i

Hx("+2)
-———+tcoxto
I"(n+2)(n+1) (i
x=0M=0 0=c2
x=0Q=0 O=cl
Hx(n+1)
"(n+1) @i

De donde
Hx(n+2)
"(n+2)(n+1) (ij
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Peq

Pgy=H(/)" H

‘ M /)M

Py =H(/)"

Solucion :
o=t
De 5.10 (n+1) (i
Hx(l1+2)

I+ 2+ ) (i
maximos en el empotramiento (x = [)

_H
Qmax - (}’l+1)

2
Mmax == H
(n+2)(n+1)

5.12. Hallar las funciones de Momento Flector y Fuerza Cortante del sistema de la

figura
Fx—»Fx'H‘
H Py=H(-x)n"
M ,,,il:l:l:l]]:DZD:n:.:L‘
0 |
L 1 »
R T\ ' |
Solucion :

Se reemplaza en 5.11 x por su complemento (I — x)

Carga p = HX/I)"
p= H[(I-)/n = H (1-x/1) " (i
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Hx("*2)
I"(n+2)(n +1) (i

Momento
_ H(l _x)(n+2)
I"(n+2)(n+1)

5.13. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
P

. l 1 . ] M ;JP—\ M
O e i W’EN'%AQX

Solucioén :
*Ma=0 P(@)- Ry =0
Rb = Pall
*Mb=0 Rd -P(l-a)=0
Ra = P(l-a)/l
Comprobacion R, + R, =P Ok

a) método de Luiz cortes

lerintervalo Ryx=M;
M; = P(l-a)x/I

2dointervalo Ry x-P(x-a)-M;=0
M, = P(l - a)x/l - P(x - a) = Pa (1-x/1)

b) método de integracién con funciones de singularidad

De derecha a izquierda
P(X) = Ry <x> 1 - P<x-a> 7 + Ry<x-I> "
p(x) = P(l-a)/l<x> ! - P<x-a> ™ + Pa/l<x-I>
Integrando y aplicando las propiedades de este tipo de funciones

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

(e

1
1

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



<«x-a>'=0

<«x-1>'=0

y M, = P(l - a)x/I

Cuando a<x<l|

<>t =x

<x-a>'=xa

<x-1>'=0

y M, = P(l-a)x/l - P(x-a) = Pa(1-x/I)

Idénticas expresiones a las halladas por el método de cortes.

5.14. Hallar la EC. de deformaciones, pendientes y valores maximos de estos en el
sistema de la figura usando funciones de singularidad

a) método de los cortes

lerintervalo Rx-M-M;=0
M; = Px—Pa
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Usando funciones de singularidad y de derecha a izquierda

p(X)= 'Mr

p(x)=-Pa<x>?+P <x> " - P<x-a>"

<> 2+ R<x> L P<x-a>t
1

Integrando y aplicando las propiedades de este tipo de funciones

Q(¥)=-Pa<x> "+ P <x>° - P<x-a>°
M(x)= -Pa <x>° + P <x>' - P<x-a>"

Para O<x<a

<x>1=0

<x>=0

<x-a>°=0

<x-a>'=0

entonces QXx)=P

M(x)=-Pa x + P x

Para a<x<I

<> 1= 0

<x>O =0

<«x-a>’=0

<x-a>'=0

entonces Q(x)=0
M(x)=0

5.15. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

M M
[ V| ] n ] j M, l M,
7/";171 . A 2 %'ﬁ
a l-a—> ey
HF ) 0

Solucion :
M.=0 M- Ryl =0

Rb =M/l
>Mp=0 RJd+M=0

(e
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lerintervalo Ryx=M;
Ml =- Mx/I

2dointervalo Ryx+M-M,=0
M, = -Mx/l +M

b) método de integracién con funciones de singularidad
De derecha a izquierda

p(x) = Ra <x> " + M<x-a> 2 + Rb<x-I>"
p(x) = -M/l<x> 7 + M<x-a> 2 + M/l<x-I> -

1
1

Integrando y aplicando las propiedades de este tipo de funciones
Q = -M/l<x>® + M<x-a> * + M/l<x-I>°
M = -M/l<x>" +M<x-a>° + M/l<x-I>

Cuando O<x<a

y M; = -Mx/I

Cuando a<x<I

<x>:L =X

<x-a>’=1

<x-I>'=0

y My = -Mx/l + M

Idénticas expresiones a las halladas por el método de cortes.

5.16. Hallar solo el momento flector de los sistemas de la figura. En todos los casos
p(x)= H(1+x/1)

2 + 4
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Peql

I v 2H  Pequ=HI2
o vy Peg=HI
R

Se halla primero las reacciones en los apoyos de los tres casos

(a) Z2Ma=0 Peq1 Xeq1 + Pegz2 Xeq2-Rp 1 = 0
Ro | = (HI/2)(21/3) + (HI)(1/2)
Ry, = 5HI/6
ZMb=0 Ral - I:)eql (l - Xeql) - Peq2(| - Xqu) =0
Ra | = (HI/2)(1 - 21/3) + (HI)(I - 112) = (HI/2)(I/3) + (HI)(/2)
R, = 4H/6 = 2HI/3

Comprobacion R, + R, = 5H/6 + 2H/3 = 9H/6 = 3H/2 = Peqy + Pege Ok
(b) ZFy=0 R = Peql + Peq2

R =-3HI/2
>Mo=0 M = Peql xeql + Peq2 xeq2

M = (HI/2)(21/3) + (HI)(I/2) = SHI2/6

(©) IMa=0  Peg; (Xeqs - V4) + Pega(Xeqz - 1/4) - Ry(31/4) = 0
Ry(31/4) = (HI/2)(21/3 - /4) + (HI)(1/2 - 1/4) = (HI/2)(51/12) + (HI)(I/4)

Ry = 11HI/18

SMb=0 Ra(31/4) - Pegs (I - Xeqr) - Peqz(l - Xeq2) = O
Ral(31/4) = (HI/2)(1 - 21/3) + (HI)(I - 112) = (HI/2)(I/3) + (HI)(1/2) = 2H/3
Ra = 8HI/9

Comprobacién R, + Ry = 11H/18 + 8H/9 = 27H/18 = 3H/2 = Peg; + Pega ok

A continuacion se hallan la Fuerza Cortante y el Momento Flector por integracion

Integrando Q =-H(x+x?/2l) + c1
M = - H(x%/2 + X*/6l) + c1x + c2
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M = - H(X?/2 + x%/61 - 2Ix/3)
b) Six =1 Q=0 0=-H(l +l/2)+c1 c1=3HI/2
Six=I M=0 0=H(I2/2 +13/6) + (3HI2)l + c2 c2= -5HI2/6
M=-H(x4/2 + x3/6) + 3HIx/2 - 5HI2/6

c) En este caso hay dos intervalos pero como la carga es la misma en los dos
intervalos la variacion se da solamente en las constantes. Entonces

Q1 = -H(x + ¥*/2I) + c1 valido 0<x<l/4
M, = -H(/2 + x°/6l) + cl1x + c2
Q, = -H(x + x%/2l) + c3 valido l/4<x<I

M, = -H(X/2 + x°/6) + c3x + c4

Y las condiciones de borde son

Six=0 Q:=0 c1=0
Six=0 M; =0 c2=0
Six=| Qz=-Ry- H(I +1/2) + c3 =-11HI/18  c3=8HI/9
Six=| M, =0 0=-H(I?2 + I*/6) + 19HI/9 + c4 c4 =-2HI*/9

Mi=-H(x’/2 + x*/6l)
Mo=-H(x/2 + x*/6] + 8Ix/9 - 2I/9)

5.17. Hallar el momento flector del sistema de la figura

219

6 4/
P, l

—%vs B — 13— 23 ff/“
R Ry R Ry

a a

21/9

_~

Ta——
kel

oz

Solucion :

AAar~nAa oA AAacArAarmnn
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Xo = I/6

Ps = 2HI/3
Xz = /3 + 21/9 = 5I/9
2Ma=0 P]_ X1 + P2 Xp + P3 X3 - Rbl =0
R, = (HI6)(21/9) + (HI3)(I/6) + (2HI/3)(51/9)
Ry = 25HI/54
>Mb=0 Rol = Py(l - Xq) - Py(l - X5) - Ps(l - %) = 0
R, = HIB(I - 21/9) + (HI3)( - I/6) + (2HI/3)(1 - 51/9)
Ra = 38HI/54
Prueba Ra + Ry = 25HI/54 + 38HI/54 = 7HI/6 = HI/6 + HI/3 + 2HI/3 Ok

Se analiza el sistema en dos intervalos

Py = Hx/(II3) + H
P, = -3Hx/l + 3H
Integrando Q1 = -3HX*/2I — Hx + c1
M; = -Hx%/2l - HX%/2 + c1x + c2
Q, = 3Hx?/2! - 3Hx + c3
M, = Hx%/2l - 3Hx?/2 + c3x + c4

Las condiciones de borde son

x=0 Qi=R, cl = 38HI/54
x=0 M;=0 c2=0
x= 1 Q:=-Ry - 25H1/54 = 3HI%/2] - 3HI + ¢3
x= 1 M, =0 0 = HI¥/2I - 3HI%/2 + 3l + ¢4
De donde cs = 28HI/27

Cy = HI2 /27

M; = - Hx3/2l — Hx%/2 + 19HIx/27
M, = HX/21 - 3HXY/2 + 28HIx/27 + HI2/27

5.18. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

Hi/4 Hl/4

T ﬂﬁ ﬁﬁ !
il 1 |
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R.= Ry, = HI/4
p1 = 2Hx/

Q1(X)= - 2HX*/(2I) + c1

M1 ()= - HxX%/(3l) + ¢l x + c2

Condiciones de Borde

x=0
x=0

M =0 c2=0
Q=R, cl =R, =Hl/4

Q1(X)= - HX?/l + HI/4
M, (x)= - Hx%/(3]) + HIx/4

Estas ecuaciones solo son validas cuando 0<x<l/2

5.19. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

“ - (l a)
— —i P H
/r‘/‘/mﬂ/
) 4 \ 4 X (I—a)

Solucion :

M, =0

>Mp=0

Comprobacion

Peg (I - Xeq) - Rol=0
[H(I - a)/2][l - (I - a)/3] = Ryl
[H(I - a)/2][a/3 + 21/3] = R
Ry = H(l - a)(a + 21)/(6l)

Rl - Peg(l - @)/3 = 0

R4l = [H(I - a)/2](1 - a)/3

Ra = H(l - a)2/(6l)

Ra + Ry = [HI(BD](I - @)[(a + 2I) + (I - )]
Ra + Ry = [H/(6)](I - a)(3]) = H(I - @)/2 = Peq ok
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Do I -a

Y /I’I’rth SR
M, I " }M" w = (x -af
A=l = IR

lerintervalo Ryx=M;
M; = - H x (I-a)%/(6l)

2do intervalo Ry X — Peg Xeq - M2 =0
M, = Hx(l - a)%(6l) - H(x - a)*/[6(I - a)]

Método de integracion con funciones de singularidad

TIR7 | /

=
a

b

De derecha a izquierda
p(x) = Ra <x> " + [H/(l - a)]<x - a>" + Rb<x - >~
p(x) = H(l - a)%/(6l)<x> " + [H/(I - a)]<x - a>" + H(l - a)(a + 21)/(6l)<x-I> *

1

Integrando y aplicando las propiedades de este tipo de funciones

Q(x) = H(l-a)’/(6l)<x>"+H/[2(I-a)]<x-a>>+H(I-a)(a+21)/(61)<x-I1>°
M(x) = H(l-a)%/(6l)<x>"+H/[6(I-a)]<x-a>+H(I-a)(a+21)/(6l)<x-I>"
Cuando 0O<x<a

<x>:L =X
<x-a>'=0
<x-I>'=0

y M (x) = Hx(l - a)%(6l)
Cuando a<x<l
(v>1 =V
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PROBLEMAS PROPUESTOS

5.20. Hallar la fuerza puntual equivalente y su ubicacion de la carga distribuida p(x)= H
Sin (Tx/2l).

5.21. Hallar la fuerza puntual equivalente y su ubicacién de una carga distribuida de
forma semicircular.

5.22. Hallar el momento flector y la fuerza cortante de una viga simplemente apoyada
con carga p(x)= H Sin (T«/2l).

5.23. Hallar el momento flector y la fuerza cortante de una viga simplemente
empotrada con carga p(x)=H Sin (Tx/2l).

5.24. Hallar el momento flector y la fuerza cortante de una viga simplemente
empotrada con carga semicircular.

5.25. Hallar el momento flector y la fuerza cortante de una viga simplemente
empotrada con carga semicircular.

5.26. En la viga de la figura se pide el momento flector y la fuerza cortante

M Q A .L
! 2 —*—1/2 H‘

R
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5.30. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

<
*m-)(-m'b

R X
R I/3 ——> 14— /4 —> 5112

5.31. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

1—m-)1-m+

213 —sle—1/4 —sle— 5112 —ZZ5K.
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M

%m—b

(4

R

5.33. Hallar solo el momento flector de los sistemas de la figura.
’471/2—>|-—I/2—-(

I

H

—
i i i
e LT ]
v
_¥
Il
( <—1/J—-‘<7//2—> }sz% ‘ 314 11 ‘ £ [’2—%//2?«
R, Rs R Rg

5.34. Hallar el momento flector del sistema de la figura

e w—
H

12— 12

NN

A

v
H
v

|

VA 13— s 1/3—e—1/3 z;%%
R R

A B
5.35. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
P

X
H
v

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

Cartagena ‘E

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



5.36. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

2H -
H
v

Z 4 7

R, Rg

5.37. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

Z *P

A L FLM B

5.38. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
/,

m,

5.39. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
La carga distribuida tiene una intensidad gq=qo-sen(tx/L)

5.40. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

(e

q,%

q(x)=7' 11
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5.41. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

La intensidad de carga varia segun la onda senoidal, con valor g=qo-sen(rx/L).
4

/\ 4=q, sen(Tex/L)

B
2/3:L- L/3—>‘
N \

5.42. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
P =P-a

C AIIII

A

5.43. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

. it 4Fe

R

5.44. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
q,=P-a

L

7

~Y AT

a——————> a——™
A

5.45. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
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q,=P1 q,=P1

5.46. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
q,=P1

I L/H«L/ )
L

A

\ \
5.47. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

/ q(,:P-[

[l

dQ;L;»‘

3L >

5.48. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
q,=P1

5.49. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
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5.51. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
=Pl

5.52. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

/«mmmw h

A P\
= ! a
5.53. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura
q,=Pl

L2

/)
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5.55. Hallar la fuerza cortante y momento flector del sistema de la figura

Cartagena99
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6.- FLEXION
Esfuerzos Normales y Cortantes

6.1.- INTRODUCCION

En este capitulo se desarrollaran las ecuaciones para calcular los esfuerzos que se
presentan en elementos sometidos a flexién. Para Evitar la falla estos esfuerzos no
deberan exceder los limites de fluencia de los materiales empleados.

6.2.- ESFUERZOS NORMALES EN FLEXION

B — -

Deflexion de la Viga 7/

Fig. 6.1 Elastica de una Viga

Una viga inicialmente recta con la carga se deforma adquiriendo una ligera curvatura,
conociéndose a esta ultima con el nombre de elastica. Todas las secciones de la viga
sufren desplazamientos que generalmente son verticales lo que implica que la viga
generalmente no modifica su longitud.

Si se toman dos secciones transversales y préximas entre si, estas son paralelas
antes de aplicar las cargas, luego de aplicadas las cargas estas secciones contintan
siendo rectas, pero ya no paralelas entre si. Esto significa que las secciones
originalmente planas y normales al eje de la pieza, se mantienen planas y normales a
dicho eje. Sin embargo este eje cambio su forma de recta a la forma curva de la
elastica

] 1
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Como se puede observar en la figura, unas fibras del sélido se acortan y otras se
alargan, existiendo entre ambas una capa de fibras que no sufren variacién. Dicha
capa se conoce como zona o capa de fibras neutras.

Un segmento diferencial curvo de viga puede considerarse como un arco de circulo
con centro en O y radio p. En él se observa que la parte superior ab tiene menor
longitud que la inferior cd, lo que sugiere que la las fibras superiores se comprimieron
y que las fibras inferiores se alargaron. Existiendo un plano llamado “neutro” nn donde
no hay deformacion y por lo tanto tampoco esfuerzos.

(]

Fig. 6.3 Segmento Curvo de una Viga

Tomando este plano neutro como eje de referencia, y debido a que la longitud nn=dx
es igual a la longitud ii=dx, se observa que la deformada a una distancia “y” es:

6=yde (6.1
€ = d/dx=y do/dx (6.2
del Grafico dx=pdo (6.3
De6.2y6.3 ¢e=yl/p (6.4
o=Ee=Ey/p (6.5

La ec 6.5 muestra que los esfuerzos normales son proporcionales a la distancia al eje
neutro. Nulos en el eje neutro y maximos en las fibras mas alejadas de este.
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En la ec 6.5 todavia p es desconocido. En ausencia de fuerzas axiales de la estatica

SFx= 0 de =N=0 (6.6
A
dF = o dA= (Ey/p)dA (6.7
EIﬂMZO 6.8
P

En esta ecuacién E/p no es cero por lo que
jﬂMZO 6.9
A

Esto requiere que el origen del sistema de coordinas empleado debe estar situado en
el centro geométrico de la seccion transversal (que es equivalente al centro de
gravedad en el caso de vigas homogéneas). En otras palabras el eje neutro coincide
con el eje centroidal de la viga

La estatica, ademas del equilibrio de fuerzas requiere del equilibrio de momentos

SM= 0 dey =M (6.10
A
dF = o dA= (Ey/p)dA (6.11
E EI
M :—Iysz:— (6.12
ol Jo
donde “I” es el Momento de Inercia de la seccion
De 6.5y 6.12
o= @ (6.13
1
M
o = (6.14
1

“Mmax” depende Unicamente del tipo de viga y del tipo de carga. Mientras que los
valores de “c” e “I" dependen exclusivamente de la seccidn transversal de la viga.

a2 CCCIIED7NC ArNLDIAMTECC TR 1 EVIAN

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

Cartagena |

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v
™r=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



(t

M

=5, 0 3

<

Fig. 6.5 Esfuerzos Cortantes en Flexion

En los extremos laterales de un elemento diferencial se presentan esfuerzos normales
como se vio en la anterior seccion. Aislando en este elemento diferencial sélo una

porcién a, b, c,

De la estética
2Fx=0

de 6.13

En 6.16

d.
[o+doyda+4,,~ [oda=0 (6.15
A[a/ A/at
[doda+14,,=0 (6.16
Alm
o=My/El (6.13
do=dMy/El (6.17
jdﬂydAﬂbdy:o (6.18
Alle EI
7
—— | vdA = tbd 6.19
o j » y (
y A
T:idiM jydA :M (6.20
b dx i b
Notese que la integral (y, y Ap) no son del area total sino del area parcial.
r=% (6.21
b
S = [ ydd (6.22
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El valor de “Q” depende Unicamente del tipo de viga y de su carga, mientras que los
valores de “S”, “I" y “b” dependen exclusivamente de la seccion de la viga.

Los esfuerzos cortantes tienen una distribucién parabdlica con valores minimos en los
extremos superior e inferior de la viga y maximos en el eje neutro contrariamente a los
esfuerzos normales con distribucion lineal y maximos en los extremos superiores e

inferiores pero nulos en el eje neutro
T\

Fig. 6.6 Distribucién de Esfuerzos Cortantes en Flexion

6.4.- PERFILES USADOS EN VIGAS

Los perfiles mas recomendados en vigas son aquellos que tienen valores altos de
Inercia, por lo que se prefieren perfiles con secciones de mayor alto que ancho. En la
figura se muestran los perfiles preferidos para secciones transversales de vigas de los
cuales se hallaran las ecuaciones reducidas para calcular los esfuerzos de normales y
cortantes.
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PROBLEMAS RESUELTOS

6.1. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para un perfil rectangular.

h yeg Eje Neutro
|
PR Ih/2-y
Solucién :
a) Esfuerzos Normales
Yeg= N/2
c=+/-h/2
I =bh*12
_ My _ My _12My
0=—F =737 "3
I bl bk
12
oMy _ My _12My
IS
12
o =Me_M(h/2)_6M

12
b) Esfuerzos Cortantes

Trazando una linea a una altura y la misma divide la seccién en una porcién superior y
otra inferior:
En la seccion inferior
Aparcial = b(hlz'y)
Yegparcia= Y + (1/2)(h/2'y)
S= Aparcialyc parcial = b(hlz'y)[y+(1/2)(h/2'y)] = b(hlz'y)(h/2+y)(1/2)
S = b(h?/4-y*)/2
En la seccion superior

(e
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S= b(h2/4-y22)/2
Smax y=0 = bh/8
1 1y
Ob(— -y*)= 60( —=3)
r=%= 4 . 2 _ 4bh h
b
12
Tmax = 1,5 Q/A

6.2. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para un perfil triangular.

h LN
- |

Lh/3 L—b—»‘ Th/B—y

a) Esfuerzos Normales

I
NS
-1

Solucioén:

Yeg = /3
cl=h/3
c2 =2h/3
I = bh*36
g My _ My _36My
I i bl
36
Omax tracc :% = M(h/3) = %
I bk’ bh?
36

" _ Mcy, _ M(2h/3) _ 24M

max comp I bh3 bhz

36

h) Fefilarzne Cartantac
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A, = b(2h/3+y)/2 = (2h/3+y)2(B/2h)
A, = [B+b](1/2)(h2) = [B+(2h/3+y)BIh](1/2)(h/3-y)
Vegr = (U3)(2h13+y) - y = (2h/9-2y/3)
Yegz = (W2+y)/2-y = (h/2-y)/2
S, = Agyegs = (2h/3+y)2(B/2h)(2h/9-2y/3)
Sy = Agyegp = [B+(2N/3+y)BI](L/2)(hi3-y) (N/2-y)/2
Smax = (402/9)(B/20)(21/9) = (4h2B/81)
2 s b 2
_0s Q(?“Ly) o Q(?“Ly) 6
o = T o -
36 3

2 4 b 2
_QS_Q(?+y) @:Q(?_Fy) 6

b bi?
Y

Tsup 3 3
I bi 2, b bh
363 h
Cuando y = - 2h/3 se tiene T =0y cuando y = O se tiene
2h 4h%6
Ve - -
L OG0 T o a0
max i3 i3 3bh 34

6.3. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para un perfil romboidal.

e
, S hi2
h & 4L

A

I = 2h(h/2)*/36 + (h/2)(h/2)(h/6)? = h4/48
Mc _ M(h/2) _24M
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Smax = Aparcial ycgparciaI: h3/24
3

h
205 %) 20
max ]b Ll,h hz
48
6.4. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para un perfil rectangular hueco.

i

h

L
1 i
o o

Solucién :
a) Esfuerzos Normales
Yeg = N/2
c=+/-h/2
| = [bh® = (b-2e)(h-2e)°]/12
oo =M 3Mh_

max

T~ e —6en+312)~(2e- h)3]

b) Esfuerzos Cortantes
Aparcial = b(h/2) — (b-2e)(h/2-e)
Yegparcial = [P(h/2)(H/2)(1/2) — (B - 2E)(H/2 - €)(h/2 - €)(1/2)]Aparcial
Smax = [b(h/2)(H/2)(1/2) — (B - 2E)(H/2 - e)(h/2 - €)(1/2)]

Tmax =

o5 __ -3oppe-n-@e-n?| |
b {aelp(ae? - 6eh+3h%) - (2¢ -y’

6.5. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos

para un perfil I.
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Solucioén :

a) Esfuerzos Normales

Yeg= h/2

c=+/-h/2

| = bhy/12-(b-€e)(h-2e)3/12

o Mc . M6h N

"X {ebblae? ~6en+387 |- (e~ nP)
b) Esfuerzos Cortantes
Aparcial = [bh - (b - e)(h - 29)]/2
Yegparcial = €(N/2 - €)(h/2 - €)/2 + be(h/2 - e+e/2) Aparcia
Smax = €(h/2-e)(h/2-e)/2 + be(h/2 — e + e/2)

o o0s_ soblemn)-(e-nf]
"0 {elolac? - 6en +3n% )~ (2e - n) |
6.6. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos

para un perfil H
| V) *
1779 7770
I [

1 b 1
| b |

Solucion :

a) Esfuerzos Normales
Yeg = N2
c=+/-h/2
| = (b-2e)e’/12 + 2eh*/12
Mc 6Mh
a. - —-—-—-w-w -
T (b-2e)é +2el’
b) Esfuerzos Cortantes
Aparcial = bh/2 — (b-2e)(h/2-e/2)
Yegparcial = (zbh/2)(h/4) - (b - 2e)(h/2 - el2){el2 + (h/2 - e/2)/2} Aparcial
Smax = (bh“/8) - (b - 2e)(h-e)h/8 .
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Solucion :

16 T
Yo
17 P
a) Esfuerzos Normales

_ bh(h/2)=(b-e)h—e)h—e)1/2)
C bh—(b-e)(h-e)
__b(e=2h)=(e—h)*
Jeg = 2b-e+h)
C1 = Yeg
C;=h- Yeg
;e be? +(h—e)(e® —2eh+ 4h2)J _eh*(e—h)
12 db-e+h)
. —6M[b(e—2h)—(e—h)2J .
{elp2e —2b(e— (e —eh+202) + (e~ W (& - 2eh+ 1)

Omax = -

Me
1

b) Esfuerzos Cortantes
Aparcial = [bh - (b - e)(h - 29)]/2
Yegparcial = €(N/2 - €)(h/2 - €)/2 + be(h/2 — e + e/2) Aparcial
Smax =€ ych/2

_ eb(e—Zh)—(e—h)2

C 8b-e+h)

< 3Q[b(e—2h)—(e—h)2]2 . .
" elpe? ~2b(e— hYe —eh+2h7) + (e~ h)>*(¢F ~2eh+ )b e+ )]

6.8. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para un perfil circular.

%Eie Neutro=Y_

rtagend
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a) Esfuerzos Normales

Yeg = d/2
c=+-d2
I = rd*/32
o =Mc_M@i2) _32M
max Ji 7ﬂ4 7ﬂ3
64

b) Esfuerzos Cortantes
Aparcial = Td2/2

ycgparcial = 4/(37‘[) 3
Smax: Apycgparcial =2d7/3

243 032

T :Q: 3 = 3
Ih mztd mZ

64 4

Tmax=(4Q)/(3 A)

6.9. Comparar la relacion esfuerzos normales vs. peso y esfuerzos cortantes vs. peso
para los perfiles de la figura. Tomar Ancho = 6 cm, Alto = 12 cm y Espesor =1 cm.

% % %
(@) (b) (©
(d) %e) e

®

Solucion :
o = Me_ Mn/2) _6M
g b bh?
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Para c)

Para d)

Para e)

os __—30lble=)-(e-nP|

"0 foeblue? ~6eh+30% )~ (2e ~ n) |
o Me_ oM

T (h-20)& +2el
. 3Q|!)h2 —(b-2e)(h —,e)J
" 2(b-2e)e’ 2k
- 6M[b(e -2h) (e~ h)2J

Mc

o. = =t LY

"L e - 2be - (@ —eh+2h2) + (e~ (e —2eh+ 1)
oS solpe-2m-te-?f o

elpe” —2ble—h)e” —eh + +(e— e” —2eh+ —e+

T Ib {2elpe? = 2b(e = h)e? —eh+2h2) + (e —h)2 * (2 = 2eh+ WA )b —e+h
. :%: | ) 3Mh A .

"L eplae? —6eh+302 )~ (2e - )|

Timax =

o5 ,—SQle(e—h)_(ze_h)zl .
b {4el_b(4e2 _66h+3h2)_(26—h)3j}

6.10. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para un perfil trapezoidal.

Solucion:

o] o]

N |

12 / 12

/
/
/
)7 /
)7 \ /
/ A 7
7\ /
A /
/
L

TR ap e

a) Esfuerzos Normales

(e

Yeg= (2A1 X CQ1 + Ay X €GR)/(2 Ar + Ay)
Yeg= (2(3)(12/2)(4)+9(12)6)/(2(3)(12/2)+9(12)) =
Yes= [(B-D)(n2/6)+(bh2/2)J[(B-b)(/2)-(bh)]
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6.11. En la figura se muestra un eje de una transmision. En los puntos A, C y E van
montados engranajes y en B y D los cojinetes de apoyo. Las fuerzas sobre los
engranajes son todas verticales, el eje es simétrico y las dimensiones estan en
centimetros. Se pide calcular los esfuerzos normales de flexion y de corte maximos.

Solucion:

60[kg]
45[kg] l 45[kg]

e i
A I |

|
Flo S 15 a‘t 30 L 15% 10 «—

Para una seccién circular

Mmaxc 16Mmax
amax = =
1 d’
;205 _40
™ Ih o 34

Por la simetria y de la Estatica

Enelejede 3
Eneleje 4.5

En el eje 6

(e

Ra = Ry = (45 + 60 + 45)/2 = 75 kg

Mpmax = Ra 5 = 75(5) = 375 Kg cm
Qmax = Ra = 75 Kg

Omax = 70.73 Kg/cm?

Tmax = 14.14 Kg/cm?

Mmax = Ra 20 = 75(20) = 1500 Kg cm
Qmax = Ra = 75 Kg

Omax = 83.83 Kg/cm?

Tmax = 6.2814 Kg/cm?

Mmax = Ra 50 = 75(50) = 3750 Kg cm
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PROBLEMAS PROPUESTOS

6.12. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para el perfil de la figura.

6.13. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para el perfil de la figura.

6.14. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para el perfil de la figura.

O
7 7

6.15. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
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6.16. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos

Tk
H z
iRl

e

6.17. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para el perfil de la figura.

6.18. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos

para el perfil de la figura.
—

|
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6.19. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para el perfil de la figura.
a

LL] a

[T1]

6.20. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para el perfil de la figura.

6.21. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para el perfil de la figura.

a

6.22. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos
para el perfil de la figura.
a

L1 [
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6.23. Hallar las expresiones para calcular los esfuerzos normales y cortantes maximos

para el perfil de la figura.
o L] k
A

,,:F -
—
— L

[T 1 N

+
|
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7.- FLEXION
Deformaciones

7.1.- INTRODUCCION

Las piezas sometidas a cargas de flexion presentan deformaciones o deflexiones. El
calculo de estas deformaciones es muy importante para garantizar el buen
comportamiento estructural, para verificar la resistencia y para resolver problemas
hiperestaticos. En este capitulo se estudiaran tres métodos muy comunes usados para
hallar las deformaciones que se presentan en vigas sometidas a flexion. Estos
métodos son:a) Método de doble integracion; b) Método de Superposicion y c) Método
del area del diagrama de momentos.

7.2.-LINEA ELASTICA

Elastica
Fig. 7.1 Linea Eléastica

Se denomina “Linea elastica” a la forma curvada que adopta el eje de una viga al
producirse la deformacion por accién de las cargas exteriores.

7.2.-METODO DE LA DOBLE INTEGRACION

Para deducir la ecuacion de la elastica se supone que las deformaciones son
pequefas y que ellas se deben solo a los momentos flectores.

Como se vio en el anterior capitulo, un segmento diferencial curvo de viga puede
considerarse como un arco de circulo con centro en O y radio p.
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Del Grafico dx=ds = (7.1
12(0) (7.2
De ambas 1 =—=— (7.3
L dx dx
Del anterior capitulo
% - MI (7.4
2
Finalmente - % = M (7.5
x EI

Aparece un signo negativo porque para los ejes elegidos se ve valores crecientes de x
corresponden a valores decrecientes de 6.

Si los desplazamientos no son pequefios debe utilizarse para la curvatura la expresion
rigurosa

1_ 02y/0x2

P i+ (guran2l’” e
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Para la deduccion de la ecuacion de la elastica, en algunas circunstancias resulta mas
practico usar las funciones de la fuerza de corte o de la carga

9.2
EL o (7.7
p) _ 0%y
EL ot (7.8

7.3.-METODO DE SUPERPOSICION

Si tenemos un solido elastico lineal al cual aplicamos un sistema de fuerzas (causa) se
producirdn distintos efectos, como por ejemplo: reacciones de apoyo, tensiones,
deformaciones, solicitaciones, etc. (efectos).

En su expresion mas general principio de superposicion dice: “La relacion entre causa
y efecto es lineal.” Como consecuencia de ello:

A una causa C1 le corresponde un efecto E1

A una causa C2 le corresponde un efecto E2

AunacausaC=aCl+ (3 C2,ayp ctes, le correspondera un efecto E =a E1 + 3 E2

El principio implica una absoluta linealidad entre las cargas y las deformaciones,
esfuerzos o solicitaciones.

Esta linealidad no se da principalmente en los siguientes casos:

a) Cuando no se cumple la ley de Hooke, o sea, no existe linealidad entre tensiones y
deformaciones.

b) Cuando la geometria de la estructura cambia en forma apreciable, y para el
equilibrio es necesario tomar en cuenta la modificacion sufrida por el sistema.

Segun este principio, si el estado de carga en una viga puede descomponerse en “n”
cargas mas sencillas, la deformada total de la viga es la superposiciéon de las “n”
deformadas que producen cada una de las “n” cargas.

En una viga empotrada cuando la carga no llegue al extremo libre, el tramo que no
soporta carga permanece recto por lo que facilmente se pueden hallar las deformadas.
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S e
REcts

Fig. 7.3 Deformada de una viga empotrada sin carga  en el extremo libre

Botal= 01+ & =5, (I » a)+ 6 (l-a) (7.9

7.4.- METODO DEL AREA DEL DIAGRAMA DE MOMENTOS

§ g

Fig. 7.4 Método del Area del Diagrama de Momentos

Considérese un elemento diferencial de linea elastica, nuevamente este puede
considerarse como un arco de circulo con centro en O, radio p y subtendido por el
1 'y

Anmiila AD Ecta AnAoila

(e
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B
0= J‘%dx
EI
4 (7.11
Ecuacion que da el area del diagrama de momentos y que es la base del:

TEOREMA |: ElI angulo O comprendido entre dos tangentes en dos puntos
cualesquiera A y B de la linea elastica, es igual al area del diagrama de momentos
reducido entre estos puntos.

De la figura se puede apreciar que el producto xdl es la distancia vertical entre
tangentes f en B. Integrando

B B
Oy =BB'=[udf = j@dx
4 1 E1 (7.12

TEOREMA 1I: Dado dos puntos A y B pertenecientes a una linea elastica, la ordenada
de B respecto a la tangente en A es igual al momento estatico con respecto a B del
area de momentos reducidos comprendida entre A 'y B.

Este momento estatico puede calcularse multiplicando el area total del diagrama de
momentos reducidos comprendida entre A y B por la distancia a su centro de
gravedad.

B B
O, = AA'= [xdf = j@dx
4 1 E1 (7.13

Los dos teoremas anteriores se conocen como Teoremas de Mohr

En el caso de que el diagrama tenga areas positivas y negativas, se realizara el
procedimiento para cada area

M a
di

d2

CG1
T

A \ B
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EI(3) = Area (AT)d, — Area (TB) d, (7.15

A continuacién se muestran las areas y centros de gravedad de figuras comunes:

ﬁblz* > b/3 »>3b/8 «
‘ A A A
h h h
h 4 v . 4
e b ] . b 5 . b 5
A=bh A=bh/2 A=2bh/3
Rectangular Triangular Parabolica
>
bl4 |« b/5 |« po/m e
I
h h h
. 4
- 4 - 4 b
L— b L— b
A=bh/3 A=bh/4 A=2bh/m
Armonica
Parabolica Cubica

Fig. 7.6 Areas y Centros de Gravedad de Figuras Com  unes

7.5.- SISTEMAS HIPERESTATICOS

Los sistemas donde las ecuaciones de la Estatica (X F =0y ¥ M = 0) son en numero
menores al numero de Cargas incognitas que se desean hallar, no se pueden resolver
y se conocen como estaticamente Indeterminados y en ellos se deben introducir
ecuaciones adicionales de deformaciones.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

rtagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



Deflexiones de vigas simplemente empotradas

Py’ 3
M Pl |R,=P,R,=0 Ely :%(x—sl) Elyn =
Ml = Pl, M2 =0 P 2
r‘% ! M = P(x-I) E16 = TX(x—Zl) ElBmax :%
Q=P
Ri=P,R,=0 2
M i p Mll - pa '2\/|2 -0 Ely, =%(x—3a) EIB, :%(x—Za) Elpma _P%(a—y)
,iﬁf’ M, = P(x-a) O<x<a oo o PP
y [—a b— Mb =0 ) max — .
Qa =P EDy, :%(a -3x) E16, :P% 2
Q=0 a<x<l
Hx? HI*
M, = HIF/2, M, = 0 Hx 3
éﬂ%l% M= (HR)(ch2 | E16=7g Gt =3 E1G =
Q = H(l-x)
Mx? M2
M s |Ry=0,R,=0 | F=T Elmex ==~
—————) |My;=Me, My =Me | g70 = i EIO.. =Ml
Ry qu M = Me e
Q=0
p= Hx r =4
-, "2 R =0 2
! I Ely :fﬁ%(x3 -5k +10°x-100) | gy :%4
T _
M 6 M,=0 _Hx 2 2 3 3
EI0=—"=(x" —4x’]+6xI* +4I°) HI
E HI> ) EIB,, = —
£ A M :7(1_§)3 241 max 24
1
Hi X
=——(1-- 2
Q=-—-0-
N _Hl
p=H(1-= "Tael R=0
n+l lez HIY[(1 _f)nw +(n +4)£_1] Ely = HI
; My=— Ely=- [ [ " (D) +2)(+4)
M : (n+1)(n+2) (n+D)(n+2)(n+3)(n+4) Hi
MZ =0 = -
1y HI’ x N " e e+3)
M= -=y HP[=(1-2)" +1]
Rﬁ‘—l—>| n+hn+2) | ElO=- /
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Deflexiones de vigas simplemente apoyadas

Rzz M/l

Px 3 -
ot R=PR =Gl Bl =0
. R2 =P/2 _5 Z_ 5 . _Lﬂ
! M = Px/2 EI6 =2, %) EI6, = EI6, =
i Q=PP2
o (R BT s =
a b 1 =
5 R2:_Pa/| Ely, =be[£(x—a)3+(lz—bz)x—x3} en ’C:\/m
R?il M, = Pbx/I 6l b o)
A My = Pa(l-x)/l | 0 :ﬁ(,_ﬁ_ﬁ) pig, =LA =b)
Qaf Pb/l P6b Y i i o :M
Qb =-Pall Elgh :a‘:;(x_a)z +(lz _bz)_3x2} ) p
Ely, = M(—x3 +6axl —3a’x - 21°x)
"7“4" " Ry =- M/ 61

ER :Aé[ (Gal=3d*=2")

ED, =%(—x3 +3x% =3a’x —21°x +3d’])

R?’il %R M, = - Mx/l

M
EIf, =— (I’ -3d’
| My = - M(-X)/I 2 =g 7390

EIf, = % (=3x% +6al —=3a* - 21%)

Qa=- Ml
Qv =- M/ E16, =%(—3x2 +6x1-3d> =21%)
=R = 7
R =R,=HI/2 E[y:ﬂ(13—21x2+x3) gy, =S
_Hxl o x 24 384
M= = H Hr
/ EI9=""(I’ —6lx* +4x°) EI6, = EI6, =
! 0= H(E -x) 24 24
R =HI/6 I SHI*
_ [V ax =
R =HI/3
- : o Ey= 2 a0 430 384
_ Hxl x 360/ _THI
?71 M="0-20 EIG, =
RA Ra 6 1 o=—_ (71 -301* +15x* 360
HI, 3% E16= 3601 S 8HI*
=2a-2 E16, =22
g="g (-7 27 360
R =Hl/(n+2)(n+1 I, 1 1
R, =HIl/(n+2) 25 Hx {lxz—13+ -t } f= (n+4Hn+3) 6
6 (n+4)(n+3)I"

Hlx(l—%) (n+2)(n+1) (n+2)(n+])

iﬁ‘;l ‘ M=— 1" 23 pen_ 3+n
R/ Rs (n+2D(n+1) I {31)( P ot dx } A 1]
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PROBLEMAS RESUELTOS

a) Método de la doble integracion

7.1. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

Solucioén:
De 5.2

Integrando

x=0y=0
x=ly=0

M = (H/6)(Ix-x3/1)

El y'= (HI6)(IX*/2 — x*/41) + c1
El'y = (H/6)(1X}/6 — x*/201) + ¢1 X + c2

c2=0

0 = (H/6)(14/6 — 14/20) +c1 |
cl=-(7H I’/360)

H
El'=——(71° =30Ix* +15x*
V=360 i+ 15)

Hx
Ely =——(71* -=10/*x* +3x"
=360 * o+

7.2. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

Solucion:

(e

p(x)zH(X”)z H
A B
RA+‘ I ‘TRB

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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c1=-(H I*/90)

H Ik* x° 4P
=B x4
=0T T )
H Ix* x* 47
pp=H B A
=120 T30 30

7.3. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

Solucion:

De 5.5

Integrando

x=0y=0

x=1y=0

P=HOM" H
i o
RA‘ ‘RB
n+2
= L[,{, 7J
(n+2)(n+1) "
2 n+3
Ely'= 1 (IL - tq
+m+D 2 (n+3)"
3 n+4
Ely= H b ud +tox+o,
(n+2)(n+D{ 6 (n+4)(n+3)"
c2=0
oo HP (1] 1
7+ )m+) 6 (n+4)n+3)
2 n+3
Ely'= H [IL — _ﬁ P ]
(n+2)m+D)|{ 2 (n+3)" 6 (n+d)(n+3)
3 n+4 3 3
ppe_ M (0wt P Px
(n+2)(n+D| 6 (n+d)n+3)" 6  (n+tdH(n+3)

7.4. Hallar los valores de las pendientes en los extremos y la ubicacion de la
deformada maxima del sistema de la figura

(e
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Solucion:
Del problema anterior

Poo=HOd)" H

B

.

Ely'

SR A S 4 A
n+2)m+D){ 2 (n+3)" 6 (n+H(n+3)

o = HP 1, 1
P 42+ 6 (n+4)(n+3)

Parax=0

g - HP (11 1, 1
Para x = | W mEDnHD\ 2 (n+3) 6 (n+d)n+3)
La deformada maxima ocurre cuandoy’' =0

n+3 _ 13 13 _

=0
(n+4)(n+3)

2 (n+3)" 6
Ecuacion de donde se despeja x
7.5. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

H Pey=H(A-X)"

AL
RL ‘TR

i

Solucion:
Se reemplaza en el problema anterior (I — X) por x
L e N ) Y A &

(3" 6 (n+d)(n+3)

Ely= | 2

(e /
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H l:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:I:
A B

i
RA‘L | Re
Solucion:
Reemplazando n = 0 en los resultados del problema 7.3
o H  (nr e p P ]_H[sz ¥ PP )
Ely'= = - -+ =
)+ 2+ 6 (+Hn+3)) 202 3 6 4Q)

Ely'= 5(61;9 —4x - 13)
24

Ely = H E X" _lix_'_ Px _H E_ x* _&+l3x
7 (n+2)(n+h\ 6 (n+dH(n+3)I" 6 (n+4)n+3)) 216 43) 6 403)

Ely= % (Zbc3 -x*- l3x)

La deformada méaxima ocurre en x=1/2 y la pendiente méaxima ocurre en x =0y x =1

SHI*
Ely,.. =
Vimax = 34
HI®
Ely . =—
ymax 24
7.7. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura
P=HXM
m’/‘m’/m H
M
[ v/
a9
—>
e
Solucién:
3
M=-HX
De 5.8 6l
4
Ely'=-HZX +¢
Integrando 241

5

X
Ely=-H=—+ex+
T AR
_HP

~
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5
Ely=-tL[X _prserig
120{ 7

7.8. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

b =HOM?
’__ﬂ:.:.g:ﬂ:ﬂjjjjﬂ,,ﬁ M
7
[0}
S

Solucién:
4
M=-H"
De 5.9 121
5
Ely'=-H " +¢
Integrando 601
E1y=—Hx72+clx+cz
3
¢ = HL
Xx=1 y =0 60
[4
c,=—H—
x=ly=0 72

H(x®
Ey=-21% _p
7 60[12 J

H (x° 3 4
Ely=——1| X _pyo+1's
7 360[12 i

7.9. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

H

Py=HOA)"
L1 M
Fi o
| ———
x(n+2)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

(e

0
Pyl

Solucioén:

M — LT

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v
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. x(n+4) N
(n+4)(n+3)(n+2)(n+I"
Condiciones de Borde

Ely =-

cx+te,

&l

c=H——m———
x=ly' =0 (n+3)(n+2)(n+l)
_H 147
x=ly=0 (n* ) +2)(n+1)
L — [x : —1»‘]
(n+3)(n+2)(n+1)\ 1"
n+d
Ely=- Ll (x——l3x(n+4)+l"(n+3)j
(n+ A+ +D(n+H 1"

7.10. Hallar los valores maximos de pendiente y deformacion del sistema de la figura

Poy=HOI )" ﬂ H
L1} M
e
‘ o)
- | -
| \TR

Solucion:
Del problema anterior

Ey=-— 1 [x—— 3]
(n+3)(n+2)m+1 1"
i (2
(n+&)(n+3)(n+2)(n+)| 1"
La pendiente y deformada méaximas ocurren cuando x =0

Ely=- —lj’x(n+4)+l4(n+3)j

3
P A
T 43+ D (n+)
4
Elyy =
T () + 2 +)

7.11. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

Pey=H(-X/1)"

(e

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
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_ o+
Ely= H [(1 x)

- 73 - 4

n+ B+ +2)m+H 1 FU=xn+ D+ ("+3)J

7.12. Hallar las ecuaciones de las pendientes, deformaciones y valores maximos de
estos en el sistema de la figura usando funciones de singularidad

Solucion:
De 5.14 Q(X)=-Pa <x>-1 + P <x>0 - P<x-a>0
M(X)=-Pa <x>0 + P <x>1 - P<x-a>1
Integrando
Ely’ (X)=-Pa <x>1 + P <x>2/2 - P<x-a>2/2
Ely(x)= -Pa <x>2/2 + P <x>3/6 - P<x-a>3/6
Para O<x<a
<X>n =xn
<x-a>n=0
entonces Ely’ (x)= -Pa x + P x2/2
Ely(x)=-Pa x2/2 + P x3/6
En'= %(x -2a)
2
Ely= P%(x —-3a)
Para a<x<I|
<X>N=xn
<x-a>n = (x-a)n
<X-1>n=0
Entonces Ely (x)= -Pa x + P x2/2 — P (x-a)2/2

Ely’ (x)= -Pa’X + Px212—PX2/2+Pxa - Pa2/2 = - Pa2/2
Ely(x)= -Pa x2/2 + P x3/6 — P (x-a)3/6

Ely(x)= -Pa.x2/2 + P-X3/6 —Px376 + Px2a/2 — Pxa2/2 + Pa3/6
Ely(x)= — Pxa2/2 + Pa3/6

’ ZCLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Pa®
En  =——
Y max 5

P 2
ElY gy = %(a -30)

7.13. Hallar las ecuaciones de las pendientes, deformaciones y valores maximos de
estos en los sistemas de la figura

Solucion:
Reemplazando en el problema anteriora=1yb =0

En'= %(x =20

2
Ely :P%(x )

o
2
PP

Elymax = 3

7.14. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

El' o

Solucion:
De 5.13
M1 = Px - Pxa/l
M2 = Pa- Pxall
2 2
Ely, = Px” Px’a e
Integrando 2 21

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v
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De donde

Ely, =

Pax> Px’a
) - 6l +cexte,
3 3
Pa ,:Paz——a +c,
21 21
Pa* _Pa’ Pa*
6l tca+tc, = 2 - 6l tcatce,
MP M
Tel Ty telre
a’ a al
-9
2 6l 3

g(lx3 -x’a+3a’lx —a’x —2al’x)

Ely, =§(3ale -x’a-a’xl =2al’x +a’l)

EIf, =§(3le -3x’a+3a’l-a’ -2al®)

EIG, =§(6axl -3x’a-a’l-2al*)

7.15. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

Solucioén :
De 5.16

(e

Ml =- Mx/l
M, = -Mx/l +M

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Eh',=- +Mx+c,
Mx®  Mx?
Ely, ———61 + 2 +ex+c,
Condiciones de Borde
x=0y; =0 0=c,
2 2
_Ma +c :_Ma +Ma +c,
X=a yl’ = yz’ 21
3 Ma®  Ma*
- +tcatc,=— + tcate,
X=ayi =Y, 6l
M MI?
= + +ol+c,
X =1 Y, = 0 6/ 2
a’®
W =Ma-—--)
De donde 203
a’
c,=—M(—+—
3 (21 3)
Ma®
c, :

Ely, =%(—x3 +6ax] —3a’x - 21%x)

M 3 2 2 2 2
Ely, :a(—x +3x*1 =3a’x - 21x +3a’l)
EIG, 2%(—%2 +6al =3a” =2I%)

EIg, = % (—3x7 +6x1 —3a*> —-21%)
7.15. Hallar las ecuaciones de las pendientes y deformaciones del sistema de la figura

Hl/4 Hl/4

M H
@ﬂﬂﬂﬂﬂm i [ THTN\I I
ﬁ%ﬁ 12 !‘ 12 /T/

/n’l/lﬂ/l/ [
[
ﬁfﬁ—w - e » ;‘r//
R, R R

CLASES“PART,ICULARE,S, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

A
Cartagena ONLINE PF\;I;/:ATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v
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El yi= - HX*/(601)+HIx*/24+c1x+c2
Condiciones de Borde
Xx=0y; =0 c2=0
x=12y;=0  0=- H(I/224/(12|) + (HI/8)(1/2)* + ¢3

c3 = - 5HI7/192
4 2 3
Ely=H X b 50
1218 192
5 3 3
Ely=H| -5+ B S H (6040 - 25017
60/ 24 192 ) 960!

Estas ecuaciones soélo son validas cuando 0<x<l/2
b) Método de Superposicién

7.16. Hallar por superposicion la ecuacion de la deformacion del sistema de la figura

Solucioén :
De las tablas

Ely, :ﬂ(ﬂ ~2h” +x7)
Para 1 24

Ety, = (714 1007 +34)
Para 2 360/

4
Elyr, :3%(2213 - 40Ix* +3%+15x3J

7.17. Hallar por superposicion la ecuacion de la deformacion del sistema de la figura

T + I
ol x A

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
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Solucioén :

Ely, =%(]3 -2Ix? +x3)

Para 1

Ely, = % (2514 - 407 x* +16x*)
Para 2 960!

Ely, = (0~ + )+ T (051t 070 +16x")
Entonces 24 960/

Esta ec es valida solo en la mitad izquierda

7.18. Hallar por superposicion la ecuacion de la deformacién del sistema de la figura

H

i A
7y P A—é\,- B
H
v Y P
A B

R e
A _/A’ 7<>_B

Solucion : De tablas

Ely, :E(]»’ —2Ix? +x3)
Para 1 24
Para2 de 7.15cona=b =I/2

Px ., 2
Ely, =—(3l" —4x
%3 48( )

Hx 3 2 3 Px 2 2
Ely =—\I"-2Ix"+x" |+—@3l" —4x
o =04 | A )

Entonces
Ecuacion valida solo en la mitad izquierda

7.19. Hallar por superposicion la ecuacion de la deformacién del sistema de la figura
l P
p(x):H(x/I)" ‘ ‘
‘ P/«rff(ﬂ - i

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Para 1

Para 2

Px 2
Ely, =—(3l" —4x
N 48( )

_ H [bf X" Px Px J
Ely, = -~ -——t
(n+2)(n+h 6 (n+Hn+3)" 6 (n+t4d)(n+3)
3 n+4 3 3
Ely,, = H X x o Px +&C(312 —4x%)
@+ +D 6 (I 6 (n+d)n+3)) 48

Ecuacion valida solo en la mitad izquierda

7.20. Hallar por superposicion la deformacion maxima del sistema de la figura

p

Lo s

Solucion :

i N

Por la simetria, la deformacién maxima se encuentra en /2

La deformacion en I/2 producida por la carga 2 se obtiene de

con

Ely, =P6—blx(12 —x? —bz)

x=12;a=2l/13yb=1/3

PR i i
4 9 1296

Por la simetria la deformacién en I/2 producida por la carga 1 es la misma

23PI°
Ely, =
717 1296

La deformacion en I/2 producida por la carga 3 se obtiene de

conx=1/2

rtagend

Ely, =%(]3 - 2Ix? +x3)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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_203)P0  SHI

ElS,,,,
1296 384

7.21. Hallar por superposicion la deformada maxima del sistema de la figura

i v !
#

-

Solucioén :
3 2
= P(l/4) +P(l/4) (31/4)
3EI 2EI
3 2
5 =(PWD (P2
3EI 2FEI
3 2
5 = (P)(3l/4) + (P)(3l/4) (114)
3EI 2EI
5, = (310N
3EI

PP 3 1,1, 3 3 _1]_6spPP
= |+ 4+ 4+ + - 4+ |=
EI| (643 (642 (8)3 (8)2 (64)3 (64)2 3| 96EI

7.22. Hallar por superposicion la deformada maxima del sistema de la figura
2P

4P p i
3P N

S

]
N
N\ »}«m »Fw »Flm »‘ N J
Solucioén :
3 2
5= P(l/4) + P(l/4) Gl/4)
3EI 2EI
3 2
- 2P)1/2) + 2P)(1/2) (/2
3EI 2El

¢y
AP S '

rtagend

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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_ PP 1 3 2 2 3¢ 3? 4| _141PP
o'm = | — +- - 4+ = 4 = 4+ 4+ T 4+ _|=
EI| (643 (642 (8)3 (82 (643 (642 3 64E]

7.23. Hallar por superposicion la deformada maxima del sistema de la figura

» 4P 2p
» P ﬂ%
b 3#. N
ap
3P

l l A 4 A 4 $
I = 3

N

N4 44-7\“ 4»}—7I/4 4}——|/4 4‘ ‘;J\Ml

Solucion :
3 2
5 = P(/4) +P(l/4) G1/4)
3EI 2EI
3 2
5 = @P)I/2)’ , (2P)1/2) 2
3EI 2EI
3 2
5 = B34 | GG, 5
3EI 2EI
3
3, = @pr)7)
3EI
4
5. = H)D)
8EI
3
5, = I—(IOSP +8HI)
64EI
7.24. Hallar por superposicion la deformacion en A 'y B del sistema de la figura
P
Yo 4 NI
2H T~ ]
% - Nk s —»}——us —»}——us —»‘
W

v Yy =
i 2

]
N <—I/3—>}<— I/3—>}<— I/3—>‘ SNe—13 —»}——I/S —»}——I/a —»‘
A B f

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TEG!
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7p

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Para 2
con x=2I/3

Para 3

Con x=2I/3

sz 2 2
Ely = ——(4lx —x~ -6l
Sy ( )

: 4
EIJL1 :M{M(ﬂ)_(g)z _6lz:| :M
H 3703 243

2
Ely = P%(x -30)

2 3

FI5,, = P(21/3) {g_ﬂ _7Pl
6 3 162

4 4 3

EIs,, = 641" 17HI* | 14PI
1215 243 81

4 3 4
FI5, = @H)@21/3)" | (2H)(21/3) ( I ): 26HI
30 24 3) 1215
4
EIJ,, G0N ;(l)
3
15, =1 (31)

_26HI*  HI* PP
totB Tt
1215 8 3

7.25. Hallar por superposicion la deformacion en A 'y B del sistema de la figura

T
H
v

Solucion :

(e

P

P A

12— 12—
v ' ‘ |

2 —T— 2 —»g T
o Tre

N\
Fil/Z —»’47 2 —»‘

Px?

T

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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2
Ely = Hx
Para 2 1201

ps. = HW' [if —51[1)2 +1012(1j—1013 _ 4oHT"
“ 1200 |\2 2 2 3840

(x* =5Ix* +107*x —101°)

Con x=I/2
_ 5P . 49H[*

EIa—zutA -
48 3840
Pr
EI), =—
1B 3
HI*
EID,, =——
2B 30
3 4
516, =0+ 1
3 30
7.26. Hallar por superposicion la deformacion en A 'y B del sistema de la figura
P
P Y
A N 12— 12—
BRIy N
: r—//z —»’4—//2 —l -
H
: BN
: [ 22—
Solucioén :
2
By =2 -3
Para 1 6
2 3
FIs,, = P(l/2) F_y} _5PI
Con x=1/2 6 12 48
2
By = 5 (a2 —612)
Para 2 24
2 2 4
e, =2 )] o)
Con x=l1/2
3 4
EIS,, = 5Pl + 17HI
’ 4R 24

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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3 4
E[J :ﬂ.{.ﬂ

totB 3 8

7.27. Hallar por superposicion la deformacion en A 'y B del sistema de la figura
P

P A4

— N

ril/2 —»HZ/Z —

H! A\
N
1/2 —»| 1/2 —=]
e R i
A H
_v

:
AN
12— /2 ——+

Solucion :
2
By =2 -3
Para 1 6
2 3
FI5, = P(l/2) F_}l} _ 5Pl
Con x=1/2 6 [2 43
l 4
(3)
EI5,, =2
Para 2 8
3 4
£15,, =2 M
’ 48 128
PP
EI0, ="
1B 3

/AN 1y
H(E) H(EJ 1\ _7H!
E[JZB ==/ 4 (7) =
8 6 (2) 384

3 4
£10,, =7+ T
3 384
7.28. Hallar por superposicion la deformacion en A 'y B del sistema de la figura

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Solucion :
Para 1
Con x=1/2
Para 2
Con x=1/2

Para 3

Con x=l/2

rtagend

A

\Fi 12 —>’47 12 —>‘

_ e
5 T b H
H ~—— BN
ﬁHF | | | S
.
P2y .
SIS i
v
Sl ——p—i—

2
Ely = P%(x -30)

2 3
FI5, = P(l/2) F_}l}: 5PI
6 |2 48
2
Bl = (0 — s 102 -100%)
1201

EIJ, - HW2) [ijl—ﬂ[ijzﬂoﬂ[lj—loﬂ - 4oHI"
o 1200 |2 2 2 3840

sz 2 2
Ely = ——(4lx —x~ -6l
V== ( )

2 2 4
E15,, = 102" {41(11—(% -612}1”’1
24 2 2 384

3 4 4

s <SP AOHI 17HI

A 748 3840 384

3
EIJ,, :ﬂ

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TEC
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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1 \H\H\H(-)TI\I\I\I\PN
N .
Fiz[/j 4’[‘7 /3 —>‘
£l ol S
- ERNNHEm
N .ty I AR — L
A s 13—
1 A B
4H \|\|(+)
4 [T ,
* 203 3]
A B
Solucioén :
2
Ely = 12’;} (x* =502 +101%x - 101%)
Para 1
— 2 4
FI5, = 6H(21/3) {(271)3 —51(31)2 +1012(g)_1013} __l42m1
Con x=I/2 12001 3 3 3 1215
2
By = 5 (a2 —61?)
Para 2 24
4
E13,, =2—H(ﬁ){—(ﬁ>z a1l —612} =
Con x=/2 243 3 3 243
f2)
ps = \3) _3ar
Para 3 “ 30 1215
_ 4 4 4
IS, = 142HI +34Hl +32Hl
1215 243 1215
£l __6mn*
1B 30
£S5 = QH)(1)*
2B
4 3 4
£13, QI3 QU3 o 528
30 24 1215

1114 1114 arrd

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

Cartagena |

v
™r=

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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c) Método del Area del diagrama de Momentos

7.30. Hallar por el método del area del diagrama de momentos la deformada méaxima
del sistema de la figura

A B A B

17
\
Solucion :
De55conn=0
M =§(1x—x2)

1/2

H
JAB = Jmax = 7([)6 _xz )de
-(.: 2EI

_ 5HI*
™ 3R4E]

1/2

H
8, =6, = | = (lx—x")dx
'(!-ZEI

_ HP
% 24EI

7.31. Hallar por el método del area del diagrama de momentos la deformada méaxima
del sistema de la figura

Hi/4 Hi/4

fﬁﬂﬂﬂﬂﬂm 11 /I/I/I/IT I ‘ H\I\I\I\ 11
| )\

- e .y

7}4%7' 7, X P K77 77%,—//2 ) ;

a RH

[
R 'Rh

Solucioén :

(e
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e

El0,, =0, =—
B mas = 190
12 3 4 22
EIB,, =6, = J'H(_L+Lx)dx -4 EN:
5 3 4 120 8 ),
3
EIBAB :Hmax = SHl
192

7.32. Hallar por el método del area del diagrama de momentos la deformada méaxima
del sistema de la figura. p = H (1 — x/I)"

* A B WAR }
R, A
R B

Solucioén:
- HU=0"
De 5.12 P+ 2+
EIG,, =, =j = —x)dx = (ke
B4 = Omax 01”(n+2)(n+1)\ I"(n+d)(n+2)(n+1),
E[5 = 5 = H—ﬂ
BA ‘max (n+4)(n+2)(n+1)
1 2 — —x)"?
EI€,1B = Hmax :j nH(Z X) dx = n H(l X)
. ST+ (3 n+2)(n+1),
HI’

EIB,, =

o (n+3)(n+2)(n+1)
7.33. Hallar por el método del area del diagrama de momentos la deformada méaxima
del sistema de la figura

A B c A B

@jﬂ]ﬂﬂﬂﬂmg 'g&éﬂﬂjﬂjﬂ ,,,,, we

s i 1 ]
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2 3
m=tEg -y g X
De 5.3 6 I 6 I

1

3
EI5, = %(lx - XT)(I - x)dx
0

2.2 3 4 5 4 4
Es, = H By AL g p0-15412)=
6 2 3 4 517 6(60) 360
Trigonometria Tg 6AB= dACI/I
_ 7HP
“360E1
Xy 3 2 4\ 2 4
EIHAEZJ.E(lx—x—)deE[IL—x—] :ﬁ(lxih_@)
Ademas o 6 l 6\l2 4) 6 2 4
3 2 4
EIB,, :ﬂ :ﬁ leb_xi
Igualando 360 6 2 4l
15x," =300x,” +71° =0
De donde xb =0,519 |
0,519/ 3 4
EI5,, = | A - gy = 258
6 [ 384

0
d) Sistemas Hiperestéaticos

7.34. Determinar la reaccion del punto B de la viga mostrada en la figura.

N

Ny N 4
H — 12 Hr_iyg 4
_v A 8 |Rr,

)
' 12— 2 J;%—
r— M -
A B H
_¥

* 2 12 —:
A B
Solucién:
l}
=R —
1B b 3E[
__7HO'
623 -7
384FEI
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7.35. Determinar la reaccion en el punto medio de la viga mostrada de la figura

T Pry=HX/M" A - T QB
; y_ﬂzcctmjjjjji Re
¢AA c B
Solucién:
R
o =" s

se H (0

2T EI+2)(n+1)| 48 (n+4)(n+3)2"0 12 (n+4)(n+3)

0g=0g1+ 82 =0

2+ 700+ 16000 + 3" G+ 4800 + 3" - 4]
I:(n+3)E{n3+7D12+14D1+8)]

7.36. Determinar la expresion para hallar la reaccion en el punto B de la viga mostrada
en la figura

RC=—3DEHEJ:

\
e \\{r—l/z ——n—
A

B|R
m
4
N S .
* 22—

Y
5
v

N 1
ri 12 —>’<7 12 —>‘
A B

s

Solucion:
l3
bﬁ
H)(D)*
3, _(HWO)
30E1

1B~
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7.37. Determinar la reaccion del apoyo B, de la viga mostrada en la figura.

N
N 12 ‘ 1”2 4
L \ |
H A BIR,
Y
AN
12 | 12 > H
| | i v
A B A\
| 2 | 1”2 |
A B
Solucion :
_ _]ebl3
¥ 3EI
— =)'
- BEI
Og = 015 + 85 =0
RB = 371—[]
de donde: 8

7.38. Determinar la expresion para hallar la fuerza de reaccidn que ocurre en el punto

T
it HTFFm
R ,
T N riﬂ/j’ —»r—l/j’ —»‘
2H A B
-
1\ T o U]
: i
N
[‘721/3 —»r—l/j‘ —»‘
213 13 7 B
N
A B !
h A
B
Solucion :
CHYQI/D  (2HN2[/3)}

rtagend
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_R,)’
3EI

63 B

por superposicién

O =0+ Op+8s=0
_1343HI + 8HI

de donde: *3240 27012
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PROBLEMAS PROPUESTOS

a) Método de la doble integracion

7.39. Hallar las funciones de pendientes y deformadas del sistema de la figura

pO)= H(x/1)

7.41. Hallar la posicion de la deformacién maxima, y la expresiéon para determinar
esta, para el sistema mostrado en la figura

P =HX)

7.42. Hallar las funciones de deformacion y pendiente de la figura

P=H((-x)/a)?

(e

[T
b—f—q

_ o)
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
D

\ 7
™r=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



7.44. Hallar la ec. de deformaciones, pendientes y valores maximos de estos en los
sistemas de la figura

7.46. Hallar las funciones de pendientes y deformadas del sistema de la figura

'y

F’:E,“”

7.47. Hallar las funciones de pendientes y deformadas del sistema de la figura
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7.48. Hallar la pendiente y deformadas maximas del sistema de la figura

A\ py=Ho-xby [P

...

M(T.Lb%aﬂ

R

47|4>

7.49. Hallar las funciones de pendientes y deformadas del sistema de la figura

=]
Py =H(b-x/b)"

7
H
M ( Y
RT@—bg%aH

f———— | »

7.50. Hallar la ec. de deformaciones, pendientes y valores méximos de estos en el
sistema de la figura usando funciones de singularidad

P P
Y

MH Yy
N

|
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7.52. Hallar la ec. de deformaciones, pendientes y valores méximos de estos en el
sistema de la figura por funciones de singularidad

sistemas de la figura

¥

2P

y B

[
R, >
U3 —mta—I/3 —ma—3—w Ry

7.53. Hallar la ec. de deformaciones, pendientes y valores maximos de estos en los

213 | Ry

b) Método de superposicién

l——12 —»‘

7.54. Hallar por superposicion la ec. de deformacién del sistema de la figura

rtagend
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7.56. Hallar por superposicion la ec. de deformacion del sistema de la figura

(e

x
2H

b

W —

R

R h
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7.60. Hallar por superposicion la deformada maxima del sistema de la figura
4P
3P

2P
P

Ll

\\«|/4»F|/4»F|/4»F|/4»‘

7.61. Hallar por superposicion la deformada maxima del sistema de la figura
4p
3P

L1
DRSO

7.62. Hallar por superposicion la deformacion en A 'y B del sistema de la figura
P

—
H
.

A 4
~—1/3 —»’4— /3 —»r— /3 —»‘

N

A B
7.63. Hallar por superposicion la deformacion en A 'y B del sistema de la figura

—
H
v
Ny 2 e 13
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7.65. Hallar por superposicion la deformacion en Ay B del sistema de la figura

P
A
H
Y
\—2//3—»f U3+
A B
7.66. Hallar por superposicion la deformacion en A 'y B del sistema de la figura
P
—
H
YN
S 23—l
A B

7.67. Hallar por superposicion la deformacion en A 'y B del sistema de la figura
P

—
H
¥

N

r——21/3 —»ﬁ 1/34‘

A B

da A
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7.69. Hallar la ec. de deformaciones, pendientes y valores maximos de estos en los
sistemas de la figura

Tk

o IS

. 4721/3—>f 1/34‘

A B

7.70. Hallar por superposicion la deformacion en A y B del sistema de la figura siendo

la intensidad de carga maxima H

%1/2%% 1/2%
A B

7.71. Hallar por superposicion la ec. de deformacion del sistema de la figura
P

TW\WFFPM
H
v

J
. <
cee 2 * 1”2 >
7.72. Mediante el método de diagrama de momentos de terminar el valor de la
deformacion méaxima para la viga mostrada en la figura.
P
|
4 OTTTTOT T

N
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d) Sistemas Hiperestéaticos

7.73. Determinar las reacciones que ocurre en el punto de apoyo de la viga mostrada
en la figura.

7.75. Determinar la expresién para hallar la reaccion en el punto de apoyo de la viga
mostrada en la figura

7.76. Determinar la reaccion de los puntos de apoyo de la viga mostrada en la figura.

y .
H

T L

H
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7.77. Determinar la expresion para hallar la fuerza de reaccidn que ocurre en el punto
de apoyo

7

7.78. Determinar las reacciones en los puntos de empotramiento de la viga mostrada
en la figura

Py=HX/)"

il

N w
=
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8.- ESFUERZOS COMBINADOS

8.1.- INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se estudiaron individualmente las Cargas de Traccién
Compresion, las Cargas de Corte, las Cargas de Torsion y las Cargas de Flexion. En
este capitulo se estudiaran la combinacion de las anteriores cargas. Se analizaran los
esfuerzos y las se deformadas que presentan las piezas sometidas a cargas
combinadas.

Corte

Traccion

Fig. 8.1 Cuerpo sometido a Cargas Combinadas

Ejemplos de elementos sometidos a cargas y esfuerzos combinados son: Los ejes y
arboles de maquinas con movimiento, que soportan cargas de flexion y de torsion; los
pernos que en el momento de su ajuste soportan cargas de torsién y de traccion; las
cargas de traccidon cuando estas no estan aplicadas en el centro de gravedad de la
seccion transversal y los marcos rigidos.

Para la validez de las ecuaciones y resultados de este capitulo se asume la veracidad
de las siguientes condiciones :

1.- Los elementos son rectos

2.- Los elementos tienen secciones transversales uniformes

3.- Los materiales son homogéneos

4.- En los miembros sometidos a compresion no se produce pandeo.

8.2.- COMBINACION DE ESFUERZOS

[ PRI QU A |
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Un elemento diferencial sometido a la accién de esfuerzos combinados, presentara en
cada una de sus caras simultaneamente esfuerzos normales (o) y esfuerzos cortantes
(1). Se vio que la magnitud de todos los esfuerzos cortantes es la misma.

g

v

¥
Ay

fe—S

Por trigonometria
I, Cos p=dy (8.1
lo Sinp =dx

De la estética
>F1=0
Sely?2

2F2=0
Dely4

T el O A
| * g, 'T \; X
|
l Ty
s, >0,

a
v

Fig. 8.2 Combinacién de esfuerzos

Op lp dz+(1,Sin p - 0,Cos p)dydz + (1,,Cos p - 0,Sin p)dxdz =0 (8.2
O, + (TSin p - 0,Cos p)Cos p + (T,,Cos p - 6,Sin p) Sinp=0

0, + 21,,Sin p Cos p - 0,Cos2 p - 6,Sin2 p =0

Op + TySin2p - 0 (1 + Cos 2p)/2 -0, (1-Cos 2p)/2=0

a'p ==

g.+0, 0.-0

x

z 20)+ T _sen(2
2 5 cos(2p) + 1, sen(2p) 63

Tolpdz + (1,yCos p + 6,Sin p)dydz + (-1,Sin p - o,Cos p)dxdz =0 (8.4
T, + (T4, C0s p + 0,Sin p)Cos p + (-T,Sin p - 6,Cos p) Sinp =0

T, + T,yCos2 p + 0,Sin pCos p -1,,Sin2 p - 6,Cos pSin p =0

Tp + Tyy (1+Co0s2 p)/2 + 6,Sin 2p/2 -1(1- Cos 2p)/2 - 6,Sin 2p/2 = 0

P

o
- % sen(2p) +1,, cos(2p)

(85

Algunos casos especiales son:

Parap=0

(e

Op = Oy
To = Txy
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La relacion entre los esfuerzos normales y cortantes es la de un circulo conocido
como el Circulo de Mohr

De 8.3 O, - (0x + 0,)/2 = (0x - 0y)Cos (2 p)/2 + 1,,Sin 2p (8.6
(- Oy +Uy)2 :(Ux _ay)2C0522¢1+2(ax _U'V)COVZ(J[ ‘,S'in2¢1+(TyS'inZ@2
7 2 2 ‘ 2 e * 8.7
De 8.5 T, = (0y - 0y) Sin (2p)/2 - 14, Cos (2p)/2 (8.8
2_,0x70y 5.2 Oy~0y . 2
(Tp)" = (——F—)" Sin" 2~ 2(———)Sin2¢r,,,Cos2¢+ (7 ,Cos2¢)
2 2 i (8.9
(0_¢_ gy +Uy)2 s 2 :(Ux _U}')z +Txv2
De 8.7y8.9 2 2 ’ (8.10
Comparando 10 con la ecuacién de una circunferencia
(x=Xo)* + ()" = R® (8.11

se ve que es la misma con los esfuerzos normales como abscisas (o) y los esfuerzos
cortantes como ordenadas (1). Este es el Circulo de Mohr y tiene las siguientes
caracteristicas:

- El centro del circulo tiene un desplazamiento en el eje horizontal de (g, + 6,)/2
- No hay un desplazamiento en el eje vertical
- El radio de la circunferencia es de [(o, + 0,)° + T,/]"%

L (0,0, )4+

max

_ | .
o 0)

F(ox+oy)/24 m

\

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
D

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



8.4.- ESFUERZOS PRINCIPALES

En esta seccion se hallaran los valores maximos de los esfuerzos normales y
cortantes y las direcciones en la que estos se presentan. Como ya se Vio
anteriormente los esfuerzos normales maximos se conocen como esfuerzos
principales y las direcciones en las que ocurren son las direcciones principales. En
estas direcciones principales y en aquellas en las que los esfuerzos cortantes son
maximos la falla es la méas probable.

Derivando 8.3 con respecto a @ e igualando a cero

do, o0.-0,
0" (‘T)ZSinZ(ﬂ— 7,,2Cos2¢=0
¢ (8.12
27
Tan2¢@= ol
Iy =9y (8.13
De 8.13y 8.4
+ -_—
Oip = SERE (Lx % )+’
’ 2 2 ’ (8.14
Ecuacion que da los valores de los esfuerzos normales maximos o principales
Derivando 8.5 con respecto a @ e igualando a cero
arga 0,-0, .
7 =(——=)2Cos2¢+1,,28in2¢ =0
4 2 (8.15
-g,
Tan2@ = - ; Y
Ty (8.16
g, —0o,
T, =% (— 2 7y +Txy2
De 8.118.5 (8.17
Ecuacion que da los valores de los esfuerzos cortantes maximos
ademas T12=01-02 (818

8.5.- COMBINACION DE DEFORMACIONES
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y
AY A
4s
(1+g)
bs | m2-y) +y
S
ﬁAs—»‘

X

> Z5(17E) > x

Fig. 8.4 Deformaciones por Esfuerzos Normales

Los esfuerzos normales producen variacion de las dimensiones mientras que los
esfuerzos cortantes producen una distorsién cuantificada por el angulo y.
Para hallar ex’, ey’ y y asociadas al marco x' y y' que forman un angulo 6 con xy

Y Ay v Ay
T As(14g,)
‘i@ 7| w2y +y
BS/'\ X X'
V/ 4
1+¢,)

» X >
X

y

Ay A

T ASO_—\' € 9\
L ‘A Tv2+y

e Ax(1re)

> >

” X > X

Fig. 8.4 Deformaciones por Esfuerzos Cortantes
Del teorema del coseno

[As(1+€0)]2 = [AX(1+e,)]2+[Ay(1+€)]2-2A%(1+¢€,)Ay(1+€,)CoS(TU2+Y) (8.19
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Cos (T2 +y)=-Sen(y)=-y
De 19, 20, 21y 22

As*(1+26,+€)) =

(8.22

=I5 Co3@1+2¢, +€]) +I5' SinQl+2z, +£,1) -2’ Sifofll +¢, +€, +£,€,)y (8.23

Despreciando términos de segundo orden de las deformaciones (e y y)

(1+2¢5) = Cos*0(1+2£,) + Sin*0(1 + 2¢,) = 2SinBCos O(1 + £, +£,)y

(8.24
264 = Cos*02¢, + Sin’02¢, = 2Sin8Cos by (8.25
€5 = & C0s20 + g, Sin26 + y Sin 6 Cos 6 (8.26
De las expresiones de angulo doble
‘Ex + sv gx - sv y .
Ep =& = == —Cos26 + - Sin26
2 2 (8.27
Reemplazando 0 por 6 + 90
£, = Egrop = 20 -5 T8 500 - Y sin2g
)T €0+90 — - .
g 2 2 2 (8.28
Vary = —(& — ey)Sin29+ yxyCoszﬁ (8.29
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PROBLEMAS RESUELTOS

8.1. En una pieza se verifican los siguientes esfuerzos : o, = 60 kg/cmz, o, = 250

kglcm? y T,y = 50 kg/cm?. Hallar los esfuerzos en direcciones con angulos de 0° hasta
360° con un intervalo de 10°.

Solucion :
(G |(Red) Op (0]
0 0.0 60.0 50.0
10, 0.2 82.8 795
20, 0.3 114.4 99.4
30, 0.5 150.8 107.3
40 0.7 187.7 102.2
50, 0.9 220.7 84.9
60, 1.0 2458 57.3
70 1.2 259.9 228 150.0
80| 1.4 2614 145
90, 16 250.0 -50.0 100.0
00| 17 2272 795 / \
110 1.9 195.6 994 50.0
120 2.1] 159.2 -107.3 2 / \
130) 2.3 122.3 -102.2 38 o0 ; ;
140 24 89.3 -84.9 ki 24 .o\ 125.0 225.0 /
150 2.6 64.2 57.3 -50.0
160) 2.8 50.1 228 \_/
170) 3.0 486 145 -100.0
180) 31 60.0 50.0
190) 3.3 82.8 795 -150.0
200) 35 114.4 99.4 Esf Normal
210 3.7 150.8 107.3
220) 3.8 187.7 102.2
230) 4.0 220.7 84.9
240) 4.2 2458 57.3
250) 4.4 259.9 228
260) 45 2614 -145
270) 47 250.0 -50.0
280) 4.9 227.2 795
290) 5.1] 195.6 -99.4
300) 5.2 159.2 -107.3
310) 5.4 122.3 -102.2
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8.2. En el problema anterior, hallar los esfuerzos maximos y las direcciones en las que
estos ocurren.

Solucién :
Tan2¢@ = 2y = 2(50)
Para o o,-0, 60-250
@=-13.87
Oi, = g, +o, + Oy -Uy)z +Txy2 _ 60+250 N (60—250)2 +50?
? 2 2 2 2
0, = 262,35 kg/cm?
0, = 47,64 kg/cm?
0,~0,
Tan2¢@ = —72 -
Parat Ly
@=31.12
g.-0,
Nip =% (T})z + Txy2
1, = 107,35 kg/cm?
1, = -107,35 kg/cm?
ademas T12 = (01 - 02)/2

8.3. Hallar las ecuaciones y los valores maximos de los esfuerzos normales que
aparecen en una pieza con seccion transversal rectangular cuando soporta una carga

de compresion en el medio de una de sus aristas.
P

S

x
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ANNN AN AN NN SN ANN N AN
a) Compresion b) flexion
P P
y Ja = = -
a) Compresion 4 ab
i iP(bS/Z)y . 6P§z
b) Flexién 1 ab’/12 ab
_ _ P 6Py
Ot =0, +0p = _Ei?
Total a
Alaizquierda y=+b/2
_2p
Jtotizq - E

Aladerecha y=-b/2

_ 4P
Ototder = _E

El eje neutro por definicion esta donde ¢ =0

P 6Py
Oy =——%2—5-=0
tot ab ab2
y =+ b/6

Es decir que el eje neutro se sitla a b/6 a la izquierda del centro de gravedad

-4P/ab
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Solucién :

Nuevamente se superponen una carga de compresion con otra de flexion

P

l 2h/3

[111]
\AAAS

N\

a) Compresion
b) flexion

Total
A la izquierda

A la derecha

P

M =P2h/3
' M= P2h/§%\

B

A

\

\

N > NN\
a) Compresion b) flexion
o, Fo 2P
ab

g, = i% _ iP(2b/3)y - 24Py

I ab® /36 ab?
Op1 =0, t0p = _zi * 24Fy

ab " ab?

y = +b/3
Jtotizq = g

ab
y =-2b/3
Ototder = _ﬁ

ab

rtagend
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b/12 1
,ﬁ ’> N
6P/ab N \}

':{ -14P/ab \Q
\ J

8.5. Una pieza cilindrica esta sometida a torsion y corte como se ve en la figura. Hallar
la combinacion de esfuerzos cortantes

Mt

e e

<
Mt

Solucién :

Las cargas de corte y torsion producen esfuerzos de corte

+
a) b)
Corte Torsién

a) Corte
_Mr_ M(d/2) _16M
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. 4P 16M
i totarr — 5 T 3
Abajo O ambos son paralelos

4P 16M
Tiotarr = (72)2 _( 3 )2
Lados d o ambos son perpendiculares

El eje neutro por definicién esta donde 1 =0
AP M) _

m?  mt32

y =+ Pd2/(8M)

Tior =

8.6. Una manivela de seccion circular y diametro “d” soporta una carga puntual vertical
en su extremo, como se ve en la figura. Hallar los esfuerzos maximos

k4 y

Solucion :

La porcion “a” se analiza como una viga empotrada con una carga puntual en su
extremo Yy la porcién “b” se analiza como una viga empotrada con una carga puntual y
un momento de torsion en su extremo. Entonces la porcion “a” esta sometida a flexién

mientras que la porcién “b” a torsion y flexion

(e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
D

\ 7
™r=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



oo @ _ ()

- 4
Flexion (721" 764)
_ (Pa)(d/2) _32Pa
" wties

En “b” flexién y torsién
g ML (PO

4
Flexion I (/64
_(Pb)d/2) _32Pb
" mtiedy  md
= Mr _ (Pa)(r)
4
Torsion Lo ml"/32
_16Pa
Tmax -3
V2
Los esfuerzos son de diferente tipo por lo que no se los puede sumar sino que debe
combinarlos
_32Pb
x T3
Tomando 7
o,=0
_16Pa

T =

Xy

]ﬂ3
o, t0, g,-0, 16Pb 16Pb 16P
O1p = 5 yimz 3t ( 3)2"'( 3a)2
De 8.14 i i i
1
0o = Ll +1?)
5 7ﬂ3
g,-0 16Pb 16P
na = (T R, = 0 0 (Y
De 8.15 i i

16P |
.= (la*+b)

P

Q7 | a manivela de |la ficnira tiana 1ina caccidn circular da didmatea “d” vs canarta 1ina
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Solucion :

lP:H*a

a

l—a/2 —»‘

equivalente
La porcién “a” se analiza como una viga empotrada con una carga distribuida en toda
su longitud y la porcién “b” se analiza como una viga empotrada con una carga puntual
y un momento de torsidbn en su extremo. Entonces la porciéon “a” esta sometida a
flexiéon mientras que la porcion “b” a torsién y flexién en dos direcciones

a
b P
Mt=Haa/2

En “a” solo flexion

_ My _ (Ha 12)(r)

., 1
Flexion

(7H* /64)

_(Ha%/2)(d/2) _16Ha*

max

En “h” flaviAn v tarciAn

(e

(7e* 164) 7’
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_ (Hab)(d/2) _ 32Hab
T omtes P
oo My _ (PO

I d*/e4)
_(Pb)d/2) _32Pb
T mties) b

P M _ (Ha? 12)(r)

Torsién 0 /32

max

Flexion hor

max

3
Entonces 7

g.+0, o.-0, 2
aE e (T =1—63(Hab+Ph)i\/[l—63(Hab—Ph)]2 +(78H‘_f, %
De 8.14 2 2 L o o

Oy, |16 . SHA
fp=% T) Ty, —i\/[E(Hab P +¢(

Sy
De 8.15 i

8.8. Hallar la deformacion vertical del extremo libre de la manivela del problema 8.6
z y
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b
Mt=Pa

a) La deformacién vertical de la porcion “a” originada por la carga vertical es
5 = Pa’® _Pa’ 64
“ 3El 3E m*
b) La deformacion vertical de la porcion “b” originada por la carga vertical es
_Pb’ _Pb’ 64
" 3EI  3E m*
El momento de torsién origina un giro o deformada angular en la porcién “b” de

_M,b _ Pab 32
Gl, G m'
este giro produce una caida vertical del extremo libre de “a”
32Pa’b
51;2 =& = m“
La deformada total del extremo libre es
64 ( Pa® Pb®  Pa’b
Jtot:5u+5bl+5b2: 4 + +
"\ 3E 3E 2G
8.9. Hallar la deformacién vertical del extremo libre de la manivela del problema 8.7

z y

-
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Ha H

a
b P
Mt=Haa/2
a) Deformacion vertical de la porcion “a” originada por la carga vertical distribuida
Ha' Ha' 64

o, = = ;
8EI 8E m
b) Deformacién vertical de la porcién “b” originada por la carga vertical
_ Hab® _Hab’ 64

" 3El  3E m*
¢) Deformacién angular de la porcién “b” originada por el momento de torsién

g= Mb _Ha’b 32
Gl, 2G m'
giro que produce una caida vertical del extremo libre de “a”
16Ha’b
5])2 =@ = o

La deformada total del extremo libre es

_ 64 [Ha4 Hab® Ha3bj
1) + +

tot

:5“+5“+5b2_mr4 SE  3E 4G

8.10. La viga de la figura tiene una seccién transversal como se muestra Hallar los
esfuerzos en los puntos Ay B, de la seccion A-A.

Seccion A-A
[ RiE)

d LT
| - o
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.

R, %o
21 l \/
R, a _
R

P(3I/2)-R,(3l/2+l cos a) =0

_ 3P
(3+2cosq)

Las reacciones internas

M, =0

2

2M; =0 M1+PX'R2(|COSG+X):O
SF,=0 Qi +R,-P=0
2F=0 N; =0
Para x = |
_ Plcosa
' (3+2cosa)
0 = 2Pcosa
" (3+2cosa)
N1=0

Componentes del esfuerzo.

Cartagena99
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Esfuerzos de corte por Cargas de Flexion.-

S S
iy .}
1b, 1b,
Para A ca =5al2
Apaca=2aa
Y cg parcial = @
max A = 2a3
bA =a
Para B cg=al2
A parcial = 0
Y cg parcial = 0
S maxg =0
bg=a
a(5a)’ aa’ 127a°
I = ( ) +2—— =
La inercia 12 12 12
ILIN 77 7
& Y ] e
oy
Y
-
Plcosa Sa
_ (B+2cosa) 2 _ 30Plcosa
4 127a* 127(3 +2cosa)a’
Remplazando 12
Plcosa a
o __(3+2cosa)2 _ 6Plcosa
i 127a* 127(3+2cosa)a’
12

El esfuerzo en el punto B es de compresién, por eso el signo negativo.

rtagend
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8.11. El bloque de la figura de peso despreciable se somete a dos fuerzas verticales,
que se aplican en diferentes esquinas. Determinar la distribucién del esfuerzo normal
que actla en la seccion mostrada. (Las unidades geométricas estan en [cm])

g
-

X
000 [kg] T ’—‘
l th»‘ *

-
1
B

1000*1.5=1500[kg-cm]
WO0ky 5y

1000*0.9=900[kg-cm]

-

Solucioén.-
Esfuerzos normales:
_ P _1000Kg

= =2 K8
A 45¢m? cm?
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2030 - 15000125 _ 2005 - 15005

Yo = TR 150 Yo = 6—15

3
Xo = 0.916Tm Yo = Ecm

05+ 1.5 1.5\%  150P
Iy = + o.sl].s[é—) + + 1.500P
12 2 12

L= 2.369Tm’

12 1[d.5 0.5)?
2[@7 + 200001 — 0.9167)2:| o 1.5[@0.91 - 7)

4
Iyy = 1.58&cm

IYY

Esfuerzo maximo de compresién de Mx con ¢=3/2

M,[d
0=
IXX
kg
O f = 949.487—
cm
Esfuerzo maximo de compresién de My con ¢=0.916
_ Myl
0= I
Yy
28.84 kg
O g = 528.847 5
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Esfuerzo debido a P

8.12. Determinar el esfuerzo maximo que ocurre en el Punto A de la columna

mostrada en la figura

Solucioén.-

S
SN R

Siendo la seccion transversal de la columna, la que se muestra en la figura,
tomaremos en cuenta los datos indicados a continuacion.

(e l

y
/X
LM R _
]
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A=%-a2-%

Las fuerzas trasladadas al centro de gravedad seran un momento y la respectiva
carga:

M=P-§ h

M:lP 3-a
3

Este momento esta en la direccién x como se ve en la anterior figura.
La carga axial que actua sobre la columna provocara la compresion de la misma y el
esfuerzo que se suceda por este efecto sera:

P

ag =—
c

A
la distribucién de los esfuerzos en la seccién transversal serd el mostrado en la
siguiente figura:

Debido a que el punto A se encuentra por sobre el eje del centro de gravedad,
determinaremos el esfuerzo de compresion debido al momento de flexion con:
M-

TR

donde c: la distancia del la linea del cg (eje neutro) al punto A en analisis.
I: Inercia respecto del eje xx de la seccidn transversal.

/o SE

J—
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243
Remplazando las relaciones mostradas en la figura en la anterior ecuacion:

g8 P
ch'g'; I3

el diagrama de esfuerzos debido a la flexion es el mostrado en la siguiente figura:

El esfuerzo total que ocurre en el punto A es:
O'A=O' ¢t o fc
remplazando las anteriores expresiones, y simplificando, tenemos:

0-A=4.EZ.J;
a
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PROBLEMAS PROPUESTOS

8.13. En una pieza se verifican los siguientes esfuerzos : ox = 90 kg/cm2, oy = 350
kg/cm2 y txy = 30 kg/cm2. Hallar los esfuerzos en direcciones con angulos de 0 hasta
360 con un intervalo de 10.

8.14. En el problema 8.13, hallar los esfuerzos maximos y las direcciones en las que
estos ocurren.

8.15. Hallar la combinacién de esfuerzos normales del sistema de la figura

|

b

a 7

8.16. Hallar la combinacién de esfuerzos normales del sistema de la figura, Cada lado
del triangulo | =3 cm y la carga P = 800kg
p

==

8.17. Una perno en el momento de su apriete esta sometida a cargas de torsiéon y a
cargas de traccion. Hallar la combinacién de esfuerzos

PU—— TN

[ Y

\ b,
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8.19. Una manivela de seccion circular y didmetro “d” soporta varias cargas puntuales
como se ve en la figura. Hallar los esfuerzos maximos

8.20. Hallar las deformaciones horizontal y vertical del extremo libre del problema 8.18
8.21. Hallar las deformaciones horizontal y vertical del extremo libre del problema 8.19
8.22. Determinar los diagramas de esfuerzo para cada una de las cargas, mostradas

en la figura:
800 [kg]

1000 [kg]
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8.23. Para el problema anterior determinar el esfuerzo total en el punto donde se
aplica la carga de 500kg

8.24. Determinar el esfuerzo méximo de compresién de la columna mostrada en la

figura.
3
ylk

800 [kg]

»

.
|
i

8.25. Determinar el esfuerzo maximo que soporta la columna mostrada en la figura
yA
34>‘

z
Y

800 [kg] | x
. .
1
L
1
f
8.26. Determinar el esfuerzo maximo de compresién sobre la viga mostrada en la

figura. (Dimensiones en mm)
2000 [kg]

A

1500 [kg]

e

50

17 —» |
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1000 [kg]

800 [kg]

A

8.28. Hallar los esfuerzos totales en los puntos indicados:

¥ "j;ﬁ? A

T A i

i . t

’ q K ¥ | a=5[cm]
I b4 b b=7[cm]
; Ti t=1 [cm]

1
g=1200 [kg/m] 1 fe—
1=50[cm] >~

8.29. Determinar el esfuerzo maximo en la seccion indicada en la figura.

q=1500 [kg/m]
A~
¢ a=8[cm]

1=80[cm]
P=500 [kg]

% b=8[cm]
b t=2[cm]

8.30. En el problema anterior determinar una férmula genérica para determinar los
esfuerzos de compresion en el punto A.

8.31. Hallar las ecuaciones de los esfuerzos en cada una de las barras del sistema de
la figura.

(e
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1000/kg]
1500/kg]

8.32. En el problema anterior, determinar el esfuerzo maximo en el punto A.

Cartagena99
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9.- METODOS ENERGETICOS

9.1 INTRODUCCION

En este capitulo se estudiaran Métodos Energéticos que nos posibilitaran hallar las
deformaciones para los diferentes tipos de carga estudiados anteriormente.

En la zona elastica (cuando los esfuerzos son inferiores a los limites de fluencia) los
materiales se comportan elasticamente y las deformaciones se almacenan como
energia potencial de deformacion.

9.2.- TRABAJO DE DESPLAZAMIENTO
El trabajo, en mecanica clasica, es el producto de una fuerza por la distancia que
recorre y por el coseno del angulo que forman ambas magnitudes vectoriales entre si.

Si la fuerza es variable el trabajo se calcula mediante la integral del producto escalar
del vector fuerza por el vector desplazamiento.

/F‘

1 a) g

Py e

Fig. 9.1 Trabajo realizado por una fuerza debido a su Desplazamiento

W=[Fedr ©.
0
W=FsCosa (9.2
El trabajo es el area bajo la curva Fuerza — Deformacién

9.3.- TRABAJO Y ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION
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Fe

! F
4>
m

Fig. 9.2 Trabajo y Energia de Deformacion

Considere un resorte indeformado s=0 antes de la aplicacién de la fuerza Fe cuando
Se aplica la fuerza Fe se produce un alargamiento del resorte s y aparece una fuerza
interior Fi= Ks producida por la resistencia al alargamiento del resorte. El trabajo que
efectla la fuerza Fi durante su desplazamiento es
dW =Fids=-ksds

N s

w =IEdS =I—ksds =—lks2 (9.3

0 0 2
Este trabajo es negativo pues se realiza en contra de la fuerza Fi del resorte,
El trabajo que efectla la carga Fe, es

W= ITds =Iksds =1ks2 (9.4
0 ‘ 0 2

Se puede decir que el trabajo de la fuerza externa (Te)se gasta en deformar el resorte
(elemento interno) que acumula el trabajo en forma de una Energia Elastica Potencial
de Deformacion (U). Si retiramos la fuerza Fe la particula regresara a su posicion
original s = 0 y la Fi producira un Trabajo positivo producto de la Energia acumulada.

9.4.- ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION PARA LOS DIFERENTES TIPOS
DE CARGA

a) ENERGIA PARA ESFUERZOS NORMALES

— Am7 AL — — (ecdN(odIN P
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o=— (9.7
A
2
—dW,:dUzlP‘” 9.8
2 FA
I p2
_I/VI:U:lJ‘PdI (9.9
2y EA
b) ENERGIA PARA CARGAS DE CORTE
—dW,=dU = %(zbdy)( Wl) (9.10
y= L (9.11
G .
T= @ (9.122
b
1 0S.,
—dW, =dU = —(=—)"bdydl 9.13
; 6 ) oY (
Llamando coeficiente de forma a (que depende del tipo de seccidn)
X _ S
L= | —=-d 9.14
VRN (
2
—dw, =dU=1)(Q—dz (9.15
27 GA
L 2
—dW, =dU :1j)(Q—d1 (9.16
297 G4
e) ENERGIA DEL MOMENTO DE TORSION
—-dW,=dU = %(M,)(de) (9.17
dé = M.di (9.18

Cartagena9
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1 ¢ M dl
W, =U=—[— (9.20
29 aI,
d) ENERGIA DEL MOMENTO FLECTOR
1
‘dW,-:dUZE(Mf)(d@) (9.21
M ,dl
df=— (9.22
EI
1 M ,dl
—dWi =dU =— (9.23
2 EI
1t M, dl
W =U=— (9.24
24 EI
Resumiendo
Estado Fuerza/Momento Deformada Energia
P
Traccion/Compresion 5= J' Pdx u=L P2dx ©8
EA 2 EA
Q
Corte Despreciable Despreciable
Torsion . I U = 1—j MZdx (8.9
Glg 2 Io
M
Flexion g = [ Mdx u l—J' MZdX (8.10
El 2

9.5.- TEOREMAS DE CASTIGLIANO
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Geometria defermada

Fig. 9.3 Trabajo y Energia de Deformacién de un Sélido
Uu=w (9.25
1 n
W, :U:EZFI.d,. (9.26
i=1

El trabajo realizado por las cargas exteriores aplicadas a un sélido es la mitad de la
suma del producto de dichas cargas por los desplazamientos de sus puntos de
aplicacion (en las direcciones de las mismas, por supuesto).

Derivando respecto a la Fuerza Fk

U _1 d, +zad" F, (9.27
oF, 2 ~OF,

Pero d =d,F,+d,F,+...+d,F,+...+d,F, (9.28
i =5, =0, 929
oF,
oUu _1 < 1
—=—|d, +) d_F, |==|d, +d, |=d 9.30
aF}C 2|: k ; ki l:| 2[ k k] k (

Esta ecuacién se conoce como el Primer Teorema de Castigliano, que dice :

I a Adarivvada narrial Aal_Trahaia dao Dafarmacidn racnacta da yina dao lac fuarzge aoc
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De manera similar se halla la ecuacién anterior que se conoce como el Segundo
Teorema de Castigliano que dice

La derivada parcial del Trabajo de Deformacion respecto del desplazamientos de un
punto, es igual a la componente de la fuerza que sobre dicho punto actda en direccién
de este desplazamiento”.

Si entre las cargas aplicadas existiera algiin momento, bastaria con tener en cuenta
que:

- donde se dijera fuerza se deberia decir momento

- donde se dijera desplazamiento se deberia decir giro

- donde se expresara trabajo (W=Fd, en el caso de fuerzas) se deberia escribir W=M8.

9.6.- ECUACIONES DE CASTIGLIANO

Aplicando las ecuaciones de Castigliano a las ecuaciones de la energia se obtiene

_OU _Pldv
' oF, Eo4 (9.32
M(aﬂ)dx
5 20U _ 11 0n "
oF, Ep 1 (9.33
U 1 IM(;\A;)dX
" oM, _EO 1 (9.34
_oU _1 IM’(ZAAZ)dX
Com, TGl 030
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PROBLEMAS RESUELTOS

9.1.- Hallar la deformada en el extremo libre de una viga simplemente empotrada tiene
una carga puntual.

r P
M, Q
v /:j v T )M
) - / ——
» —
v
Solucioén :
SM=0M=Px

!
1 oM
Omax = El {J‘M( P )dx}
0

1 ¢ Px*?
O = —_[(Px Yxdx = ——
EI 3 3EI

_PI®
max 3 EI

9.2.- Hallar la deformada angular en el extremo libre de una viga simplemente
empotrada tiene una carga puntual

p MhP 0
L= ==
" 7/

Solucion :
Se introduce un momento ficticio Mh y el momento:
M=P x + Mh
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1
1
Opax = A {J‘(Px + M, )(l)dx}
0

Bmax = (Mh X + Px2/2) 1/EI

Pero Mh =0
_ P’
max 2EI

9.3.- Hallar las deformadas lineal y angular en el extremo libre de una viga
simplemente empotrada con una carga puntual interna

I T
e e

Q
k—x—-‘T >M1

Solucién :
Se introducen una fuerza y un momento ficticio Hy Mh :
Los momentos son :

a=2x20 M1 =H x + Mh
I2x=a M2=Hx+P (x—a)+ Mh

a 1
oM, oM,
'([Ml( s +|:-[M2( - )dxH

a 1
J,. = EIT[-([[HX + M, Jxdx +:[[Hx +P(x—a)+ M, ]xdx]

= L
EI

5max

PeroH=Mb=0
o =

max

P-a® a(l’-a?)
3 2

L waf‘fl ) JlfMﬂ‘fT{z)dxH
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70D

rtagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

[ ]

R

‘

4 max

v

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



2 _ 2
emax = i[l a -
El 2

a(l —a)]

9.4.- Hallar las deformadas lineal y angular en el extremo libre de una viga
simplemente empotrada con una distribuida p = H (x/)n

%.ﬁmjjﬂﬂﬂ& v M é&

Solucion :

—>»
|

Se introducen una fuerza y un momento ficticio F y Mh :

De 5.10 sin F ni Mb :
Hx(n+2)
"(n+2)(n+1)

conFyMb:

2]
- ML"'Mb
i+ 2p+1)

1
1 oM
o = — M d
max El {}[ (oF)x}

1 (n+2)
PRI TN VA
El 3 I"(n+2)(n+1)

PeroH=Mb =0
5 = HI*
" EI(n+4)(n+2)(n+1)

[ ]
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ConH=Mh=0
g = HI*®
" EI(n+3)(n+2)(n+l)

9.5.- Hallar las deformadas lineal en el extremo libre de una viga simplemente
empotrada con una carga puntual

[ T

7 \m, ° A
| ! f;‘) K_TD M Q‘/ Jdﬁ
A —

X

Solucion :

M=P (b-X)

1 longitud oM
O max =H I M(aP )ds
0

ds = +/dx? + dy?
dy = 2(x/b)dx
1

b
J . = E![P(b —)]|(b = x)[1+4(x/b)*dx
3
max = K Pb
El

9.6.- Hallar las deformadas lineal en el extremo libre de una viga simplemente
empotrada con una carga puntual en el extremo

P P &
/&45\ Y m \§ 45 |
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Solucion :

Los momentos son :
L/2zx=0 M1 =-P Sin 45 x

I2x=a M2=-P (I/2Sin45+Vv)
1 1/2 oM 1/2 oM
Smas = 5| | M1 (Cspbax + [ a5 (EE Ty
0 0

1/2 1/2
O = 1511[ IP(xSin 45)%ax + IP(I/ZSin 45 + v)zdv‘|
0 0

i3 1/2

FII205m 4507 4 (L8 45v) 407 ] ‘
1]

s _F [Sﬁ'nzdj %3
7 3 ‘

a

5 PI? (45045 +35ma5 + 1]
mer =
B 24

9.7.- Hallar el desplazamiento que tiene el apoyo movil de una viga con forma
parabdlica y carga puntual en su centro

Solucion :

Se introducen una fuerza ficticia H. Por simetria
R.=Rp=P/2

/2z2x=20 M;=Rax—Hy
M. = (P2YLU2 ) — H(x*>+ d)
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ds =+/dx® +dy*

dy =2 x dx 0
5 l/2P
S = 4 J[TX—H(X2+ X2+ 4x? |ax
0
Iz
Jmax :KT

9.8.- Hallar el desplazamiento que tiene el apoyo movil de una viga con forma
parabdlica y carga puntual en su centro

Solucion :

Se introducen una fuerza ficticia H.
Por simetria R,=R,=P/2

I2<x<0 M; = Rax Cos 30 — H x Sin 30
Mlszﬁ_ﬂ
4 2

Hay dos intervalos. Por simetria se duplica solo uno

]
2 oM
Jma\x = EI |:IM1( aHl )dx}

0

_2“ Px~/3 _ Hx

X
5max - El n[ 4 T]( 2)“(1)6
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9.9.- En el sistema de la figura: a) Hallar el desplazamiento horizontal producido por la
fuerza P. b) El valor de a, para que el desplazamiento sea nulo.

Solucion :

a)2ZM,=0 FF2R-PRSina(1+Cosa)+P CosaRSina=0
F. = (P/2) Sina

Se incluye una ficticia H en B para calcular la deformada horizontal de este punto

a T
1 oM oM
Sarr = —| [a1,ZM1y4 +JM 24
BH EIL[ l(aH)x 2(6H)x1
a

(
RA

0<B<a M;=F,R(1-CosB)+HRSIin®
M; = (P/2) R Sina (1 - Cos 6) + HR Sin 6
(ii
a<fsm M, = (% Sina + 3/2 SinaCosb - CosbSind - CosaSina) RP + HRSInO
(iii
De i, ii y iii y simplificando
_ PR*Sin(a)

L2 L 1 O 2rv\
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9.10.- El bastidor A,B,C, articulado en uno de sus extremos y apoyado en el otro esta
cargado, en uno de sus tramos con una carga uniformemente distribuida, como se
muestra en la figura. Hallar el desplazamiento horizontal de B (Considerar solamente
efectos de flexidn)

Solucion :
De la estética:

>M,=0 2F, LCosa-(qL,/2) Cos2 a - (gL,/2) Sin2 a=0

Fr=(qL)/(4 Cos a)

En el tramo derecho:

0<sx<L M;=F, xCosa+HxSina
M= (qLx)/4 + H x Sin a

En el tramo izquierdo:

O0<xs<L Mo=F; (L Cosa + x Cos a) + H (L - X) Sin a - gx2/2
M,= gL,/4 + gLx/4 + H Sin a - H x Sin a - qx2/2

remplazando en la ecuacién de desplazamiento y simplificando:
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9.11.- El bastidor ABC mostrado en la figura soporta una carga lineal en uno de sus
tramos. Hallar una expresion para calcular el desplazamiento horizontal del extremo
derecho. Solamente considerar esfuerzos de flexién.

1 =g
Ao,wulluuHHH R ,m;;iiiii;;;;;;\\
| 2 | g b
a
_t

Solucién :
SM=0F, (2L + L Cos a) — (2/3)(qL2)(4/3) + HL Sin a=0
Fr=(8gL — 9 H Sin a)/(18 + 9 Cos a)

O<sx<L Mi=F, LCosa+HLSina

M;=2L(4 gL Cos a + 9 H Sin a)/(18 + 9 Cos a)
O0sx<2L M,=Fr(LCos a +x)+HL Sina-qgx3/2-(q—gy) x2/9
con Ox = q (1 —x/(2L))

M _71'(8-q-Lf 9Hsir(a))

(LeogQ) + %) + Hsira) L- }-q-<17 J-;’j -
9 (2+coga)) 2 2

remplazando en la ecuacién de desplazamiento y simplificando:

L 2L
1 oM oM
5 =—jM Mg +IM 2)g
BH EIL 1(6H)x 0 2 )dx

0H

(e
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9.12.- Una viga simple AB, con un voladizo BC Esta sometida a una carga linealmente
variable en el tramo AB, como se ve en la figura. Determinar la expresién para calcular
la deflexion &c del punto C

D I v cy
1 e | &
[N Bl ‘\T
Solucién :
Se aplica una carga ficticia H en el punto C
Ma=0 Rp = 3H/2 + gL/3

Ra = H/2 + qL/6

En el tramo izquierdo:

O0sx<L M;= R, X — gXx X/2)(x/3)
Ox = gx/L
_ gl _H. _qx°
M, = (2= - ) -2
1 (6 2)x o
qL H 3H ¢qL qL 2L
My =+ x+(—+—)x-L)———(x——)
L<x<3L/2 e 2 23 2 3

La deformacion total en el extremo libre sera dada por la expresion:
1 L oM 3L/2 Y
2 =*J‘M —Dydx + jM M2va
=g | )Mo 2 ®
0 L
_ —7qL4

c =

resolviendo 360E1

9.13.- En el problema anterior, hallar el angulo de deformacién del punto B. (Use el
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_
M=0_— C6°
_/z ~—_ ___es % T
e -t — wrs |
Solucion :
Se aplica en B un momento ficticio Mo
M,=0 R, =qL/6 + Mo /L
R, =qL/3 - Mo /L
0<xs<L M;= (Ra X — gx x/2)(x/3)
gx = gx/L
3 2
| =ﬂ_ﬂ+(£+%)x
3L 3 6 L
- 9L _M, gL M,
My =(—-—S)x+(—+—2)(x-L)+M,
L<x<3L/2 e L 3L

La deformacion angular es

1 L oM 3L/2 Y
O =— IMI( Lydx + jMz(—z)dx
EI oM, oM
0 L
_ Tql’
)y =
resolviendo: 180E1
ahora bien la deformacién en C es
65 = GB L/2
_ gLt
€ 7 3601

9.14. -Determinar el desplazamiento que se produce en el extremo libre de la viga
mostrada y cargada como se ve en la figura.
q

/)
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Para el tramo derecho:

M, = - 0 (2470 2x
0<x<L/2 2 2 3
con dx = 2q(I-x)/l

M= (=3HI -3qlx +gx*)x

! 3

En el tramo izquierdo

My = - I 9 e
Li2x<L 4 24 2
La deformacion total en el extremo libre serd dada por la expresion:

L/2 L
1 M oM
O =— IM —1d+JM —2)dx
B EI{ 1 2 o)

_ 361gL*
. B —
resolviendo 1920E1

9.15.- Hallar las deformaciones horizontal y vertical del punto B de la viga curva
mostrada en la figura, la carga aplicada en toda su longitud tiene direccion radial.

" )
\\\

S
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8 8
M, = OR(1-Cos6) + HRSinf + j gR*CosfB(Sin6 - SinB)dp3 +J qR2SinfB(CosB— CosO)df3
0 0
simplificando  M; = QR - QR Cos 6 + HR Sin 6 + gR2 (1 — Cos 6)

Las deformaciones

1 al4 oM
5 = JM—RdH
VT ) Gn

al4d
1 oM
5, _E{ ! M(aQ)RdG]

__(22-34R°
, = - =TT
resolviendo: 4EI
3 1
Cg 2+ ek’
JH =—_6 %
EI

9.16.- La viga curva semicircular, empotrada en el extremo A, esta cargada en dos
puntos como se muestra en la figura, determinar la deformacién horizontal y vertical
que se produce en el extremo libre de dicha barra.

Solucién:
Se incluyen dos cargas ficticias (H=0y Q = 0).

v | ”
e
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0<0<m2
W2 <0< 314
3mM4<0<T

M, = -QR(1-Cos 8)-HR Sin 6

M, =PR Cos 8 -HR Sin6- QR (1 - Cos 0)

M = PR 2 *%/2 [(Cos 6 + 2 ¥/2)+(Sin 6 - 2 V4/2)] + PR Cos 6
-HR Sin 6 - QR (1 — Cos 6)

Las deformaciones en el extremo libre son:

0H

| w2 oM 3m/4 oM V4 oM

5, =—| [a,PM1yRag + jM 0N Rao + jM M3 rd6

=] [ 22 ()
0 /2 3m/4

" e T am (N Y;
5 = JM My Rag + .[M O3\ Rag + .[M M3\ Ra6
T 1(6Q) 2(6Q) 3(6Q)
0 /2 3/ 4

resolviendo y simplificando:

5, =-R (g-a2+2m)
16E1
PR
3 = -82 +32+4mr+27
h = g 82 V2m

9.17.- Determinar la fuerza de reaccién que soporta el extremo apoyado B en la viga
mostrada en la figura.

Solucion :

P
PA
A r ] B
1”2 ~} 1”2 A%#
«—
X

La deformada vertical en B es nula

"Rl dR,

1/2 ]
5 ! IMI(%)dx+.[M2(aM2)dx =0
0 aRb 1/2

Los momentos son

0<sx<l2
12<x<l
con

(e

M; = Ry X

My = Ry X — P (x-1/2) — gy (X — 112)2 1 6

O = (PI)(2x/1-1)

M,=(24 R, x—-30P x+13 P |—8 P x3/I12 +12 Px2/1)/24
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9.18.- Una Barra curva delgada de forma semicircular esta articulada en Ay
simplemente apoyada en B, Como s muestra en la figura. En C actla una carga
vertical P. Determinar el desplazamiento vertical dv y el desplazamiento horizontal dh
en el extremo B, que se encuentra apoyado en una superficie inclinada.

Solucion :

*Ma=0 Fr2RCosa-H2RSina-PR=0
F, = (H Sin a + P/2)/ Cos a

Los momentos son

0<0<T12 M; = R SinB(HCosa + FrSina) + R(1 — Cosa)(-HSina + Fr Cosa)

mw2<0<m M. = R Siny(HCosa + FrSina) + R(1 + Cosy)(-HSina + Fr Cosa)
-PRCosy

con y=T-0

Simplificando M, = (R/2)(P +P Cos8+2H Sin6/Cos a + P Tan a Sin 6)

La deformada

™ am T oM
5=L j M, Rag + j My(®M2)Rag
EI 0H 0H
0 72
Reemplazando y simplificando
_ PR® (2Cosa + 15ina)

o 2
EI 4Cos a

9.19.- Una barra curva delgada AB de forma semicircular esta articulada en Ay
simplemente apoyada en el extremo B una carga distribuida que actia en direccion
radial, como se muestra en la figura, provoca que el extremo B se desplace
horizontalmente, determinar una expresion para calcular éste desplazamiento.
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Solucién :
Considerando una fuerza ficticia H y de la estatica
| 271/3 4R
R, 3 JqRSm@W 5
/3
Los momentos son
0<@<T1U3 M;=(qR2/2) (1-Cos ® —HR Sin @

M2=;3 -q-Rz— 1 -q-Rz-CO{G) - HRsin(6) + 1 -q-Rz-c0{9)2+ 1 V\E-q-Rz-sir(e)
T3 < @< T2 8 2 2 2

1 /3 oM 2 oM
5=L JMI(—I)Rd9+ j My(®M2)Rag
el I o oH

La deformada /3

Reemplazando y simplificando
_qR* (1+2:3m)
EI 24

o=

9.20.- La barra mostrada en la figura, se encuentra sometida a la accion de la carga
uniforme g en direccién vertical, determinar una expresion para calcular el
desplazamiento del extremo apoyado, considerando que el apoyo tiene una inclinacion
de 173.

o

| |
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7D

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

v

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



Ri.—gRmm+qRa+FrCosa+HSina=0

_HCosa —qR7Sina + qRaSina + qR — qRCosza' +H

1+Cosa

_ qRm-qRa +qRSinaCosa — HSina

1+ Cosa

_ qRm-qRa —qRSina — HSina

Rh =
de donde

RV

F,

R h=*

F r=ﬁ
con o=1v3 9
El momento

R V=g-q-R-T[+%w/;q-R ~lufs
3

1+Cosa

H +§-«/§-q-R-T[f %-q-R

W =

-q-R-T[f%- 3:qR -

W =

g
M =R,R(1-Cos6)— R,RSin6 - J.qRZ(Cosw— Cos@)dgp
0

Simplificando y con H =

M =¢gR

La deformada

rtagend

o

i 1

0

2ﬁn

9

2[%’T(l - Cos6) +é(ﬁ - Cos8) - Sin6(

27m/3
ou ]

+ %) +&Cos b

M(——)Rd6
0 S
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PROBLEMAS PROPUESTOS

9.21.- Hallar las reacciones del sistema de la figura

o
H
34

/

‘ 12 T 2 {‘r

9.22.- Hallar las reacciones del sistema de la figura

P P P P

| N S |

; ™) A
77%741/4 l,z;%%;,zz/zz zziﬁzzm oz 14 727

9.23.- Hallar las reacciones del sistema de la figura

I
erTT 1
77%%1@ #;%Z—l/z 1‘ 7

b

A B C

9.24.- Hallar la deformada lineal y angular del sistema de la figura

[ 3

[
i 1”2 -i— 12—

R
7

9.25.- Hallar la deformada lineal y angular del sistema de la figura

rtagend

M7
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.
.

N
2l/3 ‘ A

Ru

9.27.- Hallar las reacciones del sistema de la figura

7,

Zi ’ Z
9.28.- Hallar las deformadas lineal y angular en el extremo libre de una viga
simplemente empotrada con una carga distribuida p = H Sin (1x/2l)

H'\
— " ‘

R

9.29.- Hallar las deformadas lineal y angular en el extremo libre de una viga
simplemente empotrada cargada con un momento uniformemente y constante m0O
7 m

9.30.- Hallar la deformacion méxima del sistema de la figura

=P- —p.
quljl\l\h\ P| /mmqﬁpa
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q,=P1

9.32.-

9.33.- Hallar las reacciones en el sistema de la figura.

g=P-L
7 mﬂﬁm

L2 ‘}

L »

9.34.- Hallar las reacciones en el sistema de la figura.

7 l mﬂmm”
e \

2L "

qa,=P1

9.35.- Hallar las reacciones en el sistema de la figura
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9.37.- Hallar las reacciones en el sistema de la figura

7 q():P'l
TI\I\I\I\ \
LL—»F—L—»TB
3L

9.38.- Hallar las deformadas lineal y angular maximas en el sistema de la figura.
7z

a()=q,x"/L’

9.39.- Hallar el desplazamiento que tiene el apoyo movil de una viga con forma
cosenoidal y carga puntual en su centro
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J 1
10 u

9.40.- Hallar el desplazamiento que tiene el apoyo movil de una viga con forma
cosenoidal y carga puntual en su centro

! v,

9.42.- Hallar las reacciones de los empotramientos del pértico de la figura

P

r

2

r J
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9.44.- En el sistema de la figura: a) Hallar el desplazamiento horizontal producido por
las fuerzas P. b) El valor de a, para que el desplazamiento sea nulo.

9.45.- Un anillo de radio “R” de alambre de acero de radio “r’ tiene una separacion de
h. Se pide la fuerza P que cierra esta separacion

iw
"y
~

——f

9.46.- Hallar las reacciones en el sistema de la figura

rtagend

| [\
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10.- PANDEO DE COLUMNAS

10.1.- INTRODUCCION

Los procedimientos de analisis de esfuerzos y deformaciones se estudiaron en detalle
en los capitulos anteriores. En este capitulo se tratar4 la cuestion de la posible
inestabilidad de sistemas estructurales.

No hay inestabilidad en barras “cortas” sometidas a fuerzas de compresion sin
embargo en barras “largas” sometidas a fuerzas de compresién hay inestabilidad y la
consideracion de la sola resistencia del material no es suficiente para predecir la falla.
Cuando una pieza larga y delgada esta sometida a compresion se verifica que la falla
de la misma ocurre mucho antes de que los esfuerzos sobrepasen el limite de fluencia
del material. Este tipo de solicitacion se conoce como pandeo

Este fendmeno se presenta en numerosas situaciones con cargas de compresion. Asi,
Placas delgadas no pueden transmitir compresién. Vigas angostas sin arriostramiento
lateral, pueden doblarse lateralmente. Tanques de almacenamiento y silos metélicos
pueden deformarse gravemente por la presion externa (viento) o interna (liquidos o
granos). Un tubo de pared delgada puede arrugarse cuando se somete a una torsion.

10.2.- TIPOS DE APOYOS

Los apoyos de las columnas son los mismos de las vigas, es decir :
- Apoyo movil

- Apoyo Fijo

- Empotramiento

10.3.- TIPOS DE COLUMNAS

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE(
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I
D

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente dg
Articulo 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electroni
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un terce



De la combinacion de estos apoyos se obtienen los cuatro tipos de Columnas basicas

—1
N
-—7
-—7

oo

a) b) c)
Fig. 10.1 Tipos de Columnas

QI S S
:

a) Extremos articulados o libres

b) Ambos extremos empotrados

¢) Un extremo empotrado el otro libre

d) Un extremo empotrado el otro articulado

10.3.- CARGA DE PANDEO DE EULER PARA COLUMNAS CON EXTREMOS

ARTICULADOS

Analizando una columna con extremos articulados

(e

\

| |

Il |

2 |

! | |
I I

! !

[ !
/ !
L/

o

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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De la estética

M = Py (10.1

N=P (10.2

Q=0 (10.3
De la ecuacion de doble integracién en flexion

d?y/dx*= M/EI (10.4

d’yldx*= -Py/El (105

d?yldx*+Py/El = 0 (10.6
La Solucién de esta ecuacion es

y = C1 Sin C2x + C3Cos C4x (10.7

d¥/dx= C1C2Cos C2x - C3C4Sin C4x (10.8

d*y/dx?= -C1C2%Sin C2x - C3C4%°CosC4x (10.9

Reemplazando 8.7 y 8.9 en 8.6

(-C1C2°Sin C2x-C3C4%CosCAx)+P(C1Sin C2x+C3Cos C4x)/EI=0  (10.10

Sin C2x(-C1022+PCl/EI)+CosC4x§-C3C42+PC3/EI):O (10.11
-C1C2°+PC1/EI=0 C2=(P/EI)"? (10.12
-C3C4*+PC3/EI=0 C4=(P/EI)"? (10.13

= Cl1Sin( ﬁx) + C3Cos( £x) (10.14
4 EI EI '

Las constantes c1 y c3 se hallan de las condiciones de borde. En los extremos de la
columna no hay deformacion.

Cuando x=0 y=0

0= C1 Sin (0)+C3 Cos(0) (10.15

0=C3 (10.16
Cuando x=I y=0

0 =C1 Sin (P/El)1/2 | (10.17

Hay dos posibilidades :
C1=0 descartada ya que anula toda Solucién

[P,

(1010
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Empleando la relacion |1=A k* donde A es el area y k es el radio de giro

2
P = n 77257
/
&)

Donde I/k recibe el nombre de relacion de esbeltez de la columna.

(10.20

10.4.- PANDEO ELASTICO DE COLUMNAS CON DIFERENTES R ESTRICCIONES
EN SUS EXTREMOS

Procedimientos iguales a los estudiados en la seccion anterior se pueden utilizar para
determinar las cargas de pandeo elastico de columnas con diferentes condiciones de
borde. Las soluciones de tales problemas son muy sensibles a las restricciones de
extremo. Por ejemplo la carga critica de pandeo para una columna empotrada en su
base con una carga vertical en su extremo libre superior, es

n’mEl
o T A (10.21
(20
En este caso extremo la carga critica es so6lo 1/4 de la de extremos articulados
Para una columna empotrada en un extremo y articulada en el otro
2
n’mEl
En tanto que para una columna empotrada en ambos extremos
2
n’rEl
P, =4—— (10.23
l

Las dos Ultimas ecuaciones indican que mediante la restriccion en los extremos las
cargas de pandeo criticas van aumentando notablemente por encima del caso
fundamental.

Todas las formulas anteriores pueden asemejarse al caso fundamental siempre que
en vez de la longitud real de la columna se utilice la longitud efectiva de la misma
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Le T T Le=LJ'2

T
/ L;’d-

L =0.7L
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P

-
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(b (c) (d)

Fig. 10.3 Longitudes Equivalentes

10.5.- FALLA POR COMPRESION VS FALLA POR PANDEO

En piezas cortas sometidas a compresion la falla ocurre cuando los esfuerzos superan
los limites de fluencia. En piezas largas y esbeltas sometidas a compresion, la falla
ocurre por pandeo a pesar de que los esfuerzos son mucho menores al limite de

fluencia

Graficamente

(e

Sy

PIA \
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En la grafica se tiene la relacion de esbeltez (I/k) como abcisa y la carga por unidad de
area (P/A) como ordenada. Entonces para elementos con relacion de esbeltez bajos la
falla ocurre cuando la carga por unidad de area es mayor a la fluencia. Para
elementos con relacion de esbeltez altos la falla se determina por la ecuacioén 8.22.

elL P

10.6.- ECUACION DE LA SECANTE

Fig. 10.5 Columna con Carga Excéntrica
Cuando una columna se encuentra cargada excéntricamente, es decir que la accion
de la carga no coincide con el eje centroidal de la columna ocurre que esta
excentricidad produce un momento inicial de magnitud Pe. En estos casos se deduce
una ecuacion llamada formula de la secante cuyo formula es
P/A= Sy /(1+(ec/k2)Sec[(1/k)(P/4Ae)1/2] (10.25
En esta ecuacion c es la distancia del plano neutro de flexion a la superficie exterior.

En la grafica se comparan los resultados de la ecuaciéon de Euler con los de la
Secante

ec/k?® =.
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PROBLEMAS RESUELTOS

10.1. Se pide hallar la carga que provoca pandeo para los cuatro tipos de columnas.
Material acero; longitud 10 m y diametro 1 cm.

Solucién :
| = Td4/64
Pcr = A T2 E (1d4/64)/12
A=1 Pcr=1.01Kg
A=4 Pcr=4.06 Kg
A =% Pcr=0.25Kg
A=2 Pcr=2.03Kg

10.2. Determinar la relacion de esbeltez critica. Encima de la cual la falla se produce
por pandeo y debajo de la cual la falla se debe a esfuerzos que superan la fluencia.

Tomar A =1, Sy = 1800 Kg/cm?2.

Solucion :
|
A
PIA \
\
Sy
Uk
Falla por compresion
P/A =Sy
Falla por pandeo
DerrlA— o2 TIANND
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10.3. En el anterior problema. Si el diametro de la barra es 1 cm cual es la longitud
que da la relacion de esbeltez calculada.

Soluciona :

| = td4/64

A=1d2/4

k = (I/A)1/2 = d2/16 = 0.0625 cm2

=k 107.3=6.7 cm
10.4. Hallar (P/A) para valores de (I/k) de 0 a 250 en la formula de Euler. Graficar los
resultados. Tomar A =1, E=2.1 E 06 y Sy= 1800 Kg/cm2

(I/K)
50
60
70
80
<)

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230

(e

P /A= A\ 2 E/(IK)?

8290,5
5757,3
4229,8
3238,5
2558,8
2072.6 9000,0

: 8000,0 Ky
1712,9 | 70000 \
14393 | 60000 I\
1226,4 | 5000,0 \\

4000,0

1057,5 3000,0 \
921,2' | 20000
809,6 1000,0
717,2 0.0
639,7 S X ® P
574,1
518,2
470,0
428,2
391,8
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30 45
100 cm T2 ™
Solucién:
SFx=0 T.Cos 30 =T, Cos 45 (i
SFy=0T,Sin30+T,Sin45=P (i
DEiyii Ty Cos 45/Cos 30) Sin 30+ T, Sin45=P (iii
T, = 0.8965 P
T,=0.732P
L, Sin 30 =100 la=200cm
Ly, Sin 45 =100 lpb =141.42 cm
Pe= A T2 EIF
Para A 0.732 P =12 2.1 x 10 6 11 (1)4/64/2002
P =34.74 Kg
Para B 0.8965 P =12 2.1 x 10 6 11(1)4/64/141.422
P =56.74 Kg
De donde Pmax=34.74 Kg

10.6. Hallar la carga maxima que puede soportar el sistema antes de sufrir Pandeo.
Material acero y diametro 1 cm

3l
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El 10.es hiperestatico por lo que se debe hallar la ec de deformadas

d, = 00°
8, = 0O0’Sin 30
d, = da /Sin 30
Tol/EA=Tl/(EA Sin 30)
,bSin30=1, ; la =200 cm
Tpla Sin 30 = T,l4/Sin 30
Ty = T./Sin2 30
Tp,=4T, (i
Deiyii 2(4T,)Sin30+Th=P
Tb =0.2P
T.=08P
Para A 0.2 P =12 2.1 x 10 6 T1(1)*/64/2002
P=127.17 Kg

Para B 0.8 P =12 2.1x 10 6 1(1)*/64/1002
P =127.17 Kg

De donde Pmax = 127.17 Kg

10.7. Si P = 1000 Kg hallar el diametro de los elementos sometidos a compresion para
evitar el Pandeo. Material acero

P P

g - P
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Por simetria Ra = Ry, = P/2 =500 Kg
En el apoyo izquierdo
SF=0 T,Cos30+T,=0 @
2R, =0 T,Sin30+R,=0 (ii
Ta =- R4/Sin 30 = -1000 Kg (Compresién)
T, =- T, Cos 30 =866.2 Kg (Traccion)

't
_, _TTEl _ ﬂlE(64)
Tu _Pcr - 2 - 2
/ (100/ Sin30)
De donde d=25cm

10.8. Se pide hallar el didmetro de la barras BC. Material acero

a

2Ty, Cos B P

Vista Lateral

Solucién :
Del 10.12 del capitulo 1 :

Tac =3163.09 Kg traccion

Tec = - 1546.56 kg Compresion — Pandeo
LBC = (152+602)1/2

Lgc =61.84 cm

Py = TCEIN =1F 2.1 x 10° (i d* /64) /P = 1546.56

dBC =155cm
Comparese con

A._—1 4Q com halladac an al canituila 1
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PIA= S, /(1+(ec/k2)Sec[(IK)(P/4Ae)1/2] (8.23

En la ecuacién no se puede despejar P/A pero si l/k

Graficando

P/A
100
200
300
400
500
600
700
800
900

1000
1100
1200
1300
1400
1500
1600
1700

LI B ec/k?
k [P/4 Sy
4E P/ A
I o el
O 7 S T
AF Prd

4553 4536 4467 4382
321,9 3194 3091 2962 2000
262,8 2595 2461 2292
2276 2235 2069 1856 1500 —0.1
2036 1986 1785 152,4 \ 05
1859 1799 1560 1239 | 1000 \ 1
1721 1651 1366 96,5 500 e
161,0 1528 1188 659
151,8 1421 101,2 00 0 : :
1440/ 1325 821 00 2000 4000 6000
137,3 1235 58,3
131,4 1146 0,0
126,3 1051
12,7, 940
1175 784
1138 46,6
1104 00

Notese que la curva de Euler es la de la secante con ec/k2 =0

(e
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PROBLEMAS PROPUESTOS

10.10. Que ancho debe tener una barra cuadrada para que no se produzaca pandeo
para los cuatro tipos de columnas. Material acero, carga 100 Kg. y longitud 10 m

10.11. Determinar la relacion de esbeltez critica para los cuatro tipos de columnas.
Encima de la cual la falla se produce por pandeo y debajo de la cual la falla se debe a
esfuerzos que superan la fluencia. Sy = 1800 Kg/cm?2.

10.12. Hallar el diametro de una barra circular solida que tiene la misma resitencia al
pandeo que otra hueca con didmetros externo e interno D y d respectivamente

10.13. Hallar (P/A) para valores de (I/k) de 0 a 250 para los cuatro tipos de columnas
en la formula de Euler. Graficar los resultados. Tomar E = 2.1 E 06 y Sy= 1800
Kg/cm2

10.14. Si P = 1000 Kg hallar el diametro de los elementos sometidos a compresién
para evitar el Pandeo. Material acero

10.15. Hallar la carga méaxima que puede soportar el sistema antes de sufrir Pandeo.
Material acero y didmetro 1 cm

12
\7L,7
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—

100 cm

‘ 30 30

— c —

10.17. Hallar la carga méxima que puede soportar el sistema antes de sufrir Pandeo.
Material acero y diametro 1 cm

10.19. Graficar la relacion fuerza sobre area P/A vs relacion de esbeltez I/k utilizando
la formula de la secante. Tomar ec/k2 = 0, 0.1, 0.5 y 1. Sy = 3000 Kg/cm?
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