TEORIA DE CAMPOS ESCALARES Y CAMPOS
VECTORIALES

MIGUEL ANGEL PASCUAL IGLESIAS
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GUION DEL TEMA

1.- Campos Escalares y Vectoriales.

2.- Superficies de nivel de un campo escalar. Linea de Campo de un campo Vectorial.

3.- Gradiente de un campo escalar. El operador Nabla o Hamiltoniano.
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9.-El operador Laplaciana. Laplaciana de un Escalar y Laplaciana de un campo Vectorial.
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1.- Magnitudes escalares y vectoriales

2.- Magnitudes fisicas fundamentales y derivadas. Sistema internacional de unidades.
Homogeneidad de las ecuaciones fisicas.
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1.- CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

Se puede establecer una correspondencia entre los puntos de un espacio fisico y las medidas de las magnitudes fisicas
que en ellos tienen existencia. Mediante esta correspondencia se pueden definir en dichos puntos funciones escalares
o vectoriales.

Al conjunto de valores de estas funciones se le suele conocer con el nombre de Campo Escalar o Campo Vectorial.

Si los campos son independientes del tiempo se llaman Campos Estacionarios, y si la magnitud vectorial o escalar es
la misma en todos los puntos Campos Uniformes. Un campo sera Estacionario y no Uniforme, si no cambia su valor
en el tiempo, pero es distinto en cada punto del espacio en que exista, por ejemplo el campo de velocidades de las
particulas de un fluido, en un canal en régimen regular. Igualmente un Campo puede ser Uniforme y no estacionario o
bien Uniforme y estacionario.

Caracteristicas de los Campos Escalares y Vectoriales

a) Univaluados.- El valor de la magnitud escalar o vectorial asignada a cada punto es tnica.

b) Acotados.- Existe un niumero tal que la magnitud del campo es menor.

¢) Continuos.- Los valores del Campo en un punto son independientes de la direccion por la que nos acerquemos y
coincide con el valor del campo en el punto.

d) Lineales.- Los vectores que constituyen un campo de dimension n, se pueden expresar como combinacidn lineal
de n vectores.

e) Diferenciables.

2.- SUPERFICIES DE NIVEL DE UN CAMPO ESCALAR. LINEAS DE CAMPO DE UN CAMPO VECTORIAL

Superficie de nivel de un campo escalar

Es el lugar geométrico de los puntos a los cuales corresponde un mismo valor del escalar en un instante dado. Si el
campo viene dado por a (x,y,zt), la superficie de nivel vendra dada por a (x,y,zt) = C. Para cada valor de C, tendremos
una superficie de nivel, por tanto conociendo el valor del campo en un punto, conocemos el valor del parametro de la
superficie de nivel que pasa por ese punto.

Lineas de campo (campo vectorial)

Son lineas tal que en cada uno de sus puntos el campo vectorial es tangente a ellas. Dos lineas de campo no se pueden
cortar (univaluado).

Linea de fuerza
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3.- GRADIENTE DE UN CAMPO ESCALAR. EL OPERADOR NABLA O HAMILTONIANO

Gradiente de un campo escalar a (x,y,z,t)

Calculemos la relacién existente entre el valor del campo en un punto y el valor en otro muy préximo, en una direc-
ci6n determinada y en un instante dado.

Sea a(x,y,z), una campo escalar de valor perfectamen-
te determinado en cada punto del espacio y por tanto
en los puntos 1y 2 de la figura, muy proximos entre si
y situados respecto al sistema de referencia por los

vectores de posicion T y T + AT .

La variacion del campo escalar a (x,y,z), se puede

expresar como Aa = Sa AX + a Ay + Za Az

a A T+ AT X YA

z En el limite cuando AX, Ay, Az tienden a cero se
ay 'y debe poner :
a
X oa oa oa
da=—dx+—dy+—dz
X OX 0z

La expresidn anterior, puede verse como el resultado de realizar el producto escalar de dos magnitudes de caracter
vectorial (vectores), como son:

oa oa oa

—0u,+—0,+—0,=grad a que vamos a denominar gradiente de a

oX oy ¥ oz

4 — — —
y el vector desplazamiento dl = dx ux+dy uy + dz u;,

R
por tanto se puede expresar como da = grad a « dl

El Gradiente es un operador de caracter vectorial, que representamos por grad o por el simbolo V llamado nabla y

0 -
cuyas componentes son: grad = V= — u,+—u,+_—u,
OX oy 0z

La aplicacion de nabla a un campo escalar o el calculo del gradiente de un Campo Escalar supone obtener un vector,
cuyas componentes son las derivadas del Campo Escalar respecto a X, y, z respectivamente.

Direccion y sentido del Vector Gradiente
Se toma como direccidon del vector gradiente, aquella en que la funcién escalar alcanza su maximo valor.

S

Consideremos una superficie de nivel a (x,y,z) = Cte. y en ella una trayectoria, el vector desplazamiento dl sera tan-

gente a dicha trayectoria y a la superficie de nivel. La variacidon del campo escalar a, a lo largo de dicha trayectoria es
-

cero por estar esta, la misma, contenida en una superficie de nivel, con lo cual resulta que da = grad a. dl sera cero,

como el vector grad a y el vector dl son, en general, distintos de cero, deberan ser perpendiculares y por tanto grad
a tiene que ser un vector perpendicular a la superficie de nivel.

El sentido del vector gradiente es hacia valores crecientes de la superficie de nivel.

FACULTAD DE INFORMATICA DE MADRID. DATSI
© MAPI 2010. TEORIA DE CAMPOS 4



Sentido fisico del gradiente

A
4

P ‘ Consideremos un mapa de isobaras. Del punto A de la isobara Py, se puede ir a cualquier
punto de la isobara P;, ahora bien la mayor variacién por unidad de longitud, corresponde
@ al camino AB, que es perpendicular a las indicadas isobaras y en la direccién que corres-

ponde al gradiente.

Por tanto el gradiente de una funcidn escalar, nos da cuenta de la variacion espacial de esta funcidn e indica la direc-
cién en que hay que desplazarse para conseguir la variacion mas rapida.
Su sentido como se ha dicho anteriormente, es hacia valores crecientes de la funcion escalar.

Vector gradiente.-
Direccion: En cada punto la perpendicular a la superficie de nivel que pasa por él.
Sentido: El de crecimiento de la funcion escalar.
Moddulo: El de la derivada de la funcidon en esa direccion y sentido.

Ejemplos:

1.-SeaV=Xseny +y. Calcular el vector gradV y el valor de su médulo

d(x seny +y) — d(x sen y+y) — d(x seny +y) —
( yy)u+ yyu_l_( yy)u

R- GradV= V V= ™ X 2y v A z

Grad V= seny U, +(x cos y+1)u,+ 0 U, ; |Grad V|=/ (seny)?+(xcosy+1)2

2.- Hallar el vector unitario, normal a la superficie X.y+Yy.Z-X.Z =7 enel punto (1,3, 2).

R.- Al ser el vector gradiente de un campo escalar perpendicular a la superficie de nivel, el vector normal a las super-
ficie dada se pueden hallar obteniendo el vector gradiente de dicha superfici.

El Vector normal a la superficie -X.y+y.Z-X.Z=18 serdelvector Grad (x.y+y.z-x.z- 18)=

x.y+y.z-xz—-18) +6(x.y+y.z—x.z—18)_, +6(X.y+y.z—x.z— 18)_
ox Ux dy Uy 0z W=

(-2)dx + X+ U, + (y-x)d, =3a; portanto a(1,3,2)= uy + 3, +21,

El vector unitario de un vector, se obtiene dividiendo cada componente entre el médulo del vector.

El vector pedido, sera el vector unitario del vector gradiente a obtenido:

U, = Uy +—=1, +

— u
a " Jia 14 z

2l

1
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4.- CIRCULACION DE UN CAMPO VECTORIAL F (X, Y, Z). CAMPOS CONSERVATIVOS

Considérese, una cierta region del espacio donde existe un Campo de Vectores F (X,Y,Z), se define la circulacion de
Falo largo de una curva y del campo, entre los puntos Ay B como:

=3 - B -
- C=[Fedl =] (Xdx+Ydy+Zdz) Siendo: dI = (dx, dy,dz)
dl
B

Caso Particular e Importante

S Us
Si F =grad U =VU, la circulacién se puede poner como C = J grad U.dl = j dU=Ug- Ua
Ua
Y
Introduciendo un nueva funcién escalar Vtal que V(x,y,z) =-U (x,y, z ) tendremos que

Ug V.
C= f dUu =- ,[VBd V =Va- Vg; Silacurvaes cerrada Va= Vs yen consecuencia C = gﬁ dv=0
Ua A

aV(x,y,z) selellama potencial escalar del campo de vectores y se dice en este caso que el campo de vectores F deri-
va de un potencial escalar V(X,y,z).

Si un campo de vectores deriva de un Potencial Escalar V, se cumple que:

a) Elcampo esigual al grad V cambiado de signo.

b) Lacirculacién del campo vectorial a lo largo de una curva es independiente del camino, inicamente depende del
valor del valor del Potencial Escalar en los extremos de la curva.

c) Lacirculaciéon alo largo de cualquier curva cerrada vale cero.
V (x,y,z) = cte. representa una superficie equipotencial.

Campos Conservativos

Sila circulacién de un Campo Vectorial alo largo de una curva es independiente del camino que se siga y inicamente
depende de los puntos inicial y final el Campo se llama CONSERVATIVO.

Para todo campo CONSERVATIVO, se puede encontrar un campo Escalar del cual deriva.
Se cumple asi mismo que si un campo vectorial deriva de un campo Escalar, el campo vectorial es CONSERVATIVO.

Direccion del campo

Vg
B = -
La circulacién entre dos puntos A y B de una superficie equipotencial sera: fA F e dl==- '[V dV=Vs- Vg=0 ya
A

que al ser la superficie equipotencial V4 =V3. Por tanto el campo es normal a las superficies equipotenciales.

FACULTAD DE INFORMATICA DE MADRID. DATSI
© MAPI 2010. TEORIA DE CAMPOS 6



Sentido del Campo

Sean dos superficies equipotenciales muy préximas con valores V' y V + dV.El campo esnormalaV y a V+dV y

i B ; V+dVv por tanto tangente a AB. Como ff F. dl :f\erdV (-dV) = V-(V+dV) = -dV.
F
A~Y Al ser dl tangente a la trayectoria y dirigido hacia B, resulta que la direccién del

\Y

campo es hacia hacia potenciales decrecientes.

5.- REPRESENTACION VECTORIAL DE UNA SUPERFICIE

El médulo del producto vectorial de dos vectores d y b , sabemos que representa el drea del paralelogramo forma-
do por los médulos de los dos vectores como lados. Este hecho sugiere la posibilidad de asociar un vector a un area.
= Consideremos la superficie plana S de contorno L orientado. Por convenio, dicha su-
S perficie la podemos representar por un vector S de magnitud igual al area de la su-
perficie, de direccidon perpendicular al plano que la contiene y de sentido el dado por
la regla de la mano derecha, cuando recorremos el contorno, segin su orientacidn.

Componentes de S

Las Componentes de S, segin los ejes de coordenadas, son iguales a la proyeccién de la superficie sobre los tres planos
de coordenadas y coincide con las del vector S segtin los ejes.

Superficie no plana

En este caso el valor de la superficie total, no coincide con la magnitud del vector S, obtenido sumando los vectores
correspondientes a dividir la superficie en superficies planas.

Superficie cerrrada

El vector que representa una superficie cerrada es nulo, ya que dividida esta en n superficies planas cada una de estas
superficies puede representarse un vector perpendicular a la misma y de sentido hacia fuera. Al sumar todos los vec-

5
tores para obtener el vector S representativo del area total , se obtiene un vector nulo, ya que cada uno de los n vec-
tores superficies tiene su correspondiente, con el que se anula.
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6.- FLUJO A TRAVES DE UNA SUPERFICIE . FLUJO DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea una superficie S situada en un campo vectorial F, se llama flujo elemental del campo a través del elemento de

superficie dSad o= F-ds F A g3
El flujo total a través de la superficie Sserda ®= ff F.ds S
S

siF=(XY,2) v dS = (dsx ,dsy ,ds, ) entonces ¢ = [[sX dSs +Y dS, + Z dS,

El flujo a través de una superficie, representa cualitativamente, el nimero de lineas de fuerza que atraviesan dicha
superficie.

El flujo serda maximo cuando la superficie sea normal al campo. El flujo sera nulo, cuando la superficie sea paralela al
campo.

El vector superficie d§, se considera perpendicular a la superficie, su médulo el valor de la superficie dS y su sentido

como positivo, cuando atraviesa la superficie de dentro a fuera.
m

Sentido Fisico del Flujo F
Supongamos que F es algo que se mueve, entonces el flujo es la cantidad de ese algo que sale o entra a través de S.

Por ejemplo , en el movimiento de un fluido F puede representar la velocidad del fluido. El Flujo sera la cantidad de
fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo.

El Movimiento del fluido serd ESTACIONARIO, si al considerar la superficie cerrada, la cantidad de liquido que entra (
de fuera a dentro), es la misma que sale. En este caso se dice que el flujo es CONSERVATIVO.

En el interior de la superficie se dice que: a) Hay Manantiales, si Sale mas flujo que entra.
b) Hay Sumideros, si Entra mas Flujo que sale.

El Flujo a través de una superficie, depende solo del contorno que la limite, no del tipo o forma de la superfi-
cie considerada para calcular el flujo.
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Ejemplo.- Consideremos un campo vectorial dado por F=X Ux+y Uy + Z Uz, que representa el vector de posicién
, en cartesianas de un punto cualquiera en el espacio P ( X.y, z), se pide:
a) El flujo @ del campo vectorial dado, a través del paralelepipedo de aristas a, b y ¢, que tiene un vértice en
el origen de coordenados y tres de sus planos coincidentes con los planos Z =0, X= 0 e Y=0, segiin se vé en
la figura.
b) La circulacién del campo vectorial dado a lo largo de los caminos OCBA, OCDA, OEDA, OEFA, OGBA,
OGFA.

a) &= gﬁﬁ 7+ ds ; donde s es la superficie del paralelepipedo.

TZC En las caras que estan sobre los planos Z =0, X= 0 e Y=0, el campo vectorial Py el

(0,0,0) ; B elemento de superficie dS , son perpendiculares y el flujo es nulo, por tanto ®ogre

b : = @®ogpc = Pocpe = 0.
i P(k.y1) Flujo a través de la Cara ABCD
% s Su elemento de superficie es dS, = dx dy U, ; ®apeco = [fs, T*ds , =
] _ __4

e O — — — —
(2,0,0)| .- (0.b,0) ffSZ(XUX +YU; +ZUyedxdy,= ffs Zdxdy = foacdxfob dy = cab
E F -
X Los flujos a través de las caras ABGF y AFED, se calculan de forma similar resul-

tando: Papge = bac Yy Dappr = abc .

D15 = Pocre + Pocee + Pocoe + Pascp + Parcs + Paver = 3abc =3V

Siendo abc =V, el volumen del paralelepipedo.

b) Circulacién C= [ Te di » siendo y el camino recorrido.
Y

A lo largo del camino OCBA

Cocea=[ _I’"df=foc—’r-df+ [Toedi+ [Tedi= [zedz+ f‘?y- dy + f:x- dx

0
OCBA cB BA

c2 + b% + a?

2
2 2 2
A lo largo de los caminos OCDA, OEDA, OEFA y OGBA el resultado es el mismo, ¢ = c“’% por tanto se

puede pensar que el campo vectorial T es CONSERVATIVO, y asi es en efecto, si bien habria que demostrar que la

Integrando se obtiene: C ocga =

circulacién entre el punto O y el punto A, tiene siempre el mismo valor independientemente del camino seguido. Mas

adelante veremos que basta probar que el campo ¥ es IRROTACIONAL, para que quede demostrado que es
CONSERVATIVO.
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dz

7.- DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL. TEOREMA DE GAUSS. CAMPOS SOLENOIDALES.

N
Consideremos el campo, vectorial F = (Fy , Fy , F, ) y vamos a calcular su flujo a través de una superficie cerrada en
cuyo centro 0 consideramos el campo. Como superficie cerrada vamos a tomar un paralepipedo elemental, de lados

dx, dy, dz.
El flujo elemental total, sera la suma de los flujos elementales a través de las

seis caras del paralepipedo.
z
JFy dx 6F dx

- dd, = (Fy + 25 )dy dz — (F, -2 )dy dz
Fz Fx
dFy d dFy d
Fa 0 1 ddby = (Fy + 52 -2)dxdz — (Fy - 325 )dxdz
s
ax Y aF, dz dF, dz
ay do,

El flujo total serd:  d G=dd,+dd,+dd,= (2> + aa—Fyy +2 ) dx dy dz

dF
Como el diferencial de volumen dV = dx dy dz, se puede poner d &= (% +-- 9%,

0x dy 0z ) dv

Se define la DIVERGENCIA del campo vectorial F como: divF = o _ 9y + oFy + aaﬁ =Ve F
Z

dv ax ady

Otra definiciéon de Divergencia

S
Consideramos que en una cierta region del espacio, existe un campo vectorial F, que representa por ejemplo la velo-
cidad de movimiento de un fluido.

Tomemos un cierto volumen V y dividdmoslo en volimenes elementales, de forma que en cada uno de estos volime-
nes haya un solo manantial de campo. Tomemos como unidad la cantidad de liquido que mana de cada manantial en
un instante de tiempo arbitrario. Estos manantiales seran asf unitarios.

La cantidad de liquido que sale a través de una superficie genérica S, contenida en dicho espacio, que limita el volu-
men V sera:

q>=gfjé?-d_s’

Si p esla densidad de manantiales unitarios, es decir el nimero de manantiales por unidad de volumen, entonces la
cantidad de liquido que se crea en un volumen V limitado por una superficie S, serd pV.

Por tanto O=¢F eds= pV

Se define la divergencia como la densidad de manantiales por unidad de volumen, es por tanto una funcién escalar.

divF =p=limy_, ; ¢§ Feds
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Campos Solenoidales

—_
Si divF = 0, no existen manantiales ni sumideros de campo, las Lineas de Campo o Lineas de Fuerza, son cerradas y

el campo se denomina SOLENOIDAL.

La condicién necesaria y suficiente para que un campo sea solenoidal, es que el flujo a través de cualquier superficie

que se apoye en el mismo contorno sea el mismo.

Si el flujo de un campo SOLENOIDAL a través de una superficie cerrada, es cero, ya que el flujo a través de una parte

de dicha superficie, es igual y contrario al flujo a través del resto.

TEOREMA DE GAUSS

Sigamos el razonamiento de “otra definicion de divergencia”.

El nimero de manantiales unitarios contenidos en un elemento de volumen dv, limitado por la superficie ds se pue-

de poner como:

pdv =div F dv

Como cada manantial unitario proporciona un volumen unitario, el flujo a través de ds sera:

-

do= F ods e igual al flujo producido en dv que es p dv Por tanto divF dv=F «d§ obien

1f divF dv = i) F o ds que constituye el TEOREMA DE GAUSS
S

Ejemplo:

Como aplicacion del teorema de Gauss, verificar que el flujo del campo vectorial T =X Ux+ Y Uy + Z U, que represen-

ta el vector de posicién en cartesianas de un punto cualquiera en el espacio P ( X.y, z), a través de cualquier super-
ficie cerrada, es tres veces el volumen encerrado por dicha superficie ( resultado que se obtuvo en el ejemplo anterior).

) i . > dx 0 dz
Calculemos el valor de la divergencia: divi= Ve F = P + % + Pl 3

fffvdiv? dv = fffv3 dv = 3V y segln el teorema de Gauss ff_{/ divF dv= gﬁﬁs F o ds, flujo del campo vec-

torial ¥, luego gﬁﬁs_)Fod§ =3V
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8.- ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL. TEOREMA DE STOKES.
Y, dl

Considérese un fluido en movimiento de rotacién. Si F es el vector que representa la
velocidad del fluido; se define la circulacion de Falo largo de una linea cerrada y con-
tenida en la regién donde est4 el campo F como C= § FYO dl.

Normalmente, las particulas del fluido, se limitan a describir curvas cerradas alrededor de un eje, que consideramos
normal al plano que contiene las trayectorias de las particulas.

Ocurre a veces que las particulas experimentan un movimiento ascendenten de translacion (movimiento de remoli-
P
no), cuando sucede esto, existe ademas del campo F otro campo de vectores que llamamos rotacional y que repre-
— e
sentaremos por E =rot F.

rotF | inea de fuerza
Punto de remolino

s

La circulacion del Campo F alo largo de la linea cerrada, que se indicé anteriormente, se con-
—

sidera positiva, si coincide con la indicada por rot F

_

Sean las lineas de fuerza del vector rot F . Se llaman puntos de remolino, a la interseccién de
P

dichas lineas de fuerza con la superficie, normal arot F .

Dividamos la superficie S, en una serie de n superficies elementales. La circulacién total, a lo largo del contorno de la

superficie S, se puede poner como suma de las circulaciones a lo largo del contorno de cada superficie elemental, o n
veces una de ellas ya que son iguales, C = n G;j.

Las Celdillas que resultan al dividir la superficie S, son tales que Gnicamente, son atravesadas por una linea de fuerza,
luego cada celdilla contiene un solo punto de remolino.

Tomando como circulacién unitaria, la de cada celdilla, se define el rotacional del campo vectorial F, rot F como la
Densidad Superficial de Puntos de Remolino en la superficie S. Como hay tantos puntos de remolino como celdillas y

tantas celdillas como circulaciones elementales, cuya suma es C =_<ﬁ F odl; se puede expresar el rot deF, como: rot
—_— . 1 —_ > Y
F=lims_,, g ¢ Fedl

Determinemos las componentes cartesianas del vector rotacional

Pensemos en un punto P de coordenadas X, y situado en un campo vectorial. Considerese un cuadrado elemental de
dimensiones dx , dy de manera que el punto P (X,y), esté en su centro geométrico. en una regién donde esta defini-

do un campo vectorial cuyo valor en el punto P(x,y) es F(X,y,z) deseamos calcular la circulacién de este campo vec-
torial a lo largo del cuadrado.

y
4 4 < 3 Supongamos que el valor del campo no cambia sustancialmente a lo
largo de cualquier lado del cuadrado, ya que este es de dimensiones
v / elementales. Para calcular la circulacion a lo largo del cuadrado, tene-
dy P(x,y)¢ mos que conocer el valor del campo vectorial en cada lado.
F(Fx,Fy,Fz)
/! . ) El valor del campo vectorial en los diferentes lados sera:
dx
» X . dF x dy OF x dy
- pucA . + — =
Lado12: F 7 2 Lado 34: F, 57 2
dFy dx dFy dx
. 4 OFy & . _OFy dx
Lado23: Fy+—-=> Lado4l: Fy- —- <
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Pensando que la circulacién elemental a lo largo del camino elemental dX, es el producto escalar del valor del campo
vectorial en dX por el vector dX, podemos expresar la circulacion a lo largo de nuestro cuadrado elemental cuando se

recorre en el sentido marcado (contrario a las agujas del reloj) como :

dCz=dC 12 +dC23+ dC34+dC41

OF x d_y
ay 2

) dx+ (Fy+ ZL ) dy+ (Fu+ T+ (Fy- TEF)(dy)=

dC. = (Fx- 2 X 2

a Fy a Fy _ OFy_ aFX aFy 6FX
-28 dy dx+ 2 dxdy = (2 )dxdy = (25— 2% ) |,

Componente z del rotacional de F

Siend0| S| =dx dy el area elemental del cuadrado en el planoz=0.

Si hacemos lo mismo en el planoyz (x=0) y el zx (y = 0), obtendremos:

(—— — ) lasx | y dC«= (—— — ) |dSy| Componentes x ey del rotacional de F

El rot del campo vectorial F se puede expresarse Matematicamente como :

U, U, u,
— .= la a a8 | _ an aFy (apx an) aFy an
rot F =Vx F = dx ody 0z - ) Ux z ax ( ) U,
F, Fy Fy
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TEOREMA DE STOKES

Como el valor de la circulacién del campo a lo largo de una linea cerrada, nos da el niimero de puntos de remolino
sobre la superficie que encierra dicha linea y se ha definido el rotacional, como la densidad superficial de puntos de
remolino, si consideramos una superficie ds limitada por un contorno dl el nimero de puntos de remolino se puede

- - — -
poner como: rot F e ds biencomo F edl yparauna superficie s limitada por un contornoy :

%Tf edi=[/ rot F eds TEOREMA DE STOKES
S

Teorema de Stokes.- La circulacién del campo vectorial F a lo largo de una linea cerrada, es igual al nimero total
de puntos de remolino sobre la superficie que limita dicha linea.

El campo rot F, es solenoidal, pues se cumple que div rot F = 0; lo cual se puede verificar aplicando conjunta-
mente el teorema de Gauss y el de Stokes, a una superficie cerrada ( contorno cero y = 0) como se puede ver a conti-
nuacion:

gﬁﬁs rot F eds = fﬂ; dlv(rot F)dv = 'Y dl = 0 se obtiene que fg div (rot F ) dv = 0 siendo s
una superficie cerrada y en consecuencia div rot =0

Esto supone que el campo rot F, es solenoidal y por tanto sus lineas de fuerza son cerrados, lo cual indica
que rotF, no tiene sin manantiales ni sumideros de campo, separados.

Conclusiones

a) El nimero de puntos de remolino situados sobre dos superficies, que se apoyan en el mismo contorno es el mis-
mo

-
b) El campo rotF, es solenoidal. Sus lineas de campo son cerradas, no es posible la existencia de manatiales o su-
mideros de campo, de manera separada, unos de otros.

Campo Irrotacional
Si un campo vectorial F cumple que la circulacion a lo largo de cualquier linea cerrada es cero 9SY_F) edl =0 se dice

que el campo F es IRROTACIONAL y deriva de un potencial escalar, o lo que es lo mismo, el campo Fes
CONSERVATIVO y se puede expresar como el gradiente de un campo escalar "que llamamos su potencial escalar.
Si el campo F es IRROTACIONAL mediante el teorema de Stokes, § F di=o0=Jf rot F ods se verifica que

en todos sus puntos rot F=0.
Recordar-.- Si un campo es Irrotacional:

a) Es Conservativo.

b) Se puede expresar como el gradiente de un campo Escalar que denominamos, Potencial Escalar.
c) Su Rotacional es cero.

d) Para demostrar que un campo es CONSERVATIVO, basta verificar que su rotacional es cero.

Ejemplo.- Calcular el rotacional del campo vectorial ¥ = X Ux+ Yy Uy + Z U, que representa el vector de posicién
, en cartesianas de un punto cualquiera en el espacio P ( X. Y, 2).

U, U, u,
- _ - _ a a a _ 0z dy.— (6x 62)—> (6y 6x)_>
rotr =Vxr = ax ay oz| ‘ay Bz)ux+ az ox Uy + ax dy u,
X y z

Se trata por tanto de un campo irrotacional y en consecuencia T es CONSERVATIVO.
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9.- EL OPERADOR LAPLACIANA. LAPLACIANA DE UN CAMPO ESCALAR Y LAPLACIANA DE UN CAMPO
VECTORIAL

Se define el operador LAPLACIANA A como el operador nabla aplicado escalarmente al mismo operador nabla. Es por
tanto un ESCALAR.

o . o o . 0. 0. 0. 2 2 2
A=V°V:(&UX+EU)’+§ z).(&ux_'_@uy_'_auz): %4‘% +6_6Z
Veamos como actua sobre campos escalares y sobre campos vectoriales:
Laplaciana de un Campo Escalar V ( x,y, z)
2
2 v a2v a2v
AV=VeVV =V-V =
’ ax2+ ay? + 0z?
Laplaciana de un Campo Vectorial F = Fx Ux+Fyuy+F,u,
2= 2= 25 2z 2g 2=
- — 2+ O0°F 0°F 0” F 0°Fy — 9 Fy 0°F, -
AF=V eV F =V F= = u —u Tu
* 6x2+ 6y2 T 9z2 (axz x+ 0x y y)
— 2—> - 2_> - 2—)

92 Fy — " F _, 9 F, dFy — dFy _, 3 F,
+( 92y X 92y y T a2y Uz +( 6z2uX+ 9z2 y T 9z2 Z)
Agrupando quedara:

2 2 2 2 2 2
- - o a°F d F d F\ = 0 F a F 0 Fy -
AF:V-VF:VF:( X > ") ( 2 . yu)
) + a Y + az? xt a X2 + aY? + azz Y +
(BZFZ d %F, a°F, )_)
9 x2 9 y2 0 z2 z

Laplaciana de un vector

AF=VeVF=V?F Ux+ V? F,Uy+ V? F, U, =AF Uy + AF, Ux+AF, Uy

Ejemplo.- Calcular la LAPLACIANA del campo escalar % , siendo r el médulo del vector de posicion, en cartesianas,

de un punto cualquiera P ( x. y, z), del espacio. r=/x?+ y%+ z?
1 1 1
. 11 0 L ah e
Ar=VeV-. V-= Uy + Uy + u, (1) Calculemos las derivadas parciales:
r r dx dy 0z
1 1 1
6(—) d(z)ar 1 ar 1 X 1 x X a(L y 0(2) z
Lo = — —=— —=- — ———=- — -=- — deigual manera: —~ =- =; —=-—
ox dr  9x r? ox r2 x2+y2472 r2 r r3’ ©dy 3’ 0z r3
) _ X o Yy o Zo _ Xdyx +YUx+ZUx iy
Sustituyendo en (1) queda : VF =-3 u - 3 Uy~ 3 u,= - 3 = -3
1 0¢-%) 0¢-%) a¢%) 3%+x3r2 X 334y3rr ¥ 3094 932 Y 3343042
At=vev-=—F—4+ T 4 T - L+ L+ L= =
r 0x oy 0z ré ré 6 ré
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10.- OPERACIONES CON EL OPERADOR NABLA.
Sean @ y yr dos campos escalares y € una constante.

grad (cp)=cgrady; grad(@+P)=V(p+P)=Ve+V{y ;
grad(@y)=V(peP)=yVeo + VY

grad (F+G)=V (FeG)=(FeV)G+(GsV)F + Fx(VxG)+ Gx(Vx F)

div(cF)=cdivF; div(F+G)=Ve(F+ G)=VeF+VeG
div(pF)=Ve(YF)=FeVy+y V oF

div(FxG)=Ve(FxG)=-FeVxG+ GeVxF

= = =

rot (cF)=crot F; rot (FxG)=Vx(FxG)=F (VeG)+(GeV)F-G (Ve F)- (FeV)G

rotxrotﬁ=Vx(Vxﬁ)=V(V-l_f)—V F 2

grad div F =0; divrot F=0; rot grady =0 grad div rot

RECORDAR

0 . 0 . o _

v’ OPERADOR GRADIENTE O NABLA  grad = V= —10, +—0, +—0,
OX 0z

OPERADOR LAPLACIANA A=Vey =v°= 0’ 4ol af

=VeV =V =72 top2t572

v' Grada= Va (vector); Div F=Ve F ( escalar); rot F=Vx F (vector)

v' TEOREMA DE GAUSS: [[fdivF dv=¢f F «ds
v' TEOREMA DE STOKES 56Y_F’ odi = I, rot F «ds

v Grada= Va (vector); Div F=Ve F ( escalar); rot F=Vx F (vector) .
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