Soluciones Hoja 3. Pedro Balodis

Problema 2. Decidir la convergencia escribiendo las series como sumas telescépicas
y calcular la suma cuando sea posible:

a) S= fo:zlognilz Si z,, = log
parciales de S son, para n > 2:

nL—i—l’ Zn = logn —log(n +1). Asi, las sumas

n+1

Z logj—log(j+1)) = [Zlogj] — [Zlogj] =log2 —log(n+1)
=2 j=2 7=3

(hemos usado que Z;l:z log(j+1) = Znﬂ log 7). Por tanto, s, — —o0, luego
S es divergente

1 1
b) S = — Siz, = ——, d iendo x, binacié
) > T ix T o) escomponiendo z,, en combinacién
1 1
lineal de fracciones simples, z, = (1/2) { — } Entonces, sus sumas
n n+2

parciales S,,, n > 1 son:

11 1
s = 3%[5 )

de dénde S = lim, o S, = 3/4.

c) S=>,",(=1)": Las sumas parciales de S,,, n > 0 son

B e G DL
S”_2_{

1

0, m impar

, m par

que no tiene limite, luego S es divergente (también podia observarse ésto
simplemente notando que no se cumple que z,, — 0.)

Problema 3. Calcular las siguientes sumas, justificando su convergencia:

- 4
1. S=>", En' Tenemos
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2. S5=3"004-(0,1)" + (—0,7)"]: Tenemos S = 451+5, siendo S1 = Y oo (0, 1),
Sy =307 5(=0,7)™ dos sucesiones convergentes (y una combinacién lineal de
sucesiones convergentes es convergente a la combinacién lineal de las sumas).
Por tanto:

1 10 1 10 40 10
S Ry S R BN
- — _1_7
10 10

3. 8= 2% §=3" r" r=n'2e7!. Puestoque 2 < e <3 < T <4,
1/2
0<r< - = 1, luego S es convergente con

r _
S = , r=ml/2e71
r

Problema 4. Probar la divergencia, con el criterio del término general (esto es, si
S = Zf;l x, es convergente, x, — 0 lo cual equivale a que si z,, no converge a 0,
S es divergente):

n—|—3 n+3

2.8 =32 V22 x, = V2n2 = 2" !/ 5 1 (hemos usado que a® > 1 si
>1 >1

a > 1y b>0), luego =, no puede converger a 0 (de hecho, converge a 1,
aunque éso no es estrictamente necesario), y S diverge.

25

1 -n 1 —n
CS=300 (1 + n) CIn = (1 + n) — e 1 >0, luego S diverge.

! !
LS=30 (1 + Sein'): x, =1+ seI:Ln. cumple

1 1
1-—<z,<1+-—Vn
n n

I

Usando el Lema del Sandwich (o de las Sucesiones Encajadas), deducimos que
Ty, — 1, luego S diverge.

Problema 5. Decidir la convergencia, comparando con series del tipo Y o> n™?, p >
0 (ver la indicacién tedrica del ejercicio):

1
1. 5 =57 : Puesto que z, =

n=1 m Cumple hmng)oo L =

1/n?
1
120

1
n? + 2013
lim,, oo n2x,, = 1, la convergencia de ésa serie equivale a la de S = Ezo:
que es convergente por ser el exponente p =2 > 1.
2. §S= ZZO:I ;: Puesto que x,, = _ cumple lim,, Ln
20n — 13 20n — 13 1/n

1
1/20 > 0, la convergencia de ésa serie equivale a la de S = "7 | —, que es
n

= lim,, oo nT, =

Aisrancnnta n

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Puesto que x,, = cumple lim,, nd/2y, =

4. 5= v+l Vn+1
T &m=29013n2 4+ 2014° 2013n2 + 2014

0 1
1/2013 > 0, la convergencia de ésa serie equivale a la de S =3 """ | —375 due
n

es convergente por ser el exponente p = 3/2 > 1.

sz _ n3/2p1/2(1 + n=1/2) B 14+ n-1/2 1

W = 22013 4 2014n-2) | 2013 1 2014n-2 2013

Problema 5. Estudiar la convergencia de:

w nPH1 n?+1
a) S:anl nan :Slﬂjnzw,

Tpy1 _ [(n+1)° +1]n
T,  2(n+1)(n241)

Por el Criterio del Cociente (Prop.10 de las Notas de Clase), S es convergente.
Si usaramos el Criterio de la Raiz,

Tp, >0y

1
= 1
~ 50

1 1 1
el = S+ /)" = St/ 1)

2 2 2
pues nt/" — 1 (aunque justificar ésto excede lo que podemos hacer con lo que
conocemos en éste momento), y de nuevo concluirfamos que S es convergente.

2n \" 2n \"

Tnt1 2042 [(2n+2)3Bn+1)]"
r,  3n+4 (3n+4)2n
2n +2 2 " 2
= 1 i ———=0
3n+ 4 { * 6n2+8n} » " 6nZ + 8n
—1
2
- —-€el0,1
- elo,)
Por el Criterio del Cociente, S es convergente. Si usaramos el Criterio de la
Raiz,
2n 2
L/ Lz
|xn| 3n+ 1 3’
y de nuevo obtendriamos la convergencia de S.
o0 2 — 6 2 — 6 n
c) S=>,, :”1374—1: Si a, = :;74_1, lx/in = nz, — 1 y razonando como en el
Problema 5, S diverge.
o ()2 . (n!)?
d) S= ——: Six,=-——=,2, >0
) 8= Lzt gyt S = g ® Y
ta e+ DIEEn)!
T,  (2n+2)(nh)2
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3 3
2_1 n 2_1 n
e) S=>, (nn2 ) :Sixn:<n ) y Ty >0y

n2

(1 - <+11>> [1 " <+i><+1—1>} '

=any =by,

Las sucesiones a,, y by, son de la forma (14 x,)¥%" con x, — 0, y,x, — | € R.

Tn+1 _
n+ 302 —

Entonces es facil ver que (1 + z,,)¥" — €l 1. Usando ésto, —e

n
el € [0,1). Entonces, por el Criterio del Cociente, S es convergente. Si
usaramos el Criterio de la Raiz,

2 2
. (n?—=1\" 1\" _
|:z:n\1/ ( 2 > (1712) —e

y de nuevo obtenemos la convergencia de S.

S I (1

f) S = anl 2n2 . - 271,2 y Ty > 0 y
Tpi1 [(n+ 10227
Zn (n)22007

— (n+ 1)22—271—1

Usaremos el siguiente Lema: sia > 1y p € R es cierto exponente, z,, =
anrl

nPa~" — 0 2 Aplicando ésto, es inmediato que — 0, luego por el

“n
Criterio del Cociente, la serie converge.

oo l4cos(n+2) . 1+ cos(n +2) _
B) 5 = T o Siw, = g o] < 20782, uego T

convergencia (absoluta) de S se deduce de la de S" = > >0 n=3/2 (y ésta se
argumenta como en el Problema 5.)

1 1
h S = OCf e — Sl Ty = )
) 2n=1 53 Vn+3-3
nt/%z, — 1, luego la divergencia de S se deduce de la de S" = >0° . n~"1/2 (y
ésta se argumenta como en el Problema 5.)

n > 7, x, estd bien definido y

Problema 7. Estudiar la convergencia segiin los valores del parametro a:

0o 1
a) S = anl m: Puesto que r, = m

zonando como en el Problema 5, la convergencia de S equivale a la S’ =

cumple n®*tlz, — 1, ra-

o 1 "
anlﬁ,lacualscdasna+1>1¢>a>0.
noz
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b) S=32 (Va+1—yn)" 2, = (vn+1-/n)" puede escribirse como
1 «
- |\ - /2 —a/2
[\/n +1+ ﬁ] [ / }

a/2

de lo cual se deduce que n®/“x,, — 1, luego la convergencia de S equivale a la

1
Sh=3 la cual se da sii /2 > 1< a > 2.

n=1 W’
eoé/’L e(l"’L
c) S=., pCNEE Puesto que z,, = T cumple

Tpp1 et (n2 4 1)
T,  e[(n+1)2+1]

e*(n? +1)

 (n+1)2+1

- e

tenemos, segun el Criterio del Cociente que S converge si e® < 1 & a < 0
y diverge si e® > 1 & « > 0. Para a = 0 éste criterio no proporciona

informacién, pero entonces S = > 7, ———, ¥y como z,, = ——— cumple
T nt4+1 nl +1
n’z, — 1, la convergencia de S eqquivale a la S’ = > —, la cual se

cumple. En resumen, la serie S converge sii a < 0.

Problema 8. Estudiar la convergencia, absoluta o condicional, de las siguientes
series de signo variable:

0o nn2+n—6 nn2+n—6
) S = L U e

convergencia (absoluta) de S se deduce de la de S' ="

2 Six, = (-1) , n?|z,| = 1, luego la

oo —_
n=1,92"

n
_ oo 1 2\. qQ; _ 1 2 < 1 :
b) S=>,", asen (n®): Siz, = gsen (n?), |zn| < ol luego la convergencia
1
(absoluta) de S se deduce de la de S" = >~ | 3

0o " .. \" ., .
c) S=>,_,(=1)" (1 + > :Six, = <1 + > , la sucesioén {x,, }22 ; es mondtona
n n

creciente y acotada. Como no se cumple que lim,, o0 z,, = 0, S = 270;1 (=) =z,
es divergente, aunque si que se cumple que las sumas parciales de .S estan aco-

tadas.
Problema 10. Idem para las series:

o] n . n
a) S =23 ,4(-1) il Sixp = i1

, la sucesion {z,,}52; es mondtona cre-

+1
1
ciente y acotada ($n+1 = 1+m > 1y z, > 0). Como no se cumple que
T, n(n

lim, 0oz, =0, S = Y07 (—1)"z, es divergente, aunque si que se cumple
atte las simas parciales de S estdn acotadas indescrintion
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Como ademas estéd claro que z,, — 0, S es convergente. Su convergencia es
condicional (no absoluta), pues como nx,, — 1, la convergencia absoluta de S

1
serfa equivalente a la de S’ = . —, la cual no se cumple.
n

n? n? Tpi1
S =35> (-1)"—: Si = —, =

& 8 = i, (-1 i = T

(absoluta) de S se deduce de la de S = >, e™". Si usdramos el Criterio

de la Raiz,

e~ € (0,1), luego la convergencia

\:cn|1/” =n?ret et R,

y de nuevo S converge (absolutamente).

Problema 11. Probar quesia, > 0Vnya, — L > 1, entonces S = 23;1 [a1 ... an]_1
converge.

1+ L
Dem: Escogiendo r € (1, L) (por ejemplo, r = %), existe N tal que n > N =
an > 1 (ésto es asi porque si e = L —r > 0, existe N tal que n > N = |a, — L| < ¢,
luego entonces a, = (a, — L)+ L>L—l|a, —L|>L—(L—1)=r).
———

<e=L-—r
Entonces, para n > N,

ay...anp =[ay...an—1] [an ... apn)] > Arn Nt = Bpn B= Ar~ Nt >

—_———
=A>0 n—N+1 factores >r

luego, de nuevo paran > N,

0< [al...an]_1 < Cr™, C=Bl'<w (1)
Usando la estimacién (1), la convergencia de S se deduce de la " = >>7 r™",
la cual es cierta por ser » > 1. Una forma alternativa de hacerlo es observar lo
siguiente: si z,, = [ay ... an]_l, T, > 0Vn y los cocientes

Tn+1

= a;}rl — L71 € (0,1) (pues L > 1)
Tp

luego aplicando el Criterio del Cociente, deducimos inmediatamente la convergencia
de S.
Problema 12. Decidir si es verdadero o falso (si es falso, dando algin contraejem-

plo):

a) Sia, >0Vny S =Y ", a, converge, entonces S’ = > >, a2 también.

Verdadero: Si S converge, a, — 0, de dénde {a, }>2 ; es un conjunto acotado
y existe una constante C con 0 < a,, < C'Vn. Entonces 0 < a,% = ana, < Cay,
de modo que

0<8 <) Ca,=0CS <
h=1

1 1cacid

(NhonvtranibAa ] 4 £33 1o s alboaliat 1
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c) Sia, — 0, entonces S = > (—1)"a, converge.

(1"

Falso: Considerando la sucesién a,, = , S =" nt, que es diver-
n
gente.
. 0 / o oo —-n
d) Si0 < a,Vny (a,);2, es mondtona y no-acotada, entonces S = > ", a,
converge.

Verdadero: Primero de todo, observamos que (a,)52; debe ser creciente,
pues si fuera decreciente y positiva, tendria un limite [ > 0 de dénde [ <
an < a1 Vn, lo cual contradice que (a, )22 ; no estd acotada. Siendo (a,)52
creciente y no-acotada, a,, — oo, de dénde existe N tal que n > N = a,, > 2.

Entonces, paran > N, 0 < a,,;” < 27", luego la convergencia de S se deduce
dela 8" =500 27"

2a,,
3a, +1

n
e) Si0<a,Vn, entonces S =3 >, ( ) converge.

Verdadero: Observamos que

2a,, an <2an+1/3_

2
o< = - =
~3a,+1 3a,+1/3 ~ 3a,+1/3

2
gVn

(en la primera desigualdad usamos que a,, > 0, y en la segunda que a,, +1/3 >
0). Por tanto, podemos estimar

2ay, "
< | — < (2/3)"

luego la convergencia de S se deduce de la de S" ==Y (2/3)~".

. . . . . 1
Problema adicional: Decidir para qué valores de a > 0laserie S =Y, o
nlog®n
es convergente.
.. . 1 .
Solucién: Si x, = Toa" ' x, es decreciente, pues para a > 0, a, =ny b, =
nlog®n

log”n son ambas crecientes, luego también ¢, = a,b,, y entonces x,, = 1/¢, es
decreciente. Por tanto, el Criterio de Condensacion es aplicable y la convergencia
de S equivale a la §" = >, 2"zon. Pero

n _on
2n(log(2n))e  log®2’

2"7,1;2”, —

Por tanto, la convergencia de S equivale a la S’ = Zf;z n~% y por lo que hemos
visto en Teorfa, ésto ocurre sii a > 1 (lo cual a su vez lo dedujimos usando el Criterio
de Condensacion).
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