
Soluciones Hoja 3. Pedro Balodis

Problema 2. Decidir la convergencia escribiendo las series como sumas telescópicas
y calcular la suma cuando sea posible:

a) S =
∑∞
n=2 log

n

n+ 1
: Si xn = log

n

n+ 1
, xn = log n− log(n+ 1). Aśı, las sumas

parciales de S son, para n ≥ 2:

Sn =

n∑
j=2

(log j − log(j + 1)) =

 n∑
j=2

log j

−
n+1∑
j=3

log j

 = log 2− log(n+ 1)

(hemos usado que
∑n
j=2 log(j+1) =

∑n+1
j=3 log j). Por tanto, sn → −∞, luego

S es divergente

b) S =
∑∞
n=1

1

n(n+ 2)
: Si xn =

1

n(n+ 2)
, descomponiendo xn en combinación

lineal de fracciones simples, xn = (1/2)

[
1

n
− 1

n+ 2

]
. Entonces, sus sumas

parciales Sn, n ≥ 1 son:

Sn =
1

2

n∑
j=1

[
1

j
− 1

j + 2

]

=
1

2


n∑
j=1

1

j
−

n∑
j=1

1

j + 2


=

1

2


n∑
j=1

1

j
−
n+2∑
j=3

1

j


=

1

2

{
3

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2

}
de dónde S = limn→∞ Sn = 3/4.

c) S =
∑∞
n=0(−1)n: Las sumas parciales de Sn, n ≥ 0 son

Sn =
1 + (−1)n

2
=

{
1, n par

0, n impar

que no tiene ĺımite, luego S es divergente (también pod́ıa observarse ésto
simplemente notando que no se cumple que xn → 0.)

Problema 3. Calcular las siguientes sumas, justificando su convergencia:

1. S =
∑∞
n=1

4

5n
: Tenemos

S = 4

∞∑
n=1

rn; r =
1

5
cumple |r| < 1⇒ S converge

= 4
r

1− r
= 4

(1/5)

1− (1/5)

= 1

1
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2. S =
∑∞
n=0 [4 · (0, 1)n + (−0, 7)n]: Tenemos S = 4S1+S2, siendo S1 =

∑∞
n=0(0, 1)n,

S2 =
∑∞
n=0(−0, 7)n dos sucesiones convergentes (y una combinación lineal de

sucesiones convergentes es convergente a la combinación lineal de las sumas).
Por tanto:

S1 =
1

1− 1

10

=
10

9
, S2 =

1

1 +
7

10

=
10

13
⇒ S =

40

9
+

10

13

3. S =
∑∞
n=2 π

n/2e−n: S =
∑∞
n=2 r

n, r = π1/2e−1. Puesto que 2 < e < 3 < π < 4,

0 < r <
41/2

2
= 1, luego S es convergente con

S =
r2

1− r
, r = π1/2e−1

Problema 4. Probar la divergencia, con el criterio del término general (esto es, si
S =

∑∞
n=1 xn es convergente, xn → 0 lo cual equivale a que si xn no converge a 0,

S es divergente):

1. S =
∑∞
n=1

n+ 3

3n− 1
: Si xn =

n+ 3

3n− 1
, xn → 1/3 6= 0.

2. S =
∑∞
n=1

n
√

2n2: xn =
n
√

2n2 = 21/n︸︷︷︸
>1

n1/(2n)︸ ︷︷ ︸
>1

> 1 (hemos usado que ab > 1 si

a > 1 y b > 0), luego xn no puede converger a 0 (de hecho, converge a 1,
aunque éso no es estrictamente necesario), y S diverge.

3. S =
∑∞
n=1

(
1 +

1

n

)−n
: xn =

(
1 +

1

n

)−n
→ e−1 > 0, luego S diverge.

4. S =
∑∞
n=1

(
1 +

senn!

n

)
: xn = 1 +

senn!

n
cumple

1− 1

n
≤ xn ≤ 1 +

1

n
∀n

Usando el Lema del Sandwich (o de las Sucesiones Encajadas), deducimos que
xn → 1, luego S diverge.

Problema 5. Decidir la convergencia, comparando con series del tipo
∑∞
n=1 n

−p, p >
0 (ver la indicación teórica del ejercicio):

1. S =
∑∞
n=1

1

n2 + 2013
: Puesto que xn =

1

n2 + 2013
cumple limn→∞

xn
1/n2

=

limn→∞ n2xn = 1, la convergencia de ésa serie equivale a la de S =
∑∞
n=1

1

n2
,

que es convergente por ser el exponente p = 2 > 1.

2. S =
∑∞
n=1

1

20n− 13
: Puesto que xn =

1

20n− 13
cumple limn→∞

xn
1/n

= limn→∞ nxn =

1/20 > 0, la convergencia de ésa serie equivale a la de S =
∑∞
n=1

1

n
, que es

divergente por ser el exponente p = 1.

3. S =
∑∞
n=2

1

2
√
n+
√
n− 1

: Puesto que xn =
1

2
√
n+
√
n− 1

cumple limn→∞
xn

1/n1/2
=

limn→∞ n1/2xn = 1/3 > 0, la convergencia de ésa serie equivale a la de

S =
∑∞
n=1

1

n1/2
, que es divergente por ser el exponente p = 1/2 ≤ 1.

n1/2xn =
n1/2

2n1/2 + n1/2(1− 1/n)1/2
=

1

2 + (1− 1/n)1/2
→ 1

3
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4. S =
∑∞
n=2

√
n+ 1

2013n2 + 2014
: Puesto que xn =

√
n+ 1

2013n2 + 2014
cumple limn→∞ n3/2xn =

1/2013 > 0, la convergencia de ésa serie equivale a la de S =
∑∞
n=1

1

n3/2
, que

es convergente por ser el exponente p = 3/2 > 1.

n3/2xn =
n3/2n1/2(1 + n−1/2)

n2(2013 + 2014n−2)
=

1 + n−1/2

2013 + 2014n−2
→ 1

2013

Problema 5. Estudiar la convergencia de:

a) S =
∑∞
n=1

n2 + 1

n2n
: Si xn =

n2 + 1

n2n
, xn > 0 y

xn+1

xn
=

[(n+ 1)2 + 1]n

2(n+ 1)(n2 + 1)
→ 1

2
∈ [0, 1)

Por el Criterio del Cociente (Prop.10 de las Notas de Clase), S es convergente.
Si usáramos el Criterio de la Ráız,

|xn|1/n =
1

2
(n+ 1/n)1/n =

1

2
n1/n(1 + 1/n2)1/n → 1

2
,

pues n1/n → 1 (aunque justificar ésto excede lo que podemos hacer con lo que
conocemos en éste momento), y de nuevo concluiŕıamos que S es convergente.

b) S =
∑∞
n=1

(
2n

3n+ 1

)n
: Si xn =

(
2n

3n+ 1

)n
, xn > 0 y

xn+1

xn
=

2n+ 2

3n+ 4

[
(2n+ 2)(3n+ 1)

(3n+ 4)2n

]n
=

2n+ 2

3n+ 4

[
1 +

2

6n2 + 8n

]n
︸ ︷︷ ︸

→1

; n · 2

6n2 + 8n
→ 0

→ 2

3
∈ [0, 1)

Por el Criterio del Cociente, S es convergente. Si usáramos el Criterio de la
Ráız,

|xn|1/n =
2n

3n+ 1
→ 2

3
,

y de nuevo obtendŕıamos la convergencia de S.

c) S =
∑∞
n=1

n2 − 6

n3 + 1
: Si xn =

n2 − 6

n3 + 1
,
xn
1/n

= nxn → 1 y razonando como en el

Problema 5, S diverge.

d) S =
∑∞
n=1

(n!)2

(2n)!
: Si xn =

(n!)2

(2n)!
, xn > 0 y

xn+1

xn
=

[(n+ 1)!]2(2n)!

(2n+ 2)!(n!)2

=
(n+ 1)2(n!)2(2n)!

(2n+ 2)(2n+ 1)(2n)!(n!)2

=
(n+ 1)2

(2n+ 2)(2n+ 1)

→ 1

4
∈ [0, 1)

Por el Criterio del Cociente, S es convergente.

3

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



e) S =
∑∞
n=1

(
n2 − 1

n2

)n3

: Si xn =

(
n2 − 1

n2

)n3

, xn > 0 y

xn+1

xn
=

(
1− 1

(n+ 1)2

)(n+1)3−n3 [
[(n+ 1)2 − 1]n2

(n+ 1)2(n2 − 1)

]n3

=

(
1− 1

(n+ 1)2

)3n2+3n+1

︸ ︷︷ ︸
:=an

[
1 +

2n+ 1

(n+ 1)2(n2 − 1)

]n3

︸ ︷︷ ︸
:=bn

Las sucesiones an y bn son de la forma (1 +xn)yn con xn → 0, ynxn → l ∈ R.

Entonces es fácil ver que (1 + xn)yn → el 1. Usando ésto,
xn+1

xn
→ e−3e2 =

e−1 ∈ [0, 1). Entonces, por el Criterio del Cociente, S es convergente. Si
usáramos el Criterio de la Ráız,

|xn|1/n =

(
n2 − 1

n2

)n2

=

(
1− 1

n2

)n2

→ e−1,

y de nuevo obtenemos la convergencia de S.

f) S =
∑∞
n=1

(n!)2

2n2 : Si xn =
(n!)2

2n2 , xn > 0 y

xn+1

xn
=

[(n+ 1)!]22n
2

(n!)22(n+1)2

= (n+ 1)22−2n−1

Usaremos el siguiente Lema: si a > 1 y p ∈ R es cierto exponente, xn =

npa−n → 0 2 Aplicando ésto, es inmediato que
xn+1

xn
→ 0, luego por el

Criterio del Cociente, la serie converge.

g) S =
∑∞
n=1

1 + cos(n+ 2)

n3/2
: Si xn =

1 + cos(n+ 2)

n3/2
, |xn| ≤ 2n−3/2, luego la

convergencia (absoluta) de S se deduce de la de S′ =
∑∞
n=1 n

−3/2 (y ésta se
argumenta como en el Problema 5.)

h) S =
∑∞
n=7

1√
n+ 3− 3

: Si xn =
1√

n+ 3− 3
, n ≥ 7, xn está bien definido y

n1/2xn → 1, luego la divergencia de S se deduce de la de S′ =
∑∞
n=7 n

−1/2 (y
ésta se argumenta como en el Problema 5.)

Problema 7. Estudiar la convergencia según los valores del parámetro α:

a) S =
∑∞
n=1

1

nα(n+ 1)
: Puesto que xn =

1

nα(n+ 1)
cumple nα+1xn → 1, ra-

zonando como en el Problema 5, la convergencia de S equivale a la S′ =∑∞
n=1

1

nα+1
, la cual se da sii α+ 1 > 1⇔ α > 0.

1Ésto no es del todo fácil argumentarlo con lo que conocemos hasta ahora de sucesiones, pero
será fácil hacerlo cuando veamos Desarrollos de Taylor

2Dem: la sucesión {xn}∞n=1 con xn = npa−n cumple xn > 0 ∀n y

xn+1

xn
=

(n + 1)p

npa
→

1

a
∈ (0, 1);

(n + 1)p

np
= (1 + n−1)p → 1p = 1

Como entonces existe n0 tal que si n ≥ n0,
xn+1

xn
≤ 1, para tal n, 0 < xn+1 ≤ xn, la sucesión

{xn}∞n=1 es decreciente a partir de n = n0, de dónde tiene ĺımite l ≥ 0. Considerando que

xn+1 =
1

a
(1 + n−1)pxn, deducimos tomando ĺımites que l =

l

a
, luego l = 0, por ser

1

a
6= 1.
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b) S =
∑∞
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)α

: xn =
(√
n+ 1−

√
n
)α

puede escribirse como

xn =

[
1√

n+ 1 +
√
n

]α
= n−α/2[

√
1 + 1/n+ 1]−α/2

de lo cual se deduce que nα/2xn → 1, luego la convergencia de S equivale a la

S′ =
∑∞
n=1

1

nα/2
, la cual se da sii α/2 > 1⇔ α > 2.

c) S =
∑∞
n=1

eαn

n2 + 1
: Puesto que xn =

eαn

n2 + 1
cumple

xn+1

xn
=

eα(n+1)(n2 + 1)

eαn[(n+ 1)2 + 1]

=
eα(n2 + 1)

(n+ 1)2 + 1

→ eα

tenemos, según el Criterio del Cociente que S converge si eα < 1 ⇔ α < 0
y diverge si eα > 1 ⇔ α > 0. Para α = 0 éste criterio no proporciona

información, pero entonces S =
∑∞
n=1

1

n2 + 1
, y como xn =

1

n2 + 1
cumple

n2xn → 1, la convergencia de S eqquivale a la S′ =
∑∞
n=1

1

n2
, la cual se

cumple. En resumen, la serie S converge sii α ≤ 0.

Problema 8. Estudiar la convergencia, absoluta o condicional, de las siguientes
series de signo variable:

a) S =
∑∞
n=1(−1)n

n2 + n− 6

n4 + 1
: Si xn = (−1)n

n2 + n− 6

n4 + 1
, n2|xn| → 1, luego la

convergencia (absoluta) de S se deduce de la de S′ =
∑∞
n=1

1

n2
.

b) S =
∑∞
n=1

1

n2
sen (n2): Si xn =

1

n2
sen (n2), |xn| ≤

1

n2
, luego la convergencia

(absoluta) de S se deduce de la de S′ =
∑∞
n=1

1

n2
.

c) S =
∑∞
n=1(−1)n

(
1 +

1

n

)n
: Si xn =

(
1 +

1

n

)n
, la sucesión {xn}∞n=1 es monótona

creciente y acotada. Como no se cumple que limn→∞ xn = 0, S =
∑∞
n=1(−1)nxn

es divergente, aunque śı que se cumple que las sumas parciales de S están aco-
tadas.

Problema 10. Idem para las series:

a) S =
∑∞
n=1(−1)n

n

n+ 1
: Si xn =

n

n+ 1
, la sucesión {xn}∞n=1 es monótona cre-

ciente y acotada (
xn+1

xn
= 1+

1

n(n+ 2)
> 1 y xn > 0). Como no se cumple que

limn→∞ xn = 0, S =
∑∞
n=1(−1)nxn es divergente, aunque śı que se cumple

que las sumas parciales de S están acotadas. indescription

b) S =
∑∞
n=3(−1)n

1√
n2 − 4

: Si xn =
1√

n2 − 4
, n ≥ 3, la sucesión {xn}∞n=3 es

monótona decreciente: observamos primero que xn > 0∀n ≥ 3 y luego

xn+1

xn
=

[
(n+ 1)2 − 4

n2 − 4

]−1/2
=

1 +
2n− 1

n2 − 4︸ ︷︷ ︸
>1


−1/2

< 1; n ≥ 3
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Como además está claro que xn → 0, S es convergente. Su convergencia es
condicional (no absoluta), pues como nxn → 1, la convergencia absoluta de S

seŕıa equivalente a la de S′ =
∑∞
n=3

1

n
, la cual no se cumple.

c) S =
∑∞
n=1(−1)n

n2

en
: Si xn =

n2

en
,
xn+1

xn
→ e−1 ∈ (0, 1), luego la convergencia

(absoluta) de S se deduce de la de S′ =
∑∞
n=1 e

−n. Si usáramos el Criterio
de la Ráız,

|xn|1/n = n2/ne−1 → e−1; n2/n → 1,

y de nuevo S converge (absolutamente).

Problema 11. Probar que si an > 0 ∀n y an → L > 1, entonces S =
∑∞
n=1 [a1 . . . an]

−1

converge.

Dem: Escogiendo r ∈ (1, L) (por ejemplo, r =
1 + L

2
), existe N tal que n ≥ N ⇒

an ≥ r (ésto es aśı porque si ε = L− r > 0, existe N tal que n ≥ N ⇒ |an−L| < ε,
luego entonces an = (an − L) + L ≥ L− |an − L|︸ ︷︷ ︸

≤ε=L−r

≥ L− (L− r) = r).

Entonces, para n ≥ N ,

a1 . . . an = [a1 . . . aN−1]︸ ︷︷ ︸
:=A>0

[aN . . . an]︸ ︷︷ ︸
n−N+1 factores ≥r

≥ Arn−N+1 = Brn; B = Ar−N+1 > 0

luego, de nuevo para n ≥ N ,

0 < [a1 . . . an]−1 ≤ Cr−n, C = B−1 <∞ (1)

Usando la estimación (1), la convergencia de S se deduce de la S′ =
∑∞
n=N r

−n,
la cual es cierta por ser r > 1. Una forma alternativa de hacerlo es observar lo
siguiente: si xn = [a1 . . . an]

−1
, xn > 0∀n y los cocientes

xn+1

xn
= a−1n+1 → L−1 ∈ (0, 1) (pues L > 1)

luego aplicando el Criterio del Cociente, deducimos inmediatamente la convergencia
de S.
Problema 12. Decidir si es verdadero o falso (si es falso, dando algún contraejem-
plo):

a) Si an ≥ 0 ∀n y S =
∑∞
n=1 an converge, entonces S′ =

∑∞
n=1 a

2
n también.

Verdadero: Si S converge, an → 0, de dónde {an}∞n=1 es un conjunto acotado
y existe una constante C con 0 ≤ an ≤ C ∀n. Entonces 0 ≤ a2n = anan ≤ Can,
de modo que

0 ≤ S′ ≤
∞∑
h=1

Can = CS <∞

(Observación: El argumento no funciona en absoluto al revés, como la sucesión
S =

∑∞
n=1 n

−3/4 muestra: S diverge, pero S′ =
∑∞
n=1(n−3/4)2 =

∑∞
n=1 n

−3/2

converge).

b) Si an > 0∀n y S =
∑∞
n=1 an converge, entonces S′ =

∑∞
n=1 a

−1
n diverge.

Verdadero: Como S converge, an → 0, y como además an > 0, a−1n → ∞,
luego S′ es divergente.
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c) Si an → 0, entonces S =
∑∞
n=1(−1)nan converge.

Falso: Considerando la sucesión an =
(−1)n

n
, S =

∑∞
n=1 n

−1, que es diver-

gente.

d) Si 0 < an ∀n y (an)∞n=1 es monótona y no-acotada, entonces S =
∑∞
n=1 a

−n
n

converge.

Verdadero: Primero de todo, observamos que (an)∞n=1 debe ser creciente,
pues si fuera decreciente y positiva, tendŕıa un ĺımite l ≥ 0 de dónde l ≤
an ≤ a1 ∀n, lo cual contradice que (an)∞n=1 no está acotada. Siendo (an)∞n=1

creciente y no-acotada, an →∞, de dónde existe N tal que n ≥ N ⇒ an ≥ 2.
Entonces, para n ≥ N , 0 < a−nn ≤ 2−n, luego la convergencia de S se deduce
de la S′ =

∑∞
n=N 2−n.

e) Si 0 ≤ an ∀n, entonces S =
∑∞
n=1

(
2an

3an + 1

)n
converge.

Verdadero: Observamos que

0 ≤ 2an
3an + 1

=
2

3

an
an + 1/3

≤ 2

3

an + 1/3

an + 1/3
=

2

3
∀n

(en la primera desigualdad usamos que an ≥ 0, y en la segunda que an+1/3 >
0). Por tanto, podemos estimar

0 ≤
(

2an
3an + 1

)n
≤ (2/3)n ∀n

luego la convergencia de S se deduce de la de S′ ==
∑∞
n=1(2/3)−n.

Problema adicional: Decidir para qué valores de a ≥ 0 la serie S =
∑∞
n=2

1

n loga n
es convergente.

Solución: Si xn =
1

n loga n
, xn es decreciente, pues para a ≥ 0, an = n y bn =

loga n son ambas crecientes, luego también cn = anbn, y entonces xn = 1/cn es
decreciente. Por tanto, el Criterio de Condensación es aplicable y la convergencia
de S equivale a la S′ =

∑∞
n=2 2nx2n . Pero

2nx2n =
2n

2n(log(2n))a
=

n−a

loga 2
.

Por tanto, la convergencia de S equivale a la S′ =
∑∞
n=2 n

−a, y por lo que hemos
visto en Teoŕıa, ésto ocurre sii a > 1 (lo cual a su vez lo dedujimos usando el Criterio
de Condensación).
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