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y como ™ es constante y rot E=0
- -
F=(m-V)m
-> ) A >
La dependencia de F con 6 queda implicita en el caracter vectorial de m.
. . . > E
Si el dipolo puede girar con un eje de giro perpendicular amy E, entonces
el 4ngulo O que aparece en la expresion de la energia es el parametro que carac-

teriza el giro. El par seré:

.
Mz'_%l= ~mEsend |= -mx El
—M)=Fn)x_E)

Esta expresion sigue siendo valida aunque el eje de giro no sea perpendicular

al campo E ya que la componente de & paralela al eje de giro no afecta al valor

del par.

4 CALCULO DEL POTENCIAL

4 CALCULO DEL POTENCIAL
METODOS DE IMAGENES ELECTRICAS

SUPERPOSICION Y TRANSFORMACION
CONFORME

4.1.- Imagenes eléctricas.

Este método de cilculo del potencial se basa en la posibilidad de sustituir
alguno o algunos de los elementos de un sistema dado por cargas puntuales, ha-
ciendo que el sistema equivalente obtenido sea mas senciilo.

Las cargas ficticias introducidas se llaman cargas imagen de las reales.

a) Carga puntual frente a un plano conductor indefinido conectado a potencial
cero.

Si la carga q se encuentra a una distancia d del plano, la carga imagen es "=

=—q, situada a la misma distancia d al otro lado del plano.

El potencial en cualquier punto es

Fig. 4.1

Se comprueba que para los puntos del plano, r=r’, =0, es decir, la solucién
[4.1] cumple la condicidon de contorno. Como la solucién de & es tnica, ha de ser
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precisamente ésta.
B. Carga puntual entre dos planos conductores que se cortan formando un die-

dro «.

Aunque g en P y —q en P, por si solas dan potencial constante y nulo en
OA, y aunque g en P y —q en P, estando solas pondrian OB a potencial cons-
tante y nulo, al estar las tres juntas no daran potencial nulo ni en OA ni en OB.
Por esta razon hay que seguir hallando imagenes de imagenes hasta que image-
nes posteriores coincidan o estén suficientemente lejos como para no influir
apreciablemente en el potencial de la region de interés. Las imagenes llegaran
a coincidir, y por tanto se resolvera el problema con exactitud con un niimero
finito de imagenes, sélo cuando el dngulo BOA sea un submiltiplo de 180°,
Este es el caso de la fig. 4.2, en la que BOA = 45°.

El conjunto de imagenes para BOA = 90° es el representado en la fig. 4.3.

Fig. 4.3

C. Carga puntual q frente a una esfera conductora.

Fig. 4.4

La carga imagen de q esla g’ de la fig. 4.4.
R

q —_Q—D
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2
d= R_
D

Puede demostrarse que el par de cargas q y q° ponen la esfera a potencial cero.

D. Linea cargada con )\, paralela a un cilindro conductor.

La linea imagen tiene una densidad
de carga —A y se encuentra a una dis-
tancia d = R2/D del eje del cilindro. El
conjunto de las dos lineas hace equipo-
tencial la superficie del cilindro.

4.2.- Superposicion.

En determinados problemas pue-
de resultar dificil la basqueda de una
funcion potencial que cumpla unas con-

Fig. 4.5 diciones de contorno especificadas, sobre
todo si estas condiciones de contorno son complicadas. Basindose en el caracter

lineal de las ecuaciones de Poisson y Laplace,
Ald, +9,)=Ad, +Ad y AP )=kA

puede darse la solucién @ del problema como superposicion de soluciones de
problemas mas sencillos, ®,, &, ® , cada una de las cuales satisface la condi--
cion de contorno en una superficie y es nula en todas las demds. A estas solucio—
nes parciales hay que sumar una posible solucion <15p que dé potencial nulo en

todas las superficies y que al mismo tiempo satisfaga la ecuacion de Poisson.-
b=, + -+ D, + P, [4.2]

4.3.- Funciones de variable compieja.
La variable Z=x +jy=r(cosf +jsend)=re’

donde

-

=vVx? +y?,

>

= arctg y
X
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se llama variable compleja. Evidentemente, cada valor de Z puede representar

un punto del plano xy, o plano Z.

Sea ahora W = u + jv otra variable compleja en la que las partes real e ima-

ginaria son funciones de x e y.

W=u (xy) +jvixy)
Esta relacion funcional se puede poner:
W=f(Z)
Cada valor de W representa un punto del plano uv.

W es diferenciable en el punto Z, si existe

W(Z) — W (Z,)

y si este limite es independiente de la forma en que Z tiende a Z,. Si una fun-
cion es diferenciable en todos los puntos de un dominio, se dice que es analiti-
ca u holomorfa en él. Las condiciones de diferenciabilidad son las de Cauchy —

Riemann.

[o%]

u

Qu_0dv dv__3du
ox 0dy

" ax dy

[4.3]

Féacilmente se deduce de [4.3] que las partes real e imaginaria de una funcién

holomorfa son arménicas.

Au(x,y)=0 Av (x,y)=0 [4.4]

Atribuimos a u el significado de potencial eléctrico y estudiamos el sentido
fisico de v,
’ du 7 ,du—
= — =—|— Uy+ — 4.5
E=—-grad ® (ax +ayuy) (4.5]

g ou - ou =
D:— - + — .
e(ax U, By uy) [4.6]

Calculemos el flujo eléctrico a través de una superficie cuya altura en el eje
z sea la unidad y cuya traza en el plano xy sea la curva 12. Definimos el sentido
de 1 tal como se indica en la figura
—_ >
d2x k

de

—
n=
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Fig. 4.6

Como ds=d®- 1=dZ¥&, el flujo sera:
2 2

2
- >
WD=jB-er5=g D nde=| D-(d2xk =} (D.dy-D, dx) =
S

1 1 1

_ W gy e ) = vy-yy) [4.7]
_j(_e aydy eax) €WV,
1

donde hemos hecho uso de [4.3].

Si hubiéramos tomado v como potencial,

Yp =€ luy —uy) [4.8]

4.4.- Transformacién conforme.
Como la relacion funcional

W=W (Z)

da un valor de W para cada valor de 7, cada punto del plano Z se transforma en

i inea y un
un punto del plano W y, en general, una linea se transforma en una linea y
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recinto en un recinto.

Cuando la funcién W (Z) es analitica, la derivada, que es inica, se puede po-

ner en forma médulo-argumental

aw =M ei® [4.9]
dz
dw =M &% dz [4.10]

En [4.10] se observa que la region infinitesimal que rodea el punto Z se trans-
forma en una region infinitesimal que rodea al punto W, ampliada mediante un
factor de escala M y girada un édngulo o. Si dos curvas se cortan en el plano Z en
un punto determinado con un cierto 4ngulo, sus transformadas en el plano W
se cortan con el mismo angulo, puesto que las direcciones de ambas rectas en el
punto de corte han sido giradas un mismo angulo « al realizar la transforma-
ciéon. Una transformacidén con estas propiedades se llama transformacion con-
forme.

En particular, las lineas u = constante y v = constante del plano W se cortan
en dngulo recto, luego sus transformadas en el plano Z también seran ortogona-
les.

Sien el plano Z el potencial electrostatico es armonico
A (xy)=0,
se demuestra que también lo es en el plano W
Ad(uv)=0

El método de transformacién conforme, que sélo es aplicable en problemas

bidimensionales,es itil cuando los contornos del plano Z se transforman en

Y \'

u u
A B 1 2

Fig. 4.7
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contornos mas sencillos en el plano W. Lo deseable, desde luego, seria poder
pasar los contornos del plano Z a rectas paralelas a alguno de los ejes del plano
W. Por ejemplo, si los contornos A y B pueden pasarse, mediante una cierta

transformacion, a rectas paralelas al eje v, u; y up, el potencial en W es senci-

llamente ® (uw) = u

yen Z: d (x,y) =u (xy)

4.5 .- Transformacion potencial.
La funcion W(Z) = Z® es analitica.
W(Z)=u+jv=r"; e®*=rP cospa +r’ sen pa
u=rP cos px
v=rP sen pa
Los contornos que se simplifican son los que hacen v = constante, es decir,

aquellos que en el plano Z tienen la ecuacion:
r° sen pa = constante.

N _T _ .
En particular, las direcciones =0 y a= — se transforman en v=0. Lasli

neas equipotenciales en el plano W seran las paralelas al eje u:

v=constante, ® =v=rP sen pa

v A\
P equipot.
u
BB
Fig. 4.8 Fig. 4.9

Dado en el plano Z un diedro «, la transformacioén que simplifica el proble-

maes W (Z)=2P,con p=7/a.

4.6. Transformacion logaritmica.

Considérese la funcién: W (Z)=C, ¢nZ +C,
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donde C, y C, pueden ser reales o complejas. Si las consideramos reales:

W(Z)=C, &nr+jC,6+C,
u=C, &Inr+C,, v= C;0

y ® Y @

N |
NP

Fig. 4.10

a) Si tomamos u como funcidén potencial, para que u sea constante ha de ser-

lo r. Las circunferencias concéntricas, centradas en el origen, del plano (r,0)se

transforman en rectas paralelas al eje v en el plano (u,v), (Fig. 4.10).

v @

Fig. 4.11

En particular, si deseamos que la circunferencia r= R se transforme en la rec-

tau =0, hemos de hacer:
Cl QnR+C2=0, C2=—C1QnR

b) Si tomamos v como funcidn potencial, para que v sea constante ha de ser-
lo 8. Las rectas del plano Z que pasan por el origen se transforman en rectas
del plano W paralelas al eje u, (Fig. 4.11).
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Z—
Consideremos ahora la siguiente transformacion logaritmica W(Z) = C, an;—:

Suponiendo que C, y a son reales:
W(Z)=C, inz al +iC arg—
Tomando como funcion potencial ® = u
(x—a)? +y?
= = XAl TV —c, VK
®(x,y) = ulx,y) =C, QnV(x+a)2 Ty . &n

en donde se deduce que los contornos de Z que se transforman en rectas parale-
las al eje v son:
1+K

2 12
____(x—a)2 +y2 =K, x? +y2—2ax
(x+a)* +vy 1-

28\/|—(
1-K

+a?=0

circunferencias de centro en( a '11+T|K(_ ,0 ) yradio R=

4.7.- Inversion.

La transformacion dada por

1 1
W(Z)= ==—¢ 1
(2)=Z =~

constituye una inversion seguida de una simetria. Transforma circulos de Z

en circulos de W.

. X . y
= + = —_
W=u+ijv x2+y21x2+y2
=2_X'_2 VET 2
xX* +y Xty
Y anédlogamente:
=_——X y =—__—V
u? +v? u? +v?

resultando que la transformacion es simétrica.

Transformando la ecuacién general de la circunferencia en Z a W:
a(x? +y2) +bx+cy+d=0

du? +v?)+bu—cvt+a=0



152 PROBLEMAS DE CAMPOS ELECTROMAGNETICOS

se encuentran los siguientes casos particulares interesantes:

1.9) d = 0. Las circunferencias de Z que pasan por el origen se transforman en
rectas de W que no pasan por el origen.

2.%) a = 0. Las rectas de Z que no pasan por el origen se transforman en cir-
cunferencias de W que pasan por el origen.

3.%)a=0y d=0. Las rectas de Z que pasan por el origen se transforman en
rectas de W que también pasan por el origen.

4.%) Rectas paralelas a los ejes en Z:
X = constante.

Es el caso de a =0 y ¢-= 0. La ecuacién de la circunferencia queda reducida
abx+d=0.

. b
La ecuacién transformada en W es u? +v? + Ju= 0, que representa circun-

ferencias tangentes al eje v centradas en el eje u.

§y
AV
— <=
u X
Fig. 4-12
y =constante. a=0y b=0. 9
bv by
u

Fig. 4-13
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Ecuacién enZ: cy +d=0.

Ecuacion en W: u? +v2 —= v=0. Son circunferencias tangentes al ejeu cen-

c
d
tradas en el eje v.

5%) Rectas paralelas a los ejes en W:

u=constante. d=0y c=0.
Kcuacion en W: bu +a=0.
b

Ecuacién en Z: x* +y? + = x= 0. Son circunferencias tangentes al eje y cen-
a

fradas en el eje x.

v

Fig. 4.14
'v= constante. d=0 y b=0.
Ecuacibnen W: —cv +a=0.

. , C . . .
Ecuaciébn en Z: x? + y? "y = 0. Son circunferencias tangentes al eje x
a

centradas en el eje . Ay

v

Fig. 4.15
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4.8. Transformacion bilineal o de Moebius.
Es la dada por la funcion:
aZ+b

W (2)=
cZ+d

[4.11]

que, como puede observarse, es una generalizacion de la anterior. Para que esta
transformacion tenga sentido se requiere que:
A=ad-bc#0
A esta nimero, A, se le llama médulo de la transformacién.

La funcion [4.11] se puede poner en la forma:
bc—ad 1
c cZ+d

w(2) =ci + [4.12]

Esta transformacion es el producto de cinco transformaciones elementales:

1.2 cZesuna semejanza si ¢ es real y una semejanza seguida de un giro si ¢
es compleja. En cualquier caso, no cambia la forma de la figura transfor-
mada: las circunferencias pasan a circunferencias.

2.2 ¢Z +d es una traslacion.

3.2 cZ—1+d— es la estudiada en el apartado anterior. Como se ha dicho, con-

siste en una inversion seguida de una simetria.
bc—ad 1

c cZ+d
a + bc—ad 1
c ¢ . cZ+d

4.2

, analoga a la primera.

58 es una traslacion.

Como ninguna de estas transformaciones parciales cambia la forma de la fi-
gura transformada, las circunferencias de Z pasan a circunferencias de W. En al-

gunos casos limite la transformacién bilineal puede dar (o proceder de) rectas.

4.9. Transformacion exponencial.
W(2Z)=¢e* , Z=nW
u+jv=e* (cosy +jseny)
u=e* cosy

v=eXseny

4 CALCULO DEL POTENCIAL 155

Si y = constante:

u=-¢e" cos k
v=utgk,

v=e* senk

son rectas que pasan por el origen.
Si x = constante.

— Lk’
u=¢eX cosy ,
u? +v? =e2k

v=e seny

son circunferencias centradas en el origen.

-

Fig. 4.16

4.10. Transformacion trigonométrica.

Se realiza mediante la funcion:

W=arcosZ, Z=cosW [4.13]

x +jy=cos(u+jv)=cosuchv—jsenushv [4.14]
X=cosu chv [4.15]

y=senu shv f4.16]

Tomemos v como funcion potencial. Las rectas v = constante de W son trans-

formadas de

2
Y -1 [4.17]
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Esta es una familia de elipses homofocales en las que:

c® =a*—b? =ch?v—sh?v=1

Y
3—7“'—""'/2 /
u=3n/8
y=m/2 =n/4
2l
WL
l V:7r Ll:?l'/8
v=T
u=0
al X
1 2 3
_3 L
Fig. 4.17

Estas elipses degeneran en el segmento comprendido entre 1y —1 en el eje
x cuando v = 0, ya que entonces x =cos u, y =0, y por la naturaleza de la
funcion coseno:

—1<cosu<x1

Si tomamos u como po-~ncial, las rectas u = constante corresponden a:

2
L=, [4.18]
COos” u sen

que son hipérbolas homofocales, con c? = 1, ortogonales a las elipses de [4.17].

Si u =0, las hipérbolas degeneran en la semirrecta x > 1:

Xx=chv
y=0
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Si u =, las hipérbolas degeneran en la semirrecta x < —1:

X=—chv
y=0
Kl cje v esla hipérbola [4.18] con u= _12r_

4.11. Transformacion de Schwarz.
Sirve para transformar poligonos del plano W (6 Z) en el eje x del pla-
no Z (6 el eje u del W).
Un poligono del plano W, cuyos vértices estén en los puntos W, , W, ..., W, se
transforma en el eje x del plano Z mediante la transformacion dada por:

L3

E‘L_l — 1 g"__l
=A(Z—x, )7 " HZ-x b T (Z—x,) ™

aw

Z [4.19]

&g 22 &y
W=A|)(Z—x,) = (Z—x,) 7 e (Z=xp) 7 dz + B [4.20]
Al mismo tiempo, la zona interior al poligono queda transformada en el se-
miplano y > 0. Debe tenerse en cuenta al aplicar esta transformacién a los pro-
blemas que:
1°) Tres cualesquiera de los puntos X, X, ..., X, se pueden escoger a voluntad.
29) Las constantes A y B determinan el tamafio, la orientacién y la posicién

del poligono.
3°%) Es conveniente escoger un punto, por ejemplo X,,, en el infinito, para que

desaparezca el iltimo factor de [4.19] y [4.20].

v | plano W
_plano Z
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4°) Cualquier poligono abierto puede considerarse como caso limite de un po-

ligono cerrado.

4.12.- Formulas de Dirichlet para el circulo y el semiplano.

Sea F (y) la funcion conocida que da el potencial en los puntos de una
circunferencia de radio R, en cuyo interior no existen cargas, es decir, en - uyo
interior el potencial satisface la ecuacion de Laplace; se puede demostrar que el
potencial en todo punto interior (r, 8) viene dado por la expresion:

2w

_1 (R2—r?) F(v)
@(r,@)—ﬂ R2— 2Rrcos (8 — ¢) + r?

JOo

dy [4.21]

Considérese ahora el caso en que el potencial ®(x,y) sea arménico en el se-
miplano y > 0 y supongamos que conocemos la funcion que da el valor del po-

tencial en los puntos del eje x:
G (x) = @(x,0).

Entonces el potencial en todo el punto del semiplano y > 0 viene dado por:

1 y G (n) dn
m y2 +(x —n)? [4.22]

o/~

®(x,y)=
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PROBLEMAS
IMAGENES ELECTRICAS

4—1.Un plano infinito separa dos semiespacios dieléctricos de permividades €
y €. Se coloca una carga q en el vacio a una distancia a del plano. Hallar la
distribucion de potencial en todo el espacio, la densidad superficial de carga
aparente debida a la polarizacion en el plano y la fuerza a que se halla sometida
la carga.
Solucion

az EI Buscaremos un sistema equivalente
P/ sustituyendo los dieléetricos por car-
gas y calcularemos el valor de estas

cargas haciendo que ¢l nuevo sistema

P cumpla las condiciones de contorno.
—> =
Sistema equivalente valido para 1I: su-
pongamos que sc puede sustituir el
sistema | valido en Il dieléctrico € por el vacio poniendo
€0 | o una carga g’ en el lugar indicado en
la figura 4—20.
g TaTTTT a7 ‘? .

Fig. 4-20
[ & Sistema cquivalente valido para I: sus-
sistema vilido | en | tituyamos el vacio por dieléctrico €
poniendo una carga q”° en lugar de q.

?Il ..... a-. _____
Fig. 4-21
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La expresion del potencial para los puntos del semiespacio II sera:
q q’

+ >

drmeyr dmeyr

@2:

y para el semiespacio |

(pl:q—“
drer

donde r, r” y r’ sonlas distancias del punto en que se calcula el potencial a
los puntos en que se encuentran las cargas q, q” y q” respectivamente.

Por la continuidad del potencial podemos poner:

(bl]plano = ‘1) 2]mano

¢ __a ., _a
47ea drmeya 4repa

de donde
€0 9" = €(qta)

—
Los valores de los vectores D y sus componentes normales en los puntos del
»

plano son:
— — q’

D1P:*q Uy, Dypn=——"— cos «
4712 ! 47 r?
s S

D—> — — D q—q’

2p = CF) Uy , Uapn =5 — — COsS«
4rr 4rr 4mrl

N

Por la continuidad de las componentes normales de D
a'=q-q°

De esta ecuacion y de (1) se obtiene

€og— € 26

A= o Fe<0 9T a o

Ha resultado que los sistemas equivalentes postulados eran validos puesto
que con ellos se han podido satisfacer todas las condiciones de contorno. Las

expresiones del potencial son:
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_ 2q )
¢, = 4r(egte) para |
_ g |1, e 1 all
®2 4 1e, [T e Fe v par
. . — — —
Polarizacion P, =(e—eq,) E, , P, =0
—_ — _——>
poa=—n-(P,=Py)=—1n" P, =— (e—¢o) Eqy
donde
E -9 cos = q”a
N 4mer? dmer’
2qa

Pse (e=co) 4m(egte)r?

La fuerza sobre q es la fuerza, calculada por la ley de Coulomb, entre q y q°

___ga’ _ 9 (eo—e)

- B <0, deatraccion.
4mey (2a)2  4me, (gpte) 4a? ¢ atraccion

4—2.Dos semiplanos conductores indefinidos, conectados a potencial cero, for-
man un diedro recto. Se coloca una carga q en un punto que dista de ambos
semiplanos a. Hallar el campo eléctrico en el punto que equidista de los planos
una distancia a/2.
Solucion

Como se vio en el apartado 4—1 B, el sistema de imagenes es el de la figura
4-—-22.

El campo en el punto P es la superposicion de los debidos a cada una de las

cargas.

q — = q - - q — — q -

El _

2
47r€0r1
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Fig. 4-22
92 2
_ 2q 2q 2

E, = =E, = q
47e, 9a2 ? 4nea? P B 41 ¢, 5a2

El campo resultante solo tiene componentes en la direccion de la bisectriz al
diedro.

= Ez - El + COSa(E3+E4)

1
cos o= ——

V5

, dirigido hacia el vértice.

4—3.Dos placas metslicas, paralelas, indefinidas, separadas a yna distancia 2a
se encuentran a potencial cero. En el centro se coloca una carga q. Hallar el
campo en los puntos de la superficie metdlica en que sea mdximo. Calctlese con
un error menor que el 2 %

Solucion
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real

9 -9 q -9 Xl -9 9 -9 9

| ] A '
Ja Ja

I 3 - sa =

FL o a— - 2a 7a —

Fig. 4-23

Es un caso de¢ imagenes multiples (como dos espejos paralelos situados uno
enfrente de otro). El campo maximo se produce en los puntos mas proximos a
la carga real q.

Potencial en el punto A.

1
_q 1 1 r 1 o1 foen
¢A—4ﬂeo§a—x—a+x+3a+x Ba+tx 7at+tx 9a+x.

! 1 — 1 + 1 e
3a—x+ ba—x Ja—x 9a— x
dd,
Campo en A: Epn = — >
1 1
__—q 1 1 _ 1 3
En = 41e, 3 (a—x)? + (@tx)? . (3a+x)? (5a+x)? (7Ta+x)?
1
L - ! + 1 — 1 + —
Gatx)2 ~ (Ba—x)?  (5a—x)? (7a=x]7 " (9a—x)?
= q S R I IEDFRR B
Emax =Eplxco == Pmey 2 3 - 5+25~ 29 " B
En esta serie alternada el error es menor que el primer término despreciado.
Como
< A =002=2%
81 50 ’
= 9 S I I
Erin =~ e, & 31 s "5 49E
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4—4.Una esfera metélica de radio R se pone a potencial V, frente a un pla-
no conductor a potencial cero, siendo D/2 Ja distancia del centro de la esfera

al plano. Estudiar la sucesién de imégenes necesaria para resolver el problema,

Soluciéon

N o
i

Fig. 4-24
En el centro de la esfera se pondré una carga que dé potencial V, en su su-

perficie.
gy =4mey RV,

La imagen de q, dada por el plano seri —q; situada a una distancia del

centro de la esfera

, R 2
q2_—(_Q1/ D =471"'-:0 F:D VO
R2
2Ty

La imagen de q, dada por el plano es:

- R? . R?2 2— R?
—Q2—_47TEO—D VO X2=D—_D‘:'“D DR
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La imagen de —q, dada por la esfera es:

_ R _ R3 _ R*V,
Gs =— (—Q2)T—4ﬂ€o T Di_R? Vo=4me DI_R?
D(——D

As{ se siguen calculando cargas imagen y distancias hasta que con las obteni-

das se resuelva el problema con la aproximacion deseada.
*

4—-5.Una carga q, se encuentra a una distancia D del centro de una esfera

metdlica aislada, de radio R. Hallar la carga que ha de tener la esfera para que

una mitad de su superficie esté cargada positivamente y el resto negativamente.

Solucion

90

D

Circunferencia neutra

Fig. 4-25

La imagen de g, es q. Ademés de g hay que poner en el centro de la es-

fera otra carga q; que, manteniendo equipotencial la superficie esférica, per-
mita cumplir la condicién pedida.

Potencial en A :

_ do q’ q:
T drmeyr, + 47eyr, + drey

o
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donde @ =—qq % y Q; es, por ahora, desconocida.
r?=r24+D? — 2rD cos r3=r24+ d? — 2rdcos §
__1 o n q’ " qi
4r ey | (r2+D?2—2rD cos 6) ? (r2+d2—2rd cos §) "/ r

La componente radial del campo eléctrico serd:

3 1 - % qo (2r—2D cos 6)
Er=— =
or 4meg (r2+D2%— 2rD cos 6)¥?
1 ey
-5 q’(2r — 2d cos 0) N —q,
(r2+d?— 2rd cos §) 32 r2

Sobre la superficie esférica habra una circunferencia (en este caso, circunfe-
rencia maxima), llamada linea neutra que separa la zona de carga positiva de la
de carga negativa. P or simetria estard en 6 = /2 , T = R. En los puntos de la li-
nea neutra la densidad de carga es nula. Entonces, la continuidad de las compo-
nentes normales de B exige quesea D, ~rl1=0, ya que el campo en el inte-

rior de la esfera es nulo.

_ 1 qo R ga’'R ai )_
Dil,_w L0= "2 " 4m (R2+D2)3/2+ (R?+d2)¥2 + R?2 =0

Sustituyendo los valores de q” y d, se despeja q; , que resulta:

_ D> — R?
91 = 9 R (R2+D2)3/2
La carga de la esfera sera, pues:
D?—R? 1

Q=q'+a,=qo R (R2+D2)3/2 D

*
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4—6.Una esfera de radio R se pone a potencial V . Se le acerca una carga q
y se observa que cuando ésta se encuentra a una distancia D de /a esfera no se
eferce ninguna fuerza sobre ella. Calcular q .

Solucién

Se puede sustituir la esfera metalica por dos cargas: una q'=—q %— situada

R2
a una distancia d= - del centro de la esfera, y una q; =4m€oR Vo. El par

g y q° pondria la superficie esférica a potencial cero y q; se introduce para

poner la superficie esféricaa V.

Segiin la ley de Coulomb, la fuerza ejercida sobre q es:

- @a . q9'q _RVo RD 220
Fa=fre, D2 4me, D—d)? D2 0 dme, (D2-R7)2 "

de donde, desechando la solucién trivial g = 0,
_4me, (D2—R?Z)?
q= D3

0

*

4—7 Se tienen dos cargas puntuales q separadas a una distancia 2d. Se intro-
duce entre ellas una esfera metilica a potencial cero, situada de forma que su
centro coincida con el punto medio del segmento rectilineo que une las dos car-
gas. Hallar el radio de la esfera para el cual no se ejerce fuerza sobre las cargas.

Solucién
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El sistema equivalente es el de la fig. 4—26.

_ R? . R
oTTg 97747
R 1 1
Fo = a__q —q -
d 2\2 d 2\2
4meo 4d ane, (o+ i) ar e (d— i)
d d
o 3 1 _i( 1 + 1 g
Tdn e, )4 @2 d Rz)z RZ|2
(o+5) (o-5) /)

De F, = 0 se obtiene:

1 _ 2(d*+R*)
4Rd>  (d* —R)

Suponiendo d > R

4—8.Una recta indefinida, cargada con q coul/m , se encuentra paralela al eje
de un cilindro conductor de radio R, , a una distancia d de dicho eje

(d > Ry). Hallar el potencial en la regién exterior al cilindro por el método de

imagenes y calcular la distribucién de carga inducida sabiendo que el cilindro
estd aislado y descargado.

Soluciéon

Linea
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En el apartado 4-1 se ha dicho cuil es la imagen de una linea cargada paralela
a un cilindro conductor. No obstante, vamos a razonar como se puede llegar a

este resultado.

Fig. 4-28

En el problema 2-20 se ha obtenido que las superficies equipotenciales co-
rrespondientes a dos lineas paralelas cargadas con cargas de distinto signo son
cilindros cuyos ejes se encuentran en el -plano determinado por las lineas (fig.
4-28). La comparacion de las figuras 4-27 y 4-28 sugiere que se puede sustituir
el cilindro conductor por una linea cargada con —q situada a una distancia tal
de la linea real que el cilindro coincida con una de las superficies equipotencia-
les de la figura 4-28.P ara que esto ocurra, la distancia D + 2a de esta Gltima
figura, ha de ser igual a la distancia d del problema. Cada valor de D determi-
na una circunferencia y hemos de hallar qué valor de D corresponde al radio
Ro. Expresaremos que esa circunferencia es equipotencial haciendo que el po-

tencial en M sea igual al potencialen N (fig. 4-29).

Se obtiene facilmente que el potencial en P es:

- -_49 i
‘b—‘bq‘f‘q’_q—ﬁre—o n T+C

donde, por simetria, C=0

Poniendo ®,, = ®,

2
R+D =£n R-D de donde D = R

' R¥g R 3
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P y
L3 en L
M -9 6 N l[nea.x
! 9| coul
'*0‘4 @ a 4"
7

Fig. 4-29
Llegamos, pues, a la siguiente conclusion: la imagen de una linea q es una li-
nea —q, situada a una distancia D= R%/d del eje del cilindro.

El potencial en un punto (r,8) exterior al cilindro sera:

q M q r2+D2— 2rD cos 6

n n
27 € r, A4meg r2+ d2— 2rd cos 6

@:

Como el cilindro es equipotencial, las lineas de campo son normales a éL.

- _ 0P -
B =—3r u
E=—-9  (g2—R?) r(d?+R2) — dcos 6 (r?+R?)
f 27 € (r2+d2—2rd cos ) (r2d?+R*—2rdR2cos 6)

En la superficie del cilindro
ps=Din — Doy
—_
y como D, =0

— q d?2— R2
2rR (R?+d?—2Rd cos 9)

ps =Din =€ E; ]"=Ro
*

4-9. En el interior de un cilindro metdlico tubular, de radio R, hay dos Iineas
cargadas con * \ coul/m , paralelas al eje del cilindro y simétricamente desp/a-
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zadas con respecto a éste. Calcular la distancia entre conductores para que no

se atraigan.

Solucion

-\ (imagen) -\ (imagen)

Fig. 4-30

El sistema de imagenes es el de la figura 4—30.
Campo debido a una linea
=2

—
= u
P2 €9

r

1
r

Las im4genes se hallan a una distancia D = R?/d del eje del cilindro.
Campo en N (suponiendo que no esta distorsionado por la presencia de la
propia linea + A)

A 1 1
BN =2re, | " D—d " 2d ~ D+d

Si el campo en N es nulo, la linea no esti sometida a ninguna fuerza. Al ha-

cer Ey =0 se obtiene:
d? = R? (-2¢+V/5 )

De estas dos soluciones solo vale

d? = R? (-2+V5)
resultando que la distancia entre lineas ha de ser
2d=2R V-2++/5

*
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4-10. Repetir el problema anterior imponiendo la condicién de que el valor
absoluto de la carga inducida en la cara interior del tubo tenga un valor maxi-

mo numéricamente igual a q .

Solucion

Fig. 4-31
En el problema 4-8 se¢ ha obtenido la expresion de la carga inducida sobre la
cara exterior del tubo por el par de lineas de la derecha. Teniendo en cuenta el
distinto significado de d y que ahora la carga inductora es negativa

) _ q RZ_dZ
s1 2r R (R2+d?— 2Rd cos 0)

El par de lineas de la izquierda induce una densidad de carga cuya expresion
se obtiene de la anterior sin méds que cambiar q por —q v 6 por 7+ 0.

—q RZ_d2
2r R R2+d2+2Rd cos 6

p52 =

La densidad total de carga inducida es

{
q(R?*—d?) ) 1 1 )

= + = ¢
Ps = Ps1T P52 27 R ( R2+d?—2Rd cos § R2+d*+2Rd cos@(

p, serd mixima para el valor de 6 que haga méximo el primer sumando ya
que para ese mismo valor ¢l segundo es minimo. Esto ocurre cuando cos 8 =

‘=41,0 =0.Cuando cos8 =—1,0 =, p, es minimo. pero su modulo tam-

4 CALCULO DEL POTENCIAL 173

bién es maximo. El valor de ese mdximo es:
2qd

ps max =W(R2_d2)

valor que ha de ser igual (numéricamente) a q.

De p_ .. =4q se obtiene
2
d=— -1 4 (1) +R?
T m

*

4-11.Una carga puntual q se halla cerca de una esfera conductora descargada,
de radio R. Calcular /a distancia a la que debe encontrarse del centro de /a es-

fera para que la /inea neutra se reduzca a un punto.,

Solucion

9]

d=R2/D q'=_qi

Potencial en P

1 R
&, =4 _
P e, (r? + D2— 2Dr cos §)+2 (r?D2+ R*—2rDR? ¢os §) /2

El campo en la superficie del cilindro es
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E _ g R—D cos 8 _ D (D—Rcos §)
']r=R " 4re, 3/2 32
(R2+D2—2DR cos 8) R(D2+R? — 2RD cos )

La densidad de carga inducida sera p, =€o E, l-r

La linea neutra es el lugar geométrico de los puntos en que p_ = 0. El punto
al que ha de reducirse la linea neutra tiene que ser uno de los polos de la esfera:
80=0,0=m,cos6==1,

Para que p, =0

R—Dcos8d = —g {D—R cos 9) , RZ—RD cos § = D2—R? cos 6

Si 6=0,cos8=1
R?-RD=D?—R?, D=R
Si 6=7n,cos6=—1
R?2+RD=D?+R? , RD=D? , D=R

*

4-12.Un rayo electrénico cilindrico de radio a pasa funto a un plano conduc-
tor que es paralelo a su efe y estd situado a una distancia d de éste. Hallar el
campo que tiende a dispersar el rayo en los bordes mds cercano y mds alejado
del conductor, respectivamente.

Solucién

Cada elemento diferencial de carga dara una imagen equidistante del plano,
por lo que la imagen del cilindro ser4 la de la figura.

El campo en un punto P constard de dos sumandos: uno debido al rayo y
otro debido a la imagen.

Aplicando el teorema de Gauss a un cilindro de radio r; concéntrico con el

rayo y exterior a él.
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Imagen

Fig. 4-33

21rl'1 QDI =7T822

2 2
D =a_ — a _ aq)l
' 2r, P Es 2¢o 1y p== ar,
a?
¢, =— P p8nr, +C,

Anilogamenie

-, @
‘I’z—+2—eop2nr2 +C,

2 r
P=d +,= 2aeop;znr—2+c
1

Si el plano estd a potencial cero, C = 0

2
d=_9" T2
2eopSZn r

Enlos puntos My N el campo sélo tiene componente radial.

2 2
E =L E = a
T 261 ° 2 2eor, P

En M las contribuciones del rayo y la imagen se restan,y en N se suman.
Los campos de dispersion sern:
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£ = a’ . a? - _ad
aM =3¢ a P T Zep(2d%a) P T &(2dtal

—_ a2 + _32_— p = —ad_ p
Ean = 5,2 P 26, (2d-a) €o (2d-a)

*

4-13.Hallar la densidad de carga inducida en un plano conductor cuando se co-

loca una carga puntual q a una distancia d .

Solucion

d X
=9
Potencial en P
__9 __.a
¢_41reor1 4megr,
= q D = ._—q
Dl 47 r%. 2 4r F%
i} =(d+x)2+y? 3 = x—d)PHy?

cosa = d¥x_ , cosB= d—x
rl f2

—
En los puntos del plano el campo D sélo tiene componente normal
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— —
Dix = |Dy| cosa D,y = | Dz | cos B
—_49 = _1
Dy = d+ D, = —(d —x
Y ann (d¥x) 2> 4qrd )
_ __q d+x d—x
Dx Dlx + D2x 41 r:i) r%
En el plano
= d d qd 1
D ] _ —i + =
xIx=0 " "4q (d2+y?) 3/2 (d2+y2)3/2 g 27 (g2 +y2)32

La densidad de carga de superficie es
Din —Dan =0,

D, = 0 por tratarse de un conductor

= __ .4 1
=-D,=— A ————
Py 27 (d2+y2)3/2

*

4-14. Repetir el problema anterior para una linea cargada paralela a un plano.

Solucién
el
&
A coul d
m
I I
Fig. 4-35 —t 1
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Campo debido a la linea

_ A
D 27,
Campo debido a la imagen
_ A
D, = 27
Dix =Dy cosax D,, = D, cos «
_d _d
coso = — = —
r r2
Ad Ad
D x = =
! 27 r} ’ Dax 2712

Ad

*

4-15.Una espira circular, de radio R , de conductor muy delgado se carga con
q coul wuniformemente repartidos. Se coloca una esfera de radio R, aislada y
descargada, tangente al plano de la espira en el centro de ésta. Hallar el poten-

cial que toma la esfera.
Solucion
Cada elemento dg de la espira da una imagen dg'= —dq % situada a una

distancia d &

2
% del centro de la esfera. Es, pues, evidente que la imagen de
espira serd otra espira paralela a la dada y situada como se indica en la figura
4-36.
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R
da’=~9g 5 =~ 5k do
27
-_ _QR —__aR
q 77D d 5

S \Espira
imagen

. g D=VR!+R?*=R V2
{P"ua dela (fspira

espira g =— q

V2
Fig. 4-36
Como la carga neta de la esfera es nula, hemos de completar el sistema equi-
valente poniendo en el centro una carga q; tal que
. _ _ ._ g

9+q,=0, 9 =-q'=—
V2!

El potencial de la esfera sera:

__ @ _ q
dreo R 4\/2 1¢o R

Vo

*

4-16.Una superficie plana, en forma de corona circular de radios R, y R,
(R, <R,), tiene una carga uniformemente repartida ¢ coul/m?. Una esfera
metdlica, de radio R(R <R,), previamente aislada y descargada, se coloca con
su centro coincidente con el de la corona. Hallar el potencial de la esfera.
Solucién

Transformando elemento a elemento el irea de la corona se obtiene otra co-

rona, interior a la esfera, cuyos radios son:

HZ RZ
d=—w ,d=—% ., d >d
2 R2 1 Rl 1 2

dg=ordrdy
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ESFERA

Fig. 4-37

Elemento de carga imagen: dq'=o0" r" dr’ dy

i . R ._ R?
Segn sabemos dq’=—dq — y r'= —
dq’'=—dq _'3_ =_ ordrdy % =— gR drdy
. R R: .-
ycomo r'=—— dl’—_r,_z r
Sustituyendo
dq'=0 R® — dr'dy
Integrando

dp 2T
. dr
q = oR3 2 fdep=2ﬂJR(R1—52)
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Para completar el sistema, tenemos que poner en el centro una carga q; tal

que la carga neta de la esfera sea nula, es deir:
q'+.a9,=0, qy =—q"= 20 R(R,—R,)

Potencial de la esfera
27TU R(RZ_RI) _ G(RZ_RI)

o= 471e, R 2€,

TRANSFORMACION CONFORME

4-17.Dos planos conductores que forman un diedro recto se hallan conectados
a potencial cero. Junto a los planos, a una distancia a de ellos, hay una linea
indefinida cargada con + X coul/m. Hallar la distribucién de potencial.

Solucion

Aplicamos una transformacioén conforme del

tipo potencial

le——— 2 A
_ ‘ W=AZ" =Ap° "
a

Si hacemos. p = 2 los dos semiplanos se

Fig. 4.38 transforman en el plano v=0 de W.

AW W=Ap?cos2¢p+jAp?sen2yp

A w El punto donde esti la linea se transforma

n
1 \ en el punto de W de coordenadas

2422 / u1=A(a \/5)2 cos (2 7/4) =0

2
u vy = A (a\/?) sen (2 n/4) = 2 A a°

En el plano W determinamos el potencial
por el método de imégenes. Aplicando los

Fig. 4.39 teoremas de Gauss y de superposicion.
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- _ A
27 r D] A Q Dl = Tf[
= — P = _k
2 mr, D2 7\ ¥ D2 27T r2
_ A _ A
E, 2r€r, E, 2T €r,
=_ —_ A [ A
b, JEI dr, e ( "1 dr; =— > nr, + K,
A1 A
= _ E. = 0  _ =
b, f dr, e ‘ - 2 o fnr, + K,
_ ~ A 2
¢=0, + 9, one Qnr—l+K
Como los semiplanos estin a potencial cero, K = 0.
Teniendo en cuenta que:
r3 = (v—2Aa?)? + 42
r1 = (v+2Aa?)? + 2
y que
u=Ap?cos2p
v=Ap?sen 2y
resulta
4 4 2,2
_ A P +4a* —4a’p?sen 2p

= n
4r e p*+4a*+4a?p2sen 20
*
4-18.Considérense dos semiplanos conductores indefinidos que forman un die-
dro recto y estdn conectados a potencial cero. Estos planos limitan una regién

en la que el campo electrostitico ests creado por cargas lejanas. Hallar la distri-

bucién de potencial sabiendo que si se coloca una carga puntual de qg=10" ¢
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coul en ef punto que equidista de los plancs a=1cm | esta carga nc estd so-
metida a fuerza alguna.

{ El hecho de que el campo esté creado

Cargas lejanas ~ POT cargas lejanas es, a todos los efectos

Selucién

précticos, equivalente a que haya cargas

en el infinito. Esto nos va a privar de un

P %9, dato para cuando haya que determinar

i constantes, puesto que la solucién de po-

. tencial que encontremos no ser regular
mé/ Fig. 4.40 1 sera regh

en el infinito. Este dato lo supliremos
con el que nos suministra el saber que sobre la carga de prueba no se ejerce
fuerza.

La fuerza ejercida sobre la carga es el producto del valor del campo en P por
el valor de la carga. Este campo sera la superposicioén del producidopor las cargas
lejanas y el producido por la carga de prueba. De este iltimo no podemos con-
siderar mas que el debido a las imagenes de la carga de prueba dadas por los se-
miplanos porque, segin sabemos por la ley de Coulomb, el campo producido
por una carga puntual en el punto en que se encuentra la carga es infinito. Esto
es lo mismo que suponer que la carga de prueba no altera la distribucién de

campo salvo el campo adicional que producen sus imagenes.

Como ry=r3=2a yr,= 2a\/5, el

-q, TTTTTITTTT T 2 92 campo debido a las imdgenes serd:

vy

= U
2 My

—
= ~( . ﬁ) et
4me2a 4re2ayy 2

Q, _\/5 92 "—’

— . bu,=

— g B W v
(‘417 ezavz 2 Amela/
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Para que sobre la carga de prueba no se ejerza ninguna fuerza el campo en P

tendré que ser nulo, luego el campo debido a las cargas lejanas sera:

Ahora el problema se reduce a resolver el sistema de la figura 4-42, en la cual

se conoce el valor del campo en P .

P % 24°

=0 [-------- «P

Fig. 4-42

Mediante la transformacion potencial:
W=AZ*=Ap2cos2¢p+jAp2sen2yp

se transforman los semiplanos de Z en el plano v =0 de W,y cl punto (a,a)

de Z enel (0,2a%) de W.

El potencial en W es:
d=C, v+C,
yeomo & =0 para v=0,C, =0
d=C, Ap’sen2¢9=C,p2sen2yp

Kl campo es:
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= ad — 1 & — —
E, =—3 U T u, =2C, p(sen2pu, +pc052gpu_;)
En el punto P (aV/2 , 7/4)
E,=—2C,aV2
Igualando [1] v [2]:
dz
C = @
: 32+ 27e a?
y el potencial resulta:
a, p?sen2y
32V 2 ne a

Con los valoresde a y g, del enunciado:
=—-0,796 *+ 10* p2 sen 2y
*

4-19. Tres hilos conductores indefinidos estan cargados con X\ coul/m ,y si-
tuados paralelos entre si' de forma que sus trazas.en el plano normal forman un
tridngulo equildtero de lado c¢ V3 . Hallar la ecuacién de las lineas equipoten-
clales en el plano normal tomando como origen de coordenadas el centro del
triangulo y como eje polar la semirrecta que une el origen con uno de los vérti-

ces.
. A g2z
Solucién AN @
: \ \‘\ cV¥
1 \ SN
N -~
1 \ ~.
| "\ 2n T~
i AN
I T\a S~y
: 4n > d P -
N A A eje
l // ,’//
Py -
/l //

] / -
i r Pis
Ve
e
Rd .

A¥3z Fig. 4-43
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Mediante la transformacion
w=23
los puntos Z,, Z, y Z; sc transforman en

W, =2} =¢, W,=23 =¢*, W,=2 =¢

Las lineas equipotenciales en W son
@ circunferencias con centro en el punto
(c®, 0). Su ecuacion es:
\ (u—c?)2+ v = K?
3
c3

y como u = p3 cos 3p, v =p’ sen 3y,
. resulta:
Fig. 4-44
p8 + ¢c® — 2¢3 p3 cos 3p = K?
que e~ la ccuacidn de las lineas equipotenciales en Z.
*

4-20.Dus semiplanos conductores que forman un diedro recto se mantienen a
potencial V. Hallar la densidad de carga.en la superficie de los conductores a

un metro de la arista del diedro.
Solucion

tHallemos el potencial aplicando la transformacion

W=2% = (x+jy)? = x® —y? + j2xy

Como los dos semiplanos se transforman en ¢l plano v =0, el potencial en

W es:
P=Kv+ K,

yeomo @] _ =V, ,h K; =V,

= Kv+ Vy=2Kxy + Vy

4 CALCULO DEL FOTENCIAL 187

)
(2) [ (1)
n
O
v
i\f
|
Yo I Yo u
Fig. 4-45

El campo eléctrico es:

- —_ —
E=—grad ®=—-2K (yu,+xu,)

8=—2€K(YK+XU_V))
En el punto (1, 0)
—
D;=—2¢Ku,
_— > —> —_ =
(D; =Dy n=p,, =—2eKu, ‘n=—2¢€K
En el punto (0, 1)
-
D; =—2¢Ku,
(D; =Di)*n =p,, =—2eKu, -n=—2¢K
*

4-21Dos conductores p/anos semi-infinitos, disouestos como se indica en la fig.
4-48, separado. a una distancia despreciable, sstdn conectados a potenciales Vo

y — V. He:ar la expresién del potencial.
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Solucion
y La transformaciéon conforme iddnea para
este problema es la logaritmica.
=V, “
2 = W=nZ=Rfnp+jy
Fig. 4-46 u=£fnp ,v=gy

La recta correspondientea V, es ¢y =v =0 , ylacorrespondiente a — V,

es g=v=nm.

Y w En el plano W tenemos un condensador
plano $=Av + B

Con las condiciones de contorno escribimos

Vo u —Vo =Ar+ B
Fig. 4-47 Vo =
de donde A=-2Vy/r y B=V,.

¢=_

Pasando de nuevo al plano Z

== e v+ Vo

que es la solucion pedida.

Las constantes podian haberse incluido ya desde el principio en la expresion

de la transformacion.
W=C, 8nZ+C,=C; np+ Cyjp+ C,
U=C12np+C2,V=Cl(p

Como las lineas equipotenciales en Z son g = constante, en W lo seran las

lineas v = constante , luego tomaremos como funcioén potencial ¢ =v .
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Ahora bien, para la determinacion del potencial hay dos condiciones de con-
torno, luego la expresion de @ debe llevar dos constantes indeterminadas. Esto

se consigue poniendo:
W=C, nZ+jC,
u=C;8np ,v=Cp+C, =9
Las constantes C; y C, se determinan como hemos hecho antes.

*

4-22 Dos cilindros concéntricos de radios R, y R, (R, > R,) estdn conec-
tados a potenciales &, = -V, y &, =2V,. Supuestos los conductores de lon-
gitudinfinita, hallar la expresion del potencial.

Solucion

J Apliquemos la transformacion loga-
ritmica:
W=C,&nZ+C,
R R2 u=C, np+Cy, ,v=C, o
X
Las superficies equipotenciales en
VYo Z son p = cte, luego la funcién
potencial serd & = u .
2V,
0 u=d=C, thp+ C,
Fig. 4-48
2V, =C, inR, +C,
de donde
3V ¢n (R? R,)
Clz_—F(; CZZ—VO ———(IR 2
on —2 on 2

R, R,
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V 3
d= 0 n 2‘0
on R Ri Re
R,

También se puede empezar transformando el contorno

W=nZ=np+jpo=u+tijv
El cilindro 1 se transformaen u=8%nR; , 0<v<2m yelcilindro 2 en

u=¢n R, , 0<v<27. Enelplano W queda un condensado'r plano en el cual

despreciamos el efecto de borde.

v
d=Au+B=Afnp+B

2K
—~Vo=AfnR, +8B
2V,
Vo 2Vo=AfR, +8B
7 « . .,
R, InRs y obtenemos la misma solucién.
Fig. 4-49 *

4-23.Un conductor cilindrico de R metros de radio tiene su eje paralelo, a una
distancia d metros, a un plano conductor. Calcular el campo méximo en la su-
perficie del plano cuando entre él y el cilindro existe una diferencia de poten-
cial de V, voltios.

Solucién

g

Se ha visto en el apartado 4-6 que

/_\ la transformacién
M N
x 7
: \ E/ W= Cl n ﬁ + Cz

transforma en rectas paralelas al eje

v las circunferencias centradas en
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el eje x del plano Z. Hemos de ajustar los parametros d-= la transformacion pa-
ra que el plano de la fig. 4-50 sea una circunferencia de radio infinito y centro

en el infinito.

[a)*+ y*

+C
| (x+a)2+ y? 2

- Z—a - =
U—C!Qn m]“’Cz—@—-ClQn \

Si consideramos que el plano esta a potencial cero,
$(00=C,=0

El cilindro estara a potencial V, y por lo tanto

_ _ R+a—d _
®, =® (d—R,0) = C, &n Vm =V,

_ _ [d¥R—a _

By = (d+R,0)=C, ¢n || TL2 =V,
lgualando los argumentos de los logaritmos se obtiene:
a= \/dZ_RZ
_ d+R -Vd*-R? | '
Cl = VO n
d+R++/ d>-R?

Sustituyendo estos valores en la expresion del potencial

s=v, (Qn d+R —VE-R? )1 o \[ = VIR 2 g2
d+R +Vd*—R? (x +Vd?—R% )2 +y?

Es casi evidente que el campo méximo se producird en el punto {0,0), que
es el més cercano al cilindro. En ese purto el campo solo tendrd componente

horizontal, y el valor midximo sera:

0 X o yeo  Vd?—R? d+R+ Vvd*—R2

E, (0,0) = —

*
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4-24. Dos conductores cilindricos de radios Ry =2cm y R, =4 cm se conec-
tan a potenciales V, = 1.000 volt y V, =500 volt. La distancia entre ejes es

12 cm. Hallar la expresién del potencial.

Solucién
J vV,
\/ N Ry
f R,
P \\9 Ml N
T I R ' %
2|la
| d 1
Fig. 4-51

Como en el problema anterior, la transformacion sera:

Z—a

W ClQn—+C2
u=C, fn ,%;: +C,=d

] (x—a)?+y?
= V XA Ty 4
{0 Cl Qn (x+a)2+y2 C2
Las constantes que hay que determinar son a,C, y C; .
(Xz—a) (x~+2R2—a)2
m = Py =500= CQ\/ +C,=C, ¢ \/‘——+C
(x, (%, +a)? 2 1 AN (xo+2R, +a)? 2
®, = 9, = 1.000 =
(—X1_2R1—3)2 (—Xl —3)2
=CQ\/_———+C=CQ \/———4—
Ly (—x;—2R; +a)? 2 N (—x, +a)? C

X;+x, =d—R;—R,

PRR—— S
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Estas cinco ecuaciones contienen las cinco incognitas x; , X2 ,C; ,C3 y a.

Su solucion es:

a=>5,124cm x; =3,6cm X, =2,5cm
C, =182,5volt
C, =695 volt

El potencial es:
(x—5,124)%2 +y?

S =7 _ 4695
(x+5,124)2 +y? 6

$=1825 @n

*

4-25.Hallar la méxima diferencia de potencial aplicable entre dos cilindros de
longitud infinita, excéntricos, de radios R; = 4cm y R, =2V10cm, siendo
la distancia entre los ejes d = 2 cm y teniendo aire como dieléctrico. Campo

de ruptura del aire: 20 KV/cm.

Solucion

d
dz

Fig. 4-52

Transformacion

Z—a
W=C1 n 74? + 02
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fix—a)? +y2
& =u=C, ¢n \MV_ .
{x+a)?+y? :

Como lo tnico que interesa en este problema es la diferencia de potencial en-
tre los cilindros, podemos poner ® =0 en el punto (0,0}, con lo que C;, =0.

Ademas. por ser la superfieie de cada cilindro equipotencia

Con estas cineo ccuaciones se determinan las cineo incégnitas
a=3cm, x,=tcm , x3=7—2\/1-é cm , d; =5cm , dy =7cm

Para determinar C,

®; —d, =V,

C, =4,25 V,
212 £ o2
d =425V, &n \M
Ix+3)2+y?

En la figura se aprecia que el campo miximo se producird en algin punte del
eje x de los comprendidos entre x5 y x,.
E.] ~—~-ﬂ] ~_ 425V,
v=0

v=0 ox

x26—9 volt/cm

Este valor se hace maximo cuando x2—9 sea minimo. Lo seriaen x = 3 si

este puntc estuviera entre X3 y X, .
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Para x,:x} —9=1-9=-8
Para x3: x} —9=3¢,75> |-8i
Luego el campo maximo se produce en x = x; y vale
Emsx =319V, voit/cm.

Co.uo E_, = 20KV/cm

20-10° =3,19 V,

&x

Vo, =6,27 volt
es la maxima diferencia de potencial aplicable entre los cilindros.
*
4-26.Hallar el potencial producido por dos cilindros indefinidos, de seccion

eliptica, homofocales, de semiejes a y b {a> b) el interior y a’ vy
b’ (a’ > b’) el exterior, conectados a potenciales cero y Vo respectivamente.

Calcular la capacidad por unidad de longitud.
Solucion
La transformacion correspondiente es

W =C, arcos KZ + jC,

w—jC
AR bl =arcos KZ
G
_ W—iCz)_ 14 u ( v—cz) u ( v—cz,)/‘
Z= K oS (—Cl—— = - jcos —CI—COSJ—(T—senC—Isen i c,

=1 gcos X ch(V—CQ)— i sen —— sh (v—CQ)
=K ? (o} c, /| *"T, C,
u /V—C2)
cos C, ch I\ c,
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de donde

= +cos? == + =1 (2)

sen?
CI C] ch2 ( VECz) sh2 (

Para v = constante , esta expresion es la ecuacién de una elipse de semiejes
_1 v—C, 1 v—C,
a——rch( C1 ), b—YSh(Cl

en la que se cumple

szaz_bz=(‘?)2, c=1/K @

luego todas las elipses de la familia son homofoculcs.

Asi pues, la transformaciéon se adapta a nuestro problema si ponemos ¢ = v,
Ahora hay que determinar las constantes. Ya tenemos K = 1/c. En la elipse
interior, d=v=0,

_ 1 u C, _ 1 u C,
x——Kcos—lch(—C—l) , Y= Tsenc—l Sh(—f_

En el punto (a,0)

1 C
a=?ch (—T’f—) (4)

Enel punto (a’,0) dela elipse exterior, ® =V, ,

1 u Vo—C, _ =1 u Vo—C,
a—?cosﬁch( o ) O—Tsen—c—lsh( o
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de donde

1
a—rch( Cx) (56}

De (4) y (5) seobtiene:

Vo —V, argch Ka

= argch Ka'—argch Ka  * 2= argch Ka’— argch Ka

(6)
También se pueden calcular las constantes empleando los puntos (0,b} y
y (0b").
Elipse ® = 0, punto (0,b)
C.
0=l cos -~ ch (——2)

K C; Cl
—1 u C,
b= e sen o sh (— _CT)

De la primera de estas ecuaciones se obtiene que u/C; =7/2 y de la segunda:

-1 G - 7
b= sh (Cl) , C,/C, =argsh Kb (7)

Elipse & =V, , punto (0,b"): anilogamente se obtiene:

\A‘C;Cz=argsh b’ K) (8)
1

De (7} y (8)

_ Vo V, argsh Kb

= = . 9
C, argsh Kb —argsh Kb”™ ’ C argsh Kb — argsh Kb Q)

Ahora que hemos determinado las constantes ya podemos poner la ecuacion

de las lineas equipotenciales

2
X +

[ b b’ b
c? ch? gvo (argsh < argsh —c—) —argsh ?$
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2
y 1

+ ; =
1gp2 ) 2 b _ b ) - b
¢ sh ) v, (argsh c argsh c argsh c %

Para calcular la capacidad calculemos primero el flujo que atraviesa el cilin-
dro interior mediante la formula,
Vo =€ {u;—u) (10)

Si u, es el transformado de (—a,0) y u; elde (a,0), ¥p =€ (u;—uy)
es el flujo que atraviesa la mitad superior de la elipse. Por simetria con respecto

al eje x, el flujo total serd 2 Y .
V=285 =2¢ (u,—u,)
Punto 1: (a,0), =0

/o U _Cz)
a=c cos o ch(

de donde

u, =C1 arcos gr(a_gl—) %

Analogamente
a

u, =C; arcos ——(:2——C1 T
con (- )

u,—u; =—Cym
Yyr=—2meC

Segin el teorema de Gauss y por no haber flujo hacia el interior del metal,

este flujo Y ha de ser igual ala carga (por unidad de longitud) de la elipse
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nterior.
Capacidad:
_ 1o _ 27n¢ . o
Cap =. Vi b 5 T S
argsh < argsh o

Ahora vamos a repetir el problema sin poner las constantes C; y C, enla

formula de la transformacion.

W =arcos Z

’leK cosuchv

e
=% senushv

K2 x2 + K2 y2

X =1 12
ch? v sh? v (12

Esta ecuacion es una familia de elipses de semiejes

chv _ shv
=—x - bPF
¢2 =a%b2=1/K2 , c=1K

En la expresion (12} vemos que a todos los puntos de una elipse le corres-
ponde el mismo valor de v , es decir, que la elipse se transformara en un seg-
mento paralelo al eje u .

Punto (a,0)

ccosuchv (13)

(a

0=-csenushyv (14)

Observemos que para todos los vértices (a,0) de las distinlas elipses se pue-
de poner la misma relacion (14) , y como cada elipse se caracteriza por un va-
lor distinto de v , estid claro que de ( 14) no se puede deducir shv =0 sino

senu=20.
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u=0 cosu=1 , a=cchv , v=argch (a/c)

Por otra parte, en esta elipse y=—csenu shv ,

shv=\/ch2v—1=\/(a2/c2)—1=b/c , resultando y=—bsenu

Pero y debe variar entre — b y b y tomar dos veces cada valor, luego
sen u ha de variar entre + 1 y — 1 y tomar dos veces cada valor, para lo que

se requiere que 0 <<u<2m.

Anilogamente se obtiene para la elipse Vo, que v = argch (a'/c) y
O<u<2nw.

.
argeh @/c Vo @ En el plano W tenemos ahora un con-
densador plano en el que desprecia-
argch @/, o mos el efecto de borde.
d=C, v+ C
4 ‘ 7 1 2
vi o 2x
Fig. 4-53
Vo = C, argch (a’/c) +C,
0 = C, argch (a/c) + C,
de donde
a
Y -V, argch —
C = = , Cp = o &9 ¢
a _ h 2 a a
argch — — argch — argch —— — argch —
_ ‘b - C2
vV = T

Estos valoresde C; y C, son los mismos que obtuvimos antes, y junto con
x? y? -
+ =1
d—C, ) ( $—-C, )
—_— ¢? sh?
Cl Cl

c? ch? (
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dan las mismas superficies equipotenciales.

La capacidad se calcula mucho mas facilmente en el plano W .

27e¢

a a
argch <~ argch e

*

4-27. Considérese un plano conductor indefinido en direccién normal al cual
se aproxima un semiplano conductor indefinido hasta una distancia d. Se apli-
ca una diferencia de potencial de V, volt . Hallar a) la funcion potencial y
b) el campo méximo en la superficie del plano.

Solucién

, a) Las superficies del plano y del semiplano
— 7(’ pueden considerarse hipérbolas degeneradas,
~
L / \>/’ COmo vamos a ver.
/ \
i SN
[N - W = arcos KZ
F~m \’,’(
‘_:-d } d " % 1
[~ LI 84 = e—
‘/\’xf\ / X g cos u chv
=47\ , ~d
| T 1
-\ )4 y=——4senu shv
\ 7 K
7N
-
\ Eliminando v se obtiene
-
_[ K2 x2  K2y? ,
' . cos? u sen? u
Fig. 4-54

que es la ecuzcion de una familia de hipérbolas
a2+ b?=d> , K=1/4d

Va:nos a ver en qué se transforman las hipérbolas degeneradas

Vertical: x=0, y=y
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0 =dcosu chy
gyz—dsenu sh v
de donde cosu =0 , u=mu/2
y=—dshv ycomo —=o<y<o  ,gerd —o0o<y<o
Horizontal x=x, y=0, Xx>d

X =dcosu chyv

O=—dsenu shv
de donde. senu=0 , u=0.
x =dchv y como d<x<°°,tendréqueser O0<v<>

El recinto transformado es el de la figura 4-55. Considerando el condensador

sombreado y despreciando el efecto de borde

v (b:CIU+C2
4 ‘» 1 O=C1—127+C2
Vo
Vo =C,
M
] T
z C.=— 2V,
! T
$=0
/ 2V
@Z— 0 U+V0
T
Vo — @
F-. - = 0
ig. 4-55 u 7V, T

Hipérbolas equipotenciales

2
X 3 y -1

Vo— &
2 2 0
d? cos (7r 2V0)

4 CALCULO DEL POTENCIAL

b) En el plano vertical el campo solo tiene componente E,

E__02%__ d®
T 9 x dx
dy =20
) Xy
d@—aTdX"l‘aTdy

Diferenciando las expresiones

_ ¢-C, v
X = dcos(c—l)ch E}

$—C, v $—C, v

cos( o )shﬁdv—sen( o shT1
_go_d —Cs) v @—Ca) v
dY—O‘——C—l ;COS(C—I)ShC—ld(b'*'SEn( C sh Cl

De (2) sedespeja dv, que sustituido en (1) da

2 [ -C, , v , | 2—C, , Vv
cos (T) sh? = +sen T, ch <

_d
dX—Tl—

d 1 C 1
dX=——,— —
€ ( sen (q) 02) ch ~—
Cl Cl
P =0 resulta =0 2-C _x
ara x = 0 resulta y C, 5
_ d v
dx——Tl ch o do
I T &
Ex}x:o_dch v d2+y2

El valor maximo de este campo ocurre en y = 0

203

(1

{(2)

do
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c, 2V,
Ex]x=0, mé&x. = d == ad
*

4-28. Determinar el potencial creado por un cilindro conductor de seccién
elfptica de semiejes a y b (a>b), conectadoa V, voltios , en cuyo interior
hay una cinta metédlica a cero voltios , alojada en el plano del eje mayor de la
elipse, de anchura 2c (c* = a®—b?) . Hallar la capacidad por unidad de longi-
tud del condensador asi formado.

Solucion

Aplicando una transformacién trigonomé-

trica
o1 u V—Cz)
X = X cos Tl ch ( o
= 1 sen U o (v=Ca
y= Ksenc1 sh( T, )

Fig. 4-56

Como se ha visto en problemas anteriores, K=1/c y & =v

La traza de la cinta metilica, definida en Z por y=0 , x=x ,

—c < x < + ¢, setransforma en

- ()
X—CCOS—CIC: C]

_ . u —Cz)
0= —csen < sh (Tl

de donde C, =0 y

X_CCOSL
C

Como x tiene que variar entre —c y + ¢ , tiene que ser:
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—1< cos = <+ 1

C,
En el punto (a, 0) de la elipse V,
- u MF 4 n Ve
a=ccos C, ch ( c, C cos C, ch c,
- U g Ve
csen C, sh c,

de la 4ltima ecuacion se deduce que u=0 , cos (u/C;) =1y

a=cch% , Vo = C, argch (a/c)
1

Vo

de donde: C, = arg ch (a/c)

Superficies equipotenciales:

x? TR =1
c? ch? (¥/C;) c? sh? (®/C,)
x? y? _
c? ch? (2 arg ch 2 c? sh? 2 arg sh a2
Vo c Vo c

Capacidad: la cinta metilica, por muy delgada que sea, tendra dos carasy

habri flujo de D a través de las dos. El flujo a través de la cara superior es:
Vo =€ (uy —uy)

Uy es el transformado del punto (—c,0)

—c=ccos =2
C;
0 =—csen g—zl 0=0
De la primera se obtiene cos (u,/C;) =—1, u, =7 C,

u; esel transformado de (c, 0)
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— U u _
c=ccos — , COs C, , u; =0
Vpo=€Cim, =2y, =2mC;=0Q

1Qj _ 2 7e
Vol  largch (a/c)i

Nétese que las expresiones de las lineas equipotenciales y de la capacidad

pueden obtenerse también como caso particular de las obtenidas en el pro-

blema 4-26.
*

4.29.  Se tienen dos cintas indefinidas planas paralelas, de espesor desprecia-

ble, cuyas trazas en el plano (x, y) son los segmentos a < x < (a + d)
y —lat+td < x< —a. L ~sprevicndo el efecto de los bordes exteriores,

calcular la capacidad por unidad de longitud.

Solucion

Las semirectas X > a y x < —a pueden considerarse hipérbolas dege-

neradas de la familia: \y @
S X =acosu chv
Ey=—asenushv $=0 $=Vo I
—a-d -a a a+d
Fig. 457 -2atP

donde u es el pardmetro de la familiay v se elimina facilmente.
Como sabemos, los segmentos del plano Z, que pertenecen a esas hipérbo-
las degeneradas, se transforman en segmentos paralelos al eje v (u = cons-

tante).

Punto (a, 0)
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a=acosuchyv

O=—asenushv
de donde u=0, v=20
J v Punto (a + d, 0): como perienece ala
o @ .
argdi 2 misma hipérbola, serd también:
X u=20
xF
a+
a+d=achv,v=argch —
b u
Z = Punto {2, 0
Fig. 4-58 —a=acosuchyv )
o = u=7 ,v=3
0=—asenushv)

Punto [— (a +d}, 0] : sigue siendo u=m y v=argch a ;— d

En el plano W solo vemos un condensador (plano); pero en el plane Z ha
bia dos condensadores: uno formado por las caras superiores de los segmentos y
el semiplano y > 0 y otro formado por las caras inferiores y el semiplano
y < 0. Veamos a cudl de los dos corresponde el transfor_mado en W. P‘ara averi-
guarlo, hallamos el transformado inverso del punto P’ %— ,argsh 2 ) . Hemos

U .
puestc u, = —2‘— paraquede x, =0 y v, =argsh 2>0 para estar segurcs de

que P’ estd entre las placas del condensador de W. El transformado inverso. P, es:
x=0,y=-a+1+sh(argsh2)=-2a
Luego, como se ve en la figura 4-38, el condensador de W corresponde al
condensador y <0 del plano Z.

Sin embargo, no era necesario saber esto, y bastaba con poner que la capaci-

dad es el doble de la del condensador de W.

_ S _ 2e a-+d
Cap—eT‘——1r argch 3

Vamos a repetir el problema poniendo las constantes en la expresion de la

transformacion.

_ u—_Ca v - u—Ciepy vV
X = a cos (—Cl ) ch C, y =—asen ( T, )s T,
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Segmento $=0 : y=0, x<-—a
_ w2l PO

Sx—acos C

sh —~

Cy
_02
? 0 ——asen(—(r

1
1

C
d ion se ded (_CZ)—O C: _,
de la segunda ecuacion se deduce sen o , T,
Segmento ® =V, : y=0, x>+a

Vo—C

’x=acos( OC 2)ché—

1 1
V,—C

0=—asen< OC 2) sh —\él
1

V,—C Vo—C
de la segunda ecuacién: sen ( - C, 2) =0 2 2. =

Vo=C,=-C

dedonde C, =V, , C,=—V,/n
Flujo en la cara superior del segmento =0
Yo =—¢€(v;—v)
v, es el transformado de (—(a+d), 0)
Va

—({at+d)=—ach T,

+
v, =C, argch a_ad_

v, es el transformado de (—a, 0)
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——a=—achC—l , vi =0
Yp = —€v, =—¢€C; argch at
2V
Ur = Q= 20y = -2 argeh 219
T a
Ql _ 2e [ d‘
Cap = = —=—— | argch
Vol "
*

4-30. Un hilo conductor, rectilineo, indefinido, cargado uniformemente con
A coul/m , estd frente a un cilindro conductor indefinido cuya seccion recta es
una elipse de semiejes a y b, de forma que la traza del hilo esté en la prolonga-
cion del efe mayor de la elipse, a una distancia d (d > a) del centro. Sabiendo
que el cilindro se mantiene a potencial V, y que el potencial en el punto don-
de se va a poner el hilo es V, , calcular la fuerza que se ejerce sobre el hilo por

unidad de longitud.

b v
linea
a d X
\Z!

Fig. 4-59

Solucion

~1

u v—C,
X = CCOos ol ch C}

_ . u V—'C2
y——caen—c—1 sh( T, )

A

Punto (a,0) , =V,
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a=c.cos =— ch VoG
|27 C,
Vo—C
= u ~0 >~z
? 0 =—csen o sh( o )
_ Vo—C; a
de donde u=0 . ——Cl— —argch T
Analogamente,
Vi—C,

_ d
—T— = argch T

6 = 1=Vo

d ~
arg ch — — argch =
c c

d a
V, argch o V, argch re

C =
: argch dT — argch %

El campo en (d, O) sblo tiene componente E,

_ C u (D—C2 C u (D_Cz
dx——f1 sen?1 ch( T, du + c cos C sh o dd
¢—C $—C
_n—_ C u 2 £ o 2
dy—O——Cl cosCl sh( C, )du+c1 sen C, ch( , )dtb
de donde
u h(‘l’—cz)
c, g, e
B=- ®—C $—C, |
2 U 2 2 2 U 2 —V2
SR Sh(c,)+°°scl 5“(61)
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. I oV
SEETIREE Vidi—ct a2 (argch %* argch % )
i - Merza ejercida sobre la lingz e o udad de longitud es
Mo—VY1)
F=XE | _

SR VNI (argch%—argch%)

—_
Tige 4 =4 la direccion y seando de u, .

* *

El sgulente probloma 23 - tremadamente interesante puesto que, admitien-
do tantes mitodos . . -esnlucidn, permite entrever la gran utilidad del método
de transformacio.. i torme en la determinacion del potencial en problemas bi-
dimensionales. Por :-.... parte, no son los que van a exponerse a continuacion
los iinicos métodos ror los que el problema es resoluble. En el capitulo siguien-
te se hard una aplicacién del método de soluciones en forma de producto a este

mismo problema.

4.31.- Un contorno de forma cilindrica est4 constituido por dos semicilindros
indefinidos de radio a, el inferior a potencial —V , y el superior a V4. Determi-

nar la funcion potencial suponiendo muy pequeria la separacién entre los con-
ductores.

Solucion
1T método
Aplicando una inversién

= = X — y
w=1/z x2+ y? sz+y2
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- X Y __u
x2+y2 ’ x2+y2 ’ U2+V2
y=-— Y
u+ v?

Fig. 4-60
Situamos los ejes de coordenadas en el plano Z como se indica en la figura
4-61 para conseguir que las dos semicircunferencias se transformen en semirec-

tas paralelas al eje v .

La circunferencia del plano Z tiene la ecua-

cion:
(x—a)2 +y2 - a2
Aplicandole la transformacion resulta:

u=1/2a

Fig. 4-61 El punto (2a,0) se transforma en el (713—,0)
1

y el punto (0,0) se transforma en los puntos del infinito de larecta u = -7

A los valores positivos de y corresponden valo-
res negativos de v, por.lo que los potenciales en
la recta transformada son los indicados en la fi-

gura 4-62.

Veamos en cual de los dos semiplanos definidos
en W porlarecta u= 1/2a se transforma el in-

terior de la circunferencia. Transformamos el

punto (a,0) queda u=1/a>1/2ay v=0,

Fig. 4-62

4 CALCULO DEL POTENCIAL 213

luego el circulo se transforma en el semiplano u > 1/2a .

A partir de aqui se pueden seguir, entre otros, los dos caminos que vamos a

exponer:

a) Aplicamos una nueva transformacion del plano W al W' (p,¢) .

. ‘pv w 1
2l o u=pcosp+ o v=pseny
P _ / 13V,, .5 _ v
p= u— 55 +v @ = arctg 1
P
-r/2 Vo
La semirrecta superior de W pasa a la rec-
Fig. 4-63

ta ¢ =7/2 y lainferior a ¢ =—7/2. El potencial en el plano W~ es:
dP=Ap+ B

al que se le imponen las condiciones

Vo=—A —’% +B
2V 2V
dedonde B=0, A=——2 |, &6=- "2,
T T
Volviendo al plano W
_ 2V, 2av
©= - Aty 5
y volviendo al plano Z
_ 2V, 2ay
d=- T arctg m
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b) Pasamos del plano W al W' m-w. . :la transformacior
A - o= YA u=—vy

a=v (122 v =—u’

- ta do lasituac: « de la fig. 4-64.
Apileanco la fory wla de Dirichlet para el
Fig. 4-64
semiplano (4.22).
¢(UI’ V') — 1_ V’G(T]) dn —
s v'2+ u'n)?

-1 vi=Voldn 1 f vlVolan
T /; v’2+<U'—’f])2 T . vZ2+(u '72)2

_ N [ u—(1/2a)
b= p (7 —arctg_—v
y en el plano Z
AT R x2+y2—2ax | _ 2V, 2ay
d= = (—2 + arctg %y )T "= arctg Xty —2ax

donde se ua tenido en cuenta que

n

- m
— arctg ] + arctg n

29 método

Aplicando una transformacion bilineal
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z=ae¥ W=7
W—y*
Y Y
Z AN W
2 intrior
N P -V, P Ny "
X
Fig. 4-65

Poder:os elegir las constantes indetermi:adas ¢ y 7y para que la circun-
ferencia de Z se transforme en el eje u . Sabemos de antemano que la transfor-
macién bilineal va a transformar el circulo en una recta paralela al eje u. Para
fijar su posicion en el lugar deseado basta con hacer que P’ sea el transforma-
do de P .Para determinar la otra constante se le impone a la transformacion
una condicién arbitraria; por ejempl -, que el centro de la circunferencia se
transforme en el punto (0,a) de W.

12 condicién P —~ P’

5

) i ;
. e O—y _ ., Je re — g ol lP*28)
a+ 0 =ace - =ae — =ae
O—y~ re’!

¥ =1 o+ 25=0
donde hemos puesto v en forma médulo - iargumental
22 condicion N - N’.Poniendo v e aforma y=a+ j§

0+ 0=a¢? % , ja—(a+iB) =0

para lo que se requiere que =0 y a=3
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luego y=re'*=ja , r=a , §=7/2 , p=—n
Finalmente, la expresion de la transformacién es:

~ijm W—ja_ _ja—W

W+ja _jatw

Z=ae

Poniendo:
Z=x+jy , W=u+jv

se puede despejar:

2y a y= 2=y =x
{x+a)?+y2 ’ (x +a)? +y?

La circunferencia, cuya ecuaciéon es x2 +y? = a’? | se transforma, como
desedbamos, en la recta v = 0. Cuando y > 0 tambiénes u> 0 y las con-
diciones de contorno quedan como se indica en la figura 4-65.

La situacién en la figura 4-65 es la misma a la que habiamos llegado por el

método 1° (fig. 4-64).
3er Método. Por aplicacion de la férmula (4.21) de Dirichlet para el circulo.

f“ F{6)do
o a2 +r2—2arcos(©@—9)

1 2
& (r, ©) 2Tr(a r?)

En este caso:

Vo ,0<8< 7
Flo)=
—Vy , <80 <2n
@2 az—r2 J‘" VO d@
27 o a*+r*—2arcos(©=0)
+f2" (—Vo)d8 (1]
T a2 +rt —2arcos{®@—4)
Llamemos:

- [ dg
a2 +r2 —2arcos{®—8)
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Haciendo el cambio:

donde A=

1

a? +r?

Hacemos tg i;— =1t y obtenemos:

—2A

v 1-8B2

arc tg

garctg [g tg
\

-2 ; arc tg [_a+
T a—

|=_ 2 -_—

e arctg
& — V, (a? —r?) (—2)
27 a? —r?

) 27
—arctg[a+rtg 9—6] =_
a—r 2 T
atr o_ 7
—arct =
arcg[a_rt 2]0

(Vi=g)

Deshaciendo los cambios de variable y restituyendo los valores de A y B:

a+tr
a—r

tg

®—

0

2

0-0

2

|
|

T

]

r
r

g

o -
2

217

e]"
-

Como 6 recorre todos los valores entre 0.y 27 , para algin valor de

0 sera © =0 + 7. Entonces © — 9 =1 y

2

©—-6) _«

2

’

©-6

2

=+ o0

En ese valor de ¢ la tangente pasa de + o« 3 — oo, Esto ocurre una sola

vezen 0< 6 < 27 yvamos a suponer que ocurre en 0 < § < .

Haciendo:
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_ s ©—6 Q—m—¢€
arc tg[N g 92—6] =arctg [N 1g —T] +
0 0

_ T +
+arctg[th®—22] =arctg[thﬂ2€]—

O —-7m+e€

—arc tglN tg %J + arc tg,[N tg G)_En]_ arc tg [N tg = Ee]
O-7

i) =—¥§ arc tg (—o) — arc tg [N tg (©/2)] + 2 arc tg[N 9—5 ]~

— arc tg (+°) —arc tg[N tg ®_ZWJ

2
Poniendo: arc tg (—=) = —% y arctg (+e0) =%
\ 0 00— T
6] =_T° —lz—arc tg[N g —2]+ 2arc tg[N tg 2” ]——2—

~arc tg [N tg 9—227TJ

y teniendo en cuenta:

—arctg% =% +arctg -
&= 27\:0 — arc tg[N’ tg %} +arc tg [11\1_ tg %] = 21\:0 (=$+¢)
o~ Fi 0 g 25
¢ =— 27:/0 arc tg [ rf_agz sen @] =— 27:/0 arc tg[rzzja'2 )rl_] =
= — 2 arc tg 2332\/ o
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SUF 2 ?POSICION

4-32  Hallese el potencial en los alrededores de una esfera que se introduce en

el serz de un campo eléctrico uniforme y continuo E(r= ﬁx,y,z) = E)o , en

los siguientes casos:

a) £-‘era conectada a potencial cero.  b) Esfera conectada a potencial V.
c) Esfera cargada can Q.

Solucién

a) Supongamos que el campo E)o , antes de colocar la esfera, estuviera dirigido

en la direccion del eje z . El potencial seria:
®=—E,z=—Eorcos6 =—Eqg-r

donde 0 es el dngulo que forman el vector de posicién 4 y el campo, no sien:

do ya necesaria la restriccién de que E; tenga la direccion del eje z . En los

puntos que luego va a ocupar la superficie esférica el potencial sera:
- -
&, (r)],=—Eg-r =—Ey R cos 0

Necesitamos encontrar una funcioén potencial &, tal que superpuestaa &,

sea capaz de satisfacer la condicion de contorno. Esa funcién ha de cumplir:

®, (x,y,2)]g +®, (x,y,2)]¢ =0 [1]
Ensayemos:
-> -
mer
(I) =
> 4nmerd

Sastituyendo [1]:

2.8 m-R - m >
—E, R+ =0, (-E+ R =0
0 47eR? ( 0 47reR2)
e - —
_fs’o:M"‘eR3 , m=4neR?E,
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3 - S5
®, = R Eo o r

El campo eléctrico sera:

—_— — —_ R3
E=—grad ¢ = —grad ;‘Eo'?“’"( 0 r)(—?a—)g =
— 3 N R ~
= _grad ®, —grad { (Eq °T) Fr‘—3 —E. — grad (Eo.,,(7) _
3 3 —_
=-0)— (—(; . ?) grad (_RrT) — —er— grad (EO er ) =

En la superficie de la esfera

—E)]S = _E)]rzﬁ =3Eo COSBU—:

>
Aplicando las condiciones de contorno al campo D

re (_D_;—E;) =;)-D—1>=ps =u—,)-eE)=U:- 3eEycos OU:=36 E, cos 8

qué es la densidad de carga inducida en la esfera. La carga total sobre la esfera

sera:
M s
Q= fpsds= 3eEycosf2r R?sen6do =0
s
b) A la solucion @ obtenida en el apartado anterior hay que sumarle una fun-

cion ®; talque ® + &5 particularizado para los puntos de la superficie de la

esfera dé V, . Esta funciéon ®; puede ser

4 CALCULO DEL POTENCIAL 221

R
q>3=—r VO

c¢) También es vilido aqui el resultado del caso a) si se le suma una funcién

®; tal que la nueva solucién dé carga Q sobre la esfera:

_aQ

37 Arer

. 3
®=(Er) ('?—3—1)+42€r

Se comprueba que

— Q
ps—3Eocosf)+m

y que la carga total sobre la esferaes Q.

*

4-33. Hallese el potencial en el centro de un cubo cuyas caras estan todas a
a potencial cero excepto una, que tiene potencial V, .

Solucién

Supongamos que se deseara calcular el potencial en el centro del cubo en el
caso de estar todas las caras a potencial V, - La funcion potencial en el interior
del cubo se podria dar como suma de seis funciones, cada una de las cuales daria
potencial V, en una de las caras y cero en todas las demads. Estas seis solucio-

nes serian formalmente iguales excepto que cada una de ellas podria obtenerse



229 PROUBLEMAS DE CAMPOS ELECTROMAGNETICOS

de cualquier otra mediante un girc de coordenadas alrededor del centro. Evi-
dentemente, todas ellas darian el mismo valor para el potencial en el centro del
cubo. De aqui que el potencial en el centro del cubo cuando sélo una de las ca-
ras estd a potencial V, y todaslas demdsa cero sea un sexto del potencial co-
rrespondiente al caso de estar toda: a V; No habiendo carga en el interior del
cubo y siendo éste una superfic: ¢r ida cquipotencial, el potencial en el cen-

tro sera V,/6 .

*

4-34. Una superficie esi -rica estd a potencial cero excepto en la regién cefir
dapor 0< ¢<n/3, <0<n/2.Hallarel potencial en el centro de la esi -

ra.
Solucion

La region que esti a potencial distinto de cero Vg , es un doceavo de la s 1
perficie de la esfera. Por un razonamiento analogo al del problema anterior se

llega a la conclusion de que el potencial en el centro de la esfera es V,/12.
*

4-35. Una esfera de radio a , uniformemente cargada con p coul/m? , tiene
tiene un hueco interior en forma de esfera concéntrica, de radio b. Hallar el po-
tencial para r > a.

Solucion

La solucion se dard como superposicion de los siguientes estados:

19 esfera no hueca, de radio a, cargada con p . 29 esfera de radio b carga-

dacon —p.

19 Aplicando el teorema de Gauss a una superficie esférica de radio r>a.

A‘T‘rrr3 Dl=i3—7ra3p
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D, =p (a3/r3) E, =€p (a3/r3)

Py =— fEl dr=cep (a’/2r?)

donde hemos puesto nula la constante de integracion ya que &,
para r—>oo,

ha de ser nulo

2° Operando como antes

b, =—ep (b%/2r2)

b=0, +¢,= ;ri (@®>—b?)
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

En este método, la solucién se va a expresar como producto de funciones,
cada una de las cuales serd funcion sélo de una de las coordenadas.
5-1.- Ecuacién de Laplace en coordenadas cartesianas.
Para la solucién de la ecuacién de Laplace en coordenadas cartesianas

e 3D e

Ad = =0 5.1
J x? dy? 9 22 [5.1]

ensayamos la solucion @ (x,y,2) =X (x) Y {y) Z(2) [5.2}

Sustituyendo [5.2] en [5.1]
X"Y2Z+XY"2+XY 2Z"=0
o bien, dividiendo por XYZ

X"y
4+
X Y
X"
X

+

7
—=20 5.3
> (5.3]

—Y”+Z” [5.4]
Y z '

Como el primer miembro sélo depende de x y el segundo no depende de x,

ambos serdn igual a una constante, llamada de separacion K}.

La solucién de la ecuacién diferencial

X"+ K} X=0 [5.5]
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€s

X({x)=A; cos K; x + A, sen K; x [5.6]
Ahora hagamos
Y"” z"
Tz K%_7=K% [5.7]

Razonando como para X (x)

Y(y)=B, chK,y + B, sh K,y [5.8]
Y lo mismo para Z {(2)

Z(z)=Cy ch K3z + C, sh Kz [5.9]
Las constantes de separacién han de cumplir

K3 + K2 =K} {5.10]

y seran reales o imaginarias segin las condiciones de contorno que deban satis-

facer, con lo que las funciones X, Y y Z resultardn circulares o hiperbélicas.
Si, por ejemplo, el problema requiere ceros de potencial repetidos en el eje v,
se tomard Y (y) circular.
Estas soluciones son capaces de satisfacer s6lo condiciones de contorno muy
simples. Veamos algunos ejemplos en dos dimensiones.
Sean dos planos paralelos

%) indefinidos situados a una

$=0 distancia b el uno del otro y

conectados a potencial cero.

=0 ~x XY

Por haber ceros repetidos
Fig. 5-1
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en el eje y ensayaremos

5 Y (y}=B, cos Ky + B, sen Ky
X(x)=A; ch Kx + A, sh Kx

¢ = (A, chKx+ A, sh Kx) (B, cos Ky + B, sen Ky) [5.11]
De ias cinco constantes, dos se pueden determinar con las siguientes con-
diciones: © =0 para y=0 y para y=b.
O= (Al Ch KX + A2 sh KX) Bl

y, como esto tiene que cumplirse para todo x, B; =0
0=(A; ch Kx + A, sh Kx) B, sen Kb

No puede ser B, = 0 porque entonces ¢ seria idénticamente nulo en todo
el plano. Luego Kb=nrw, K= n_t:r

Llamando A, B, =C,, A,B,=C,

nw nmw nmw
®=[C, ch—x+C, sh— — 5.12
( 1 ™ x+C, b x)sen 5 [ ]
Para determinar C, y C, se necesitan mas datos. Si, por ejemplo, sabemos que

hay simetria con respecto al eje y:

nT nm
®=Cch — —_ 13
ch —=x sen <=y [5.13]

Consideremos ahora el sistema de la figura 5-2. Evidentemente el resultado

[5.12] es valido aqui. Hemos de afiadir la condicién:

y = =
$=0 $=0en x=0

nmw
é=0 0=¢C, sen?y
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y como csto ha de cumplirse con independencia dey, C; =0

& =Csh " nm (5.14]
= sh —X sen — .
b b’

Pongamos ahora otro plano a potencial V, en x = a, naturalmente, aislado
de los dos contiguos. La ecuacion [5.14] sigue siendo valida si le imponemos la

condicion ¥ =Vy en x=a

Vo = e n— [5 15]
C st a se .
0 S ! Yy

[5.15] es una identidad que no se cumple para todo valor de y. Este aparente
error se debe a que solo hemos tomado una solucion de la ecuacion de Laplace,

que no tiene por qué ser compatible con todas las condiciones de contorno.
Como [5.14] es solucion de la ecuacion de Laplace, lo serd también

o0
nmw nmw
@ = E C,sh— x sen —vy [6.16]
' b b
n=1

Se comprueba que [5.16] también cumple las condiciones @ =0 en x =0,

en y=0 yen y=b. Haciendo que & seaigual a Vo enx=a

(>}
nw nmw
Vo = Z C, sh —ba sen—by para 0<y<b {5.17]

n=1

La ecuacién {5.17] si es compatible y se la reconoce como el desarrollo en

serie de Fourier de la funcion (constante)V, en el intervalo 0 <y <b.

(=]

=)
f()—V = C,sh — n—y= E b —Yy
E n S a se sen
Yy 0 5 n |

n=1 n=1

4
conb, = n—‘/ro ,s1nesimpary b, =0sinespar. (Ver apéndice II).

5 CALCULO DEL POTENCIAL 229

La solucién es, pues,

oo sh — x
4V, b nmw .
P = ————— sen—y, con n¥# 2
nw nm b
n=1 sh —a
b

5.2.- Ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas.

La forma general de la laplaciana en cilindricas es

Arb—1 =0
T\ ar) TR st e 70 [5-18]

a ad) 1 az (b 2
r

Simetria axial con invarianza longitudinal (problema dependiente sélo de r).

La laplaciana queda reducida a

1 d d¢ 0
— c— r— =
r dr( dr [5.19]

La solucién es

¢ =K, ¢nr+K, [5.20]

Invarianza longitudinal (problema dependiente sblo de r y ).

Aplicando el método de separacién de variables, ensayemos una solucién de

la forma

D=P(r} Qlp [5.21]

2® 13w 1 3%2¢@
+__ —_— =

ar? roar r? 9¢y?

1 1
P"Q+ —-P'Q+— P Q"=0
r r
, P P’ Q-
r“«—+r—=——
P P Q
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' "

Igualemos - u? (no podemos hacerT = u? porque esto condu-
ciria a funciones hiperboélicas en o, incompatibles con la simetria circular del
problema).

La solucién de —E= —u? es

Q(p)=A, cosnp + A, sennp=A cos (np +a) =B sen (ny + a)
Ahora queda la ecuacién diferencial

P P’
rP—+r—=u?
P P

PPP"+rP' —u?P=0
cuya solucion es
P(r)=C, " +Cyr™"
resultando el potencial
®=(r,p)=(Cy r" +C, r ") (A, cosnyg + A, sen ny) [5.22]

Si el eje interior a la zona en estudio, C;, =0, y si estd fuera, C, =0.

En determinados problemas, la solucién [5.22] puede ser incompatible con las

condiciones de contorno. Se puede ensayar entonces una soluciéon mds general
(=]
¢ = Z ™ (A, cosny + B,, sen ny) [5.23]
n=1

donde hemos puesto r con exponente positivo. Para el caso en que el eje de

n

simetria se halle fuera de la zona de interés, bastard con poner r™" en lugar de
.

Simetria axial (problema dependiente solo de r y z).

En el caso, por ejemplo, de un cilindro conductor cerrado cuyas bases estin

a distintos potenciales.
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82<p+1 aq»+a2<p_0 [
22 r or 922 5.24]

Ensayamos & =R (r) Z (z). Sustituyendo en [5.24]
R" 1R 2"
T+ 2+ =0
R r R V4

== Z” [5.25]
> .

=|=

R" 1
- 4+
R r

La ecuacion diferencial se puede resolver de dos formas diferentes.

2
1.3y Haciendo — =T?
Z
Z(z2)=A, chTz+A, shTz (5.26]
L
R"+—-R +T2R=0 [5.27]
r

Mediante el cambio de variable Tr = v, la ecuacién [5.27] se convierte en

—+ - —+R=0 [5.28]

N n?
y' +-y +(1- =) y=0 [5.29]
X X
La solucion de {5.28] es
R=B, J, (v) + B, Ny (v) {5.30]

donde J y N son las funciones de Bessel de primera y segunda especies, res-

pectivamente, (en este caso, de orden cero).
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Jo (v) ¥ Ny {v) tienen la forma indicada en la fig. 5.3.

N, tiende a - en el eje (r = 0). Entonces, si el eje estd dentro de la zona de Z{z)=A cos Tz+A;sentz [5.31]
estudio, B, = 0.

R{r)=B;Jy (jrr) + B3 Ng (jrr) [5.32]
1.0

El desarrollo en serie de potencias de Jo(jv) es

24 (. 6
Jo(jv)=1+(1)2+ﬂ_’_+(‘”i+... (5.33]

05
2 (21)? (31)?2

Todos los términos del desarrollo son reales. Jq(jv) esta tabulada. Recibe el

nombre de funcisn de Bessel modificada 'y se la escribe también lo(v). En

lugar de Ng {j 7r), suele ponerse como segunda solucion en [6.32] la funcion
de Bessel modificada_de segunda especie, Ko (7 1), de la que se hablard mis

adelante.
R(r)=B;lg(rr) +ByKelrr)

10 }

Las funciones Iy (7 1)y Ko (7 r) tienen la forma indicada en la figura 5-4.

Si el eje es interior a la zona en estudio, tiene que ser B; = 0.

No (v)
5 | —
“r Jo(v)
I ()
3
Ky (v)
2
Fig. 5-3

1

z" . . Ko (v,

28) ——=—72, Esto equivale a hacer en la solucion anterior ¢
Z 0 | 4 v
' 0 1 2
T2=-72, T=-jr, conr real [5.31] ? )
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Resumiendo, la solucién de la ecuacion de Laplace en el caso de simetria

axial sera una de las dos siguientes:

@ (r,2) =<Bl Jo (Tr) + B, Ny (Tr)) (A, chTz+A,shTz) [5.34]

D (r, z) =( Bilo (rr) + B, K¢ (7 71) ) (A{cosTz+ A,sen7z) [5.35]

El caso mds general en coordenadas cilindricas se estudia en el apartado

siguiente.

5.3.- Asimetria total en coordenadas cilindricas.

Cuando el problema depende de las tres coordenadas r, ¢, Z, ensayaremos

una solucién producto ® =R (r) F () Z (2).

Se pueden adoptar las siguientes soluciones para Z y F:
Z(z)=A,chTz+A; shTz [5.36]
F (p) =B, cosny + B, sen ny [5.37]

La ecuacion diferencial para R seré en este caso

R 1 n?
—+—R’+(T2——2)R=O [5.37]
R r r

Una de las soluciones de esta ecuacion es

Q (1T (T2 2
Tr) =
3n(TT) Z Yl (5.38]

m =1

funcion de Lossel de primera especie y orden n

En el caso, muy frecuente, de n entero, se convierte en

hai —1)m n+2m
o (Tr) = E (=07 (Tr/2) {5.39]
m! (n+m)!

m=1

Otra solucion, independiente de J, (Tr), es
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Jn (Trycosnm—J__(Tr)
sennT

N, (Tr) = , paran¥ 0,12 .. [5.40]

que esla funcién de Bessel de segunda especie de orden n.

Para n nulo o entero, la expresiéon [5.40] es indeterminada. Entonces se la

define como

(T —J (T
N, (Tr) = lim o (Tr) cospm — J-p (T (5.41]
p=>n senpmw

Calculada por la regix de L’Hospital, resulta

n=1
{ | 1 e
2 (Tr/2) +  § Jy (Tr) = = Z (n—k=1)1 (Tr/2)2%

k=0

}IN

N, (Tr) =

1 \ (Tr/2)2k+n
- Z (=1)% ? ¥ (k) +\I'(n+k)€ EPTRTT1 [5.42] -
k=0

donde y=0,56772156... es la constante de Euler y

\I/()—1+1+1+ +1
p 2 3 T 5

Soluciones completas de [5.37] son

R=C, J, (Tr) +C, J__(Tr), para n#0,1,2, ... [5.42]
R=Cy Ja (Tr) + C, N, (Tr), para todo n [5.43]

Si adoptamos para Z y P las siguientes soluciones:
Z(z)=AjcosTz+A;sentz [5.44]
F(p)=B,cosnp+B,senny [5.45]

la ccuacion diferencial para R seria
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" 1 , 2 n? —
R"+ = R —(7° + R=0 [5.46]
r r

que es la ecuacién de Bessel modificada de orden n. . Sus soluciones son las fun-

ciones de Bessel modificadas de orden n. Las de primera especie son:

e (e =™ g (irn) (5.47]
Las de segunda especie son:
KT r)=7r— I Arr) - In(rr)g [5.48]
2sennmw n

Esta definicion de K, es indeterminada para n entero, pero se la puede calcu-
lar como limite, lo mismo que se hizo con N,,.

Soluciones completas de [5.46] son:
R=C; l,(rr)+Cy I__(rr), para n#0,1,2, ... [5.49]
R=C, l,(rr) +C, K_(rr), paratodon [5.50]
Definiendo las funciones de Hankel de primera especie como
HE (x) =J,(x) +] N (x) [5.51]
y de segunda especie como
HE(x) = J,{x) —j N, (x) [5.52]
todavia se pueden dar otras soluciones de [5.37] y [5.46] combinando estas fun-
ciones con las de Bessel. En particular, [5.46] admite la solucion:
R=A, J,ljrr) + Ay HE (jrr) [5.53]

vélida para todo n.

5.4.- Formulas relativas a las funciones de Bessel.
Derivadas.- Las siguientes propiedades son comunes a las funciones:
Jn(v), Ny(v), HE(v) y HE(v).Sea R,(v) una cualquiera de ellas.
Ro =—R; [5.54]
Ri=Ro—+ R, [5.55)

vR’ =nR,— VR o4y [5.56]

n
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vR' =—-nR_ ~1—an_1 [5.57]
d —n = —n
< VR =-vR (5.58]
d n _ un
™ gv R, f =Vv"R | [6.59]
vil=mnl + vl [5.60]
vii==—ni +vi _, [5.61]
v K:‘ =n Kn -V Kn+1 [5.62]
vKi=-nK, -nK__, [5.63]
Formulas de recurrencia.
2\/—”Rn =R, +R [5.64]
2n, _
=y = [5.65]
2n _
_V_ Kn - Kn+1_ Kn—l [5'66]
Integrales.
[Vv=r R, () dv=—v""R_(v) [5.67]
Jv” R,_, (Wdv=v"R_ (v [5.68]
j vR_{av) R_{Bv)dv= 2V 2;BR,,(ON)R _,(Bv)=aR__ (av)R_(Bv) ; ,
o _B n n n
para o #f [5.69]
2
fv R2 (av) dv=v3 ;Ri(av)—Rn_l(av) Rn”(ozv)é =
v, n?
= 2_;Rn2 (ov) + (1— o) ) R2 (av)f [5:701

5.5.- Desarrollo de una funcién en series de Bessel.
El célculo de los coeficientes de las series de Fourier de senos y cosenoses po-
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sible gracias a la ortogonalidad de las funciones circulares. Existe una ortogona-

lidad similar de las funciones de Bessel. Si las formulas [5.69] y [5.70] se parti-
. _ . Pm  Pqg .

cularizan para n= 0y si en lugar de a y 8 se pone 273 siendo p,, y pq la

m—ésima y g—ésima raices de Jo (v) =0, es decir Jo (p, ) =0y Jo(pg) =0, y si

Pm 7 Pq,de [5.69] se deduce

J r.Jo(p"1 ! )Jo (p“ r)dr=0 [5.71]
a a
o]

Asf pues, si se puede desarrollar una funcién f(r) en serie de Bessel de orden

cero, el desarrollo sera:

oo

Fir = D) bn Jo(er) [5.72]

a

m=1
. .1 . Pgr .

Multiplicando los dos miembros de [5.72] por ; rdo (T); , integrando de 0

a a y teniendo en cuenta [5.71]y [5.70]

a a - 2 2
frf(r)Jo(pm ’)dr=f bmr[Jo(p"‘ r)] dr=2 J3(p,,) by,
a o a 2
0

de donde: a
2 Pm T
=< f(r) J d 5.73
B a®Ji(pm) [ i O(a ) ' [5.73]
Jo

5.6.- Ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas.

La laplaciana en coordenadas esféricas es:

10 0P 1 1 2 9P 1 9°9
Ad= - — — |+ = — 0— |+ — [5.74]
r2 or (r ar) r* seng 00 (sen 86) r’sen?6 a¢2[ ]
que también se puede poner:
29 2 3P 1 929 92®
Ad=— + = — + —
ar: r 3r r’sen?f d¢?*  r236?
1 0
o 5.75
r2tgf 96 [ ]
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Los angulos 0 y ¢ se miden tal como se indica en la fig. 5.5.

Fig. 5.5

e) Caso en que existe simetria alrededor del eje z. (Problema independiente de
®)-

Ensayemos una solucién producto:

® =R (r)©(9)
Sustituyendo en [5.75]
RI' R’ @I! 1 @I
rr— +2 t—t+ ===
R TR oo ° [5.76]
Haciendo R
n R'
R NS
r = r = n (n+1)
queda la ecuacién diferencial:
rPR"+2rR —nin+ 1) R=0 [5.77]
Ensayamos la solucién R = A r®:
Aa(a—1) + 2Ac—n{n+1) A=0
a’+a—n(n+1)=0 [5.78]

Como las soluciones de [5.78] son «; =n, a; =—(n + 1), la solucién de [6.77]
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sera:
R(r)=A; r" + A,r ™Y [5.79]
Volviendo a [5.76]:
" L 19 —_(h+1) [5.80]
® tgf ©

Haciendo el cambio cos § = x

2
(1-x2) £5 -2 22 +aln+ 1160 [5.81]
X

ecuacion diferencial de Legendre, cuya solucion es:
®=C,P,(x)+C, Q, (x) [5.82]

Las funciones de Legendre de segunda especie, Q, (x), contienen todas un
término en &n (m- por lo que son singulares en x=%1 (§=0y §=m)y como
normalmente el ej1e— )z( estard en la zona en estudio, hemos de poner C;= 0.

Las funciones de Legendre de primera especie, o polinomios de Legendre,

se obtienen mediante la formula de Rodrigues:

px) =9 (x2_q) 5.83]
Pal¥) = o g X1 [

Los primeros polinomios de Legendre, puestos en funcion de 8, son:

Py (cos8)=1
P, (cos@)=cos 9
P, (cosf) = 211-(1 + 3 cos 260)

P, (cosf) = l(3’ cos @ + 5cos 38)

i

P, (cos8) =6—4(9 + 20 cos 26 + 35 cos 46)
N\
Para®=0, x=1, P, (cos@)="P,(x) = 1. Son ortogonales en el intervalo

-1<x<1 -1<x<1
1

P,(x) P, (x)dx=0 sim#n [5.811

-1
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1
P2 (x)dx= 2 [5.85]
n 2n+1
—1

La solucion para el potencial en este caso es:

¢ = ’;A, o+ A, it ; P, {cosf) [5.86]
y si el ori-2n de coordenadas estd dentro de la zona en estudio:
®=AY"P,(cosb) [5.87]
b) Asimetria total. Ensayamos ® =R(r) ¥ (¢) © (8)

@l \II”

R" R ©" 1
rr— +2r —+ —+— —sen?9=— —— [5.88
| R R © wgo g (el
Escogemos para ¥ una solucion en forma de funciones circulares:
‘pll _ 2 _
_\p—_—m , Vi{p)=A,cosmyg + A, sen my [5.89]

Sustituimos en [5.88] y hacemos:

r’ RR’ + 2r%=n (n+1), R(r)=B, "+ B, r-(n+n)
' [5.90]
La ecuacidn diferencial que resulta para © es:
2
0"+ ——© +nint)——"_0=0 [5.91]
tg 6 sen 6
Haciendo el cambio cos 8 = x:
d?e de m?
1—x?) — —2x == +nln+ 1)— ©=0 [5.92
(1=x%) dx? X dx ) 1—x? [ ]

Sim=0, [5.92] es la ecuacion de Legendre [5.81]. La solucion general de
[5.92] es:

©@=AP™(x) +BQT (x) [5.93]

donde QT (x), polinomios asociados de Legendre de segunda especie, son singu-
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laresen x=*1,y

(1—x?Ims2 d"7

pm (X) — (1_X2)m/2 __(E_ P (X) =
n dxm

n 2n .’1! dxm+n (xz_”n

con los polinomios asociados de Legendre de primera especie,
La solucion de $se puede poner:
= 3 B,r" +B, r‘("”’{ EAI cos my + A;sen my | P™(cos)

[5.94]

[5.95]
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PROBLEMAS
COORDENADAS CARTESIANAS

5-1. Hallar fa funcién voiencial en una region descargada delimitada por y = 0
a potencial cerc [y =b @ polencial cerc [ x = 0 a potencial cero,y por una

rendida entre los piainos v =0 e y =D, cuya traza pasa por el

supe-ficie ¢
punto x =32,y = b/2,apotencial V. Determinar la forma de la superficie.

Solucion
¥ . .
$=0 Como hay ceros de potencial repetidos
b en el eje y , elegiremos funciones circu-
A p=V lares para la variable vy .
$=0 % : & = (A’'ch Kx + B"sh Kx) (A" cos Ky+
g - + B sen Ky)
0 ¢ =0 4 -
Para y =0, ® = 0 independiente de x
Fig. 5.6

O0=F{x)A”"= A”"=0
Para y =b, ® =0 independiente de x
0=F(x)B”senKb = Kb=nr, K=nn/b
Para x =0 , ® =0 independiente de y
0=A'Gly) > A'=0
Haciendo B'B"=B
$ = B sh Kx sen Ky

En el punto (a,b/2) ,® =V,
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Vo, =B sh Ka sen (n_l;r%) =+ Bsh Ka

y ademds tiene que ser n % 2
Vo

B:i— [
sh (Ka)

Con este valor de B el potencial es

Vo

®=* 4ka

sh Kx sen Kv

En todos los puntos de la superficie es ® =V, , luego la ecuacién pedida es

v
v0=¢ﬁé sen Ky sh Kx

sh(nmx/b) sen(nmwy/b) = % sh{nma/b)

Su forma es la indicada en la figura 5-7

$=o0
=0 ¢ =V,
¢ =0 Fig. 5.7
*

5-2. Hallar la funcién potencial en el interior de un sistema de electrodos defi-
nide por: x =0 a cerovolt;x=a a cerovolt,y=0 a cerovolt;y=Db a
Vo volt.

Solucion
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Suponiendo una soluciéon en forma de

b $=Vo producto, con ceros repetidos en el eje x

® = (A’ cos Kx + B sen Kx) (A" ch Ky+
+ B”"sh Ky)

Obligamos a esta funcion a satisfacer las

$—o @ % condiciones de contorno

Fig. 5.8

En x=0, ® =0 conindependencia del valor de y

0=A'Fly) = A'=0

En x=a , ® =0 independiente de y
0=B'senKa F(y) = Ka=nr K=nn/a

En y=0, ®=0 independiente de x

0=G(x)A” = A"=0
Haciendo B'B” =B

® = Bsen Kx shKy

En y=b, &=V, ,yporlo tanto

V, =B sen Kx sh Ky

lo cual no es posible a menos que empleemos una solucion més completa, en

forma de serie de Fourier. Supongamos que el potencial es

i) =§3: B, sh(nmy/a} sen (nwx/a) [1]

que tendra que cumplir
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Vo =§; B, sh{nmb/a) sen(nmx/a) [2]

Formemos la funcion impar, definida en —a<x<a, de la figura 5-9.

Vo El desarrollo en serie de Fourier de es-
ta funcién, por ser impar, sblo contie-

X ne términos en seno

-a a

Vo Fig. 5.9 Vo =Z12 b, sen(nmx/a) [3]

Comparando esta expresién con [2] se deduce que
b, = B, sh(nmb/a)

Los coefitientes b, del desarrollo son

2V
b, = —2-f V, sen{nmx/a) dx = —2= (1—cos nm) =
a nw
o
0 para n =2.
4V .
-2 para n#2
nmw

B = b, _ 4V, 1
" “shinmb/a) ~ nw sh{n7b/a)

Sustituyendo en [1]

4V, shinmy/a)

<I>=§ nr Shinmb/a) sen(nmx/a) para n#2

Es conveniente comprobar que esta solucién satisface las condiciones de con-

torno.
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5-3. Determinar la funcion potencial en el interior de un cilindro conductor in-

definido cuya traza (rectangular) en el plano (x, y) es:

y=0ey=bacerovolt, x=ay x=—aa V, volt
Solucién
4y
b ¢=o0
b= b=
-a é=0 a x
Fig. 5.10

Supongamos que la solucion es del tipo:

® = (A’cos Kx + B sen Kx) (A" ch Ky + B” sh Ky) [1]

En y=0,®=0 = A"=0
En y=b, ®=0
0= F(x) B” sh Ky
y para que esto se cumplaha de ser B”=0 o bien K = 0. Ambas alternativas
hacen que el potencial dado por [1] sea idénticamente nulo en toda la region;

ensayaremos
® = (A'ch Kx + B"sh Kx)} (A" cos Ky + B “sen Ky) [2]
En y=0, =0 = A”"=0

*

En y=b , =0 = Kb=nm, K=£%r

En x=a y x=—-a, &=V,
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Vy = (A’ch Ka + B’sh Ka} B sen Ky (3]
Vo = (A"ch Ka — B"sh Ka) B sen Ky (4]

Comparando [3]y [4] seveque B'=0
V, = A ch Ka sen Ky [5]
[5] es una ecuacion que no se cumple para todo 0 <y <b . Nos vemos obliga-
dos a ensayar

&= 2 A, chKxsenKy [6]
1

solucién ésta que debe cumplir

Vo=% A, ch M0 gn ITY
1 b b

v Formamos la funcién impar de la figura
(s}
5-11, cuyo desarrollo en serie de Fourier
5 Yy es
= Vo para 0<y<b 2= ; b, sen nTn y
V, para —b<y<0$
Fig. 5.11
con
b
2 nm 4V, :
b":F J Ve sen —-Y dy = o para n#2
0 0 para n=2
b

Como b, = A, ch{nma/b) , A, = chinma/b)
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4V,  ch(nmx/b) nm

nt_ chinsa/b) " p Y D #2

=2
1
*

5-4. En un plano se tiene un contorno formado por un cuadrante de corona
circular de radios R, y R, {(R,<R,).Losarcosestina V, y los segmentos

rectos a cero volt. Determinar la funcion potencial para los puntos interiores.

Solucion

Aplicamos una transformacién logaritmica

=¥
¢=o\t ? W=nZ=~(np+jp=u+jv
9=t } u=~fnp , v=y

Ry ¢$=0 Rz

Fig. 5.12
v v
n $=o
2 % ¢$=0

=V =
¢ (<] ¢ VO ¢=Vo ¢=V0
$=0
= u u’
! InR, =0 Ing, u u;

Fig. 5.13
Del plano W deseamos pasar al W’ para obtener el contorno y las condicio-

nes de contorno del problema anterior. La transformacion es

, n R; +en R,
e

, n R, ¢n R, ¢n R, —¢n R,
u, =4 R, — > — 75 = 5
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0=F(x)C =[C=0

up=-—-Us

La funcion potencial en el plano W” es la que obtuvimos en el problema an- Fn y=b, ®=0

terior si cambiamos: b = w2 ,a ~> u; ,y > V', x > u’ -
O0=F(x)BsenKb , Kb=nw , K=T
ch nmw2 u’
&= ; 4V, T sen nm2 v Para que no se haga infinito el potencial en x —> oo, tiene que ser A=0,
-9 nm nm2 . 4 .
ch el quedando el potencial
— K x
- 2/R, R d=Be sen Ky
d=3 Vo chr[]nQr;Z(p(R/ /IR 2))] sen2ny )
1 An ch [nxn B2/ t] En x =0, ® =V, : para poder satisfacer esta condicién tenemos que en-
* sayar una solucién mas general
< — Kx
5.5.- Se tiene una regién sin cargas limitada por los semiplanos y=0e y = b, = ? B, e sen Ky (2]
que se extienden desde x = 0 hasta x - o0, y la porcion de plano x = 0 compren- ha d i
ue ha de cumplir
dida entre y = 0 e y = b, Hallar la funcién en el interior. 1 P
Vo= Z B, sen Ky [3]
1

Solucion

Desarrollando V, entre 0 y b en serie de senos

| 9
o av .
¢=0 Vo=§ _mo senn—bny , n¥2 (4]
b -
$=Vo Comparando [3] y [4] y sustituyendo B, en [2]
> X - 4V .
Y = — 70— (nm/b)x gon BT
¢ d ? 7 © senb y, n#2 [5]

Fig. 5.14

Por haber ceros de potencial repetidos en el eje y , elegiremos funciones cir- Vamos a comprobar que [5] cumple las condiciones de contorno

j ion existente entre las funciones hiperbé-
culares para y . Ademais, dada la relacion existente entre las fun p En y=0, sen n_g 020 = &-0

licas y las exponenciales de exponente real (ver Apéndice II) podemos poner

- o, _
®=(Ae“* +Ae ") (Ccos Ky + D sen Ky) 1] Eny=b,sen —b=0 = &=0

En y=0, =0 En x =0 , & =0 por ser nulo el factor exponencial
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En x=0, 0<y<b

4V, nmw 5
o SNV n#2

-8

B, =

que es precisamente Vo para 0<y <b

*

i

5-6. Hallar la funcién potencial en el interior de un cilindro conductor indefini-

do limitado por los planos: x=*a a V, , y=0a V; e y=b a cero volt.

Solucion
g
b |g=0 Aplicando el método de superposi-
cion el problema se reduce a hallar
#=Y% $=V las soluciones ®, y &, para los
~a rym Py x  sistemas representados en la figura
5-16.
Fig. 5.15
Y y
O, 4=0 @ 4 wo
b =Vo ¢, $=V, ¢=o0 ¢, 6 =0
¢ =0 o s ¢ = V, x
Fig. 5.16

®, ha sido obtenida en el problema 5-3.

4V, ch (nmx/b) sen -NTY
nt  ch (nwa/b) b

=3 , n#2 (1]

Para hailar ®, ensayaremos
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®, = (A cos Kx + B sen Kx) (C ch Ky + D sh Ky} 2]
Plano x=—a , ¢, =0
0 = (A cos Ka — B sen Ka) Gly) [3]
Plano x=a , ¥, =0
0 = (A cos Ka + B sen Ka) Gly) (4]
Comparando [3]y [4], B=0
®, =cos Kx {C ch Ky + D sh Ky) [5]

En [3]y [4] se ve que cos Ka=0 , Ka=nw+%~:w(n+%)

_f[2n+1} 7w
K‘( 2)3_

Plano y =b , &, =0. Esta condicion no la puede cumplir [5] a menos que

sean C=D =0, porque ch Ky no se anulay sh Ky solo se anulaen y=0.

El que se anule sh Ky en y =0 nos induce a ensayar
&, =cos Kr [C ch (K(y—b) /\ + Dsh (K(y—-b))] [6]
En y=b

0 =cos Kx

Cch (K(b—b))+ D sh (K(b—b))f = C cos Kx
porloque C=0.
@, = D cos Kx sh K(y—b) [7]
En y=0, &,=V,
V, = — D cos Kx sh Kb {8]

Tampoco la funcién potencial [7] puede satisfacer [8] pero con este inconve-

niente ya estamos familiarizados y sabemos que la solucion que se debe ensayar
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254
A la vista de [14] ensayamos
es
- > nTx’  nmy’
®,= X (—D,) cos Kx sh K{y—b) [9] ®2 = ? Dn sen d sh d [16]
1
oz o=z nmx_ | wx _ nwb nmx’
V1—§Dn sthcost—? D, sthcos( 2 +2a ) [10] Vl_z:xD" ShTsenT [17]

El argumento de la funcion cos que aparece en [10] es incémodo a la hora que puede hacerse coincidir con un desarrollo en serie de Fourier en senos
de hacer el desarrollo en serie. Resolveremos mds facilmente el problema ha- (funcién impar entre —d y d).

ciendo una transformacién al sistema de coordenadas de la figura 5-17.

v
s x'=x+a
—r é =0 2a x’ y'= y_b =d p x’
$=c 2 ¢ =0 ®, = (A cos Kx"+ B sen Kx") m
1
-b $ =V, {CchKy +DshKy’) [11]
Fig. 5.17
Plano x'=0, &, =0 = A=0 Fig. 5-18
Plano x'=2a , ¢, =0 V=2 a, sennde [18]
1
nm _ nmw 4v, :
O=sen2Ka Fly’) = 2Ka=nr , K=5—-=— , con d=2a donde a,=— , n#2
2a d nm
. . . Comparando [17] con [18
®, =sen " (g ch MY 4 g DTV [12] p [17] con [18]
d d d _4av, 1 45
nT T T b n
Plano y=0: &,=0 = C=0 . sh {nmb/d)
. ‘ Sustit 1
&, =D sen méx " n1cr’y [13] ustituyendo en [16] y volviendo al plano x,y
h (y-b)
Plano y=—b: &, =V, = av, "' 2a nT (x-+a) :
’ d,=—3 sen , N#2
nTX n7b [14] 1 nw sh nwb 2a

V1=—DSGHTShT 52
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La solucién del problema serd (*)

nmx n7 (y—b)
. ch — sh————
4V, b nty 4V, 2a nm{x+a) ,
d=3/"2 sen — — sen s 2
1) nmw nwa b nm nmb 2a
—_ sh —
b 2a

[19]

5-7.- Considérese una regién bidimensional rectangular. Se dan los siguientes
potenciales de contorno: cero en x =0 y V =K'y en x =a. Imponer con-
diciones adecuadas al potencial en las otras dos caras del rectingulo y obtener

la funcién potencial en el interior.

Soluciéon:
Los potenciales en las caras y = 0
J e y =b seran funciones de x
$b
b
®, = ¢y (x)
¢ =0 V=Ky Py =P, (x)
X
éo a que podemos definir segain nos con-
venga.
Fig. 5-19 §
Ensayamos

® = (A ch Kx + B sh Kx) {C cos Ky + D sen Ky) [1]
Enx=0, ®=0=A=0

® =sh Kx {C cos Ky + D sen Ky) [2]

(*) El camino sequido para determinar ®, ha sido verdaderamente tortuoso; pero
constituye una cadena logica de ensayos sucesivos y hemos preferido hacer este de-
sarrollo completo en vez de proponer desde el principio la solucién [12], pues esto habria
parecido al lector (y éfectivamente lo serfa) un tanto arbitrario.
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donde la constante B ha quedado absorbidaen C y D.
En y =0 puede ponerse &, =0 paraque C=0
® = D sh Kx sen Ky [3]

kn y =b lo mds comodo serd poner ® =0 para que K=nm/b

nmx nm
¢ =D sh = sen 1o (4]
En x=a, =K'y
nma n1ry_

K y=DshT sen —

rclacion que, evidentemente, no puede cumplirse. Ensayamos

nmx nmy

P = 21: Dn sh b sen _b [5]
Ky — - nma nmy
Flyl =K'y § D, sh 5 N p [6]

Completamos la funcién Fly) , definida en 0 <y < b, con Fly},
— b <y <0, para que el desarrollo de Fourier sélo contenga sencs. Ese des-

arrollo sera:

o

Ky=z d, sen”—gy (7]
N
_2 . nmy
d, = 5 K’y sen B dy
Yo

Integrando por partes

Kb -
dn = nm (=1)
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d

o - " 2K b
n = shinwa/b)

nm shinm a/b)

— (_1)n+1

y sustituyendo en [5]

- n+1 2K'b sh{nmx/b) nmy
®= 21: =1 n7 shinma/b) " b
*

5-8. Dos placas conductoras paralelas estdn situadasen y =0 e y =a. Se co-
loca una cinta conductora en x =0, (a/2) <y <a,—<z< oo, conectada

a la pfaca superior. Suponer una variacién lineal del potencial en x =0 y, me-

diante el método de superposicion de condiciones de ccntorno, hallar la expre-

sién del potencial entre las piacas.

Solucién

é, =VO
x4
¢/ [ ¢r= %y
a ¢ =Vo
¢=V° ¢,=0
. D< $,=0
$= =2y
¢2=V0 (’ - —)
[o] -
@ =0 X ¢2 .
= Jo
Fig. 5.20 6= 2 Y
Fig.5.21
70

Descomponemos el conjunto de condiciones de contorno en los dos sistemas
de la figura 5-21.
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La funcién potencial del sistema dado sera & = &, + @,

El sistema (D es un simple condensador plano entre cuyas placas el potencial

es ®; = (Vy/aly, funcion que cumple las tres condiciones de contorno.

Para el sistema (2) ensayamos
®, = (A ch Kx + B sh Kx} (C cos Ky + D sen Ky) {1
En y=0, & =0,C=0
En y=a, ®,=0, K=—
En x=0, shKx =0,y para evitar la indeterminacién de B ponemos:
B=0
®, = Ach Kx sen Ky [2]

Pero, como era de esperar, ® no puede satisfacer la condicion de contorno

en x = 0. Ensayamos, pues, la serie

$,=Z A, chKx sen Ky [3]
1

que ha de cumplir
Vo (1-y/a) para (a/2) <y <a

@2 Jx:o = Voy
a

para 0<y <(a/2)

Completamos la funcion en —a <y < O para que el desarrollo en serie de

Fourier sblo contenga términos en seno .

El desarrollo de esa funcidn sera

Fly)= T a, sen Ky 4]
1
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Nlp

con

Integrando por partes

_ Vo 7
q = ———— —
n n2 2 2

Como ch0=1, A, =a, ysustituyendoen 3

= 4V -
d,=3 2—02senn—ﬂch ATX sen 21Y. (5]
Tontw 2
La funcion potencial es
_ Vo > 4V, nm nTX nmy
_Ty+21: e sen—2chTsen——a [6]
*

COORDENADAS CILINDRICAS

5-9. Repetir el problema 5-3 ensayando una solucién producto de funciones de
ry .
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Solucion
® =R(r) ¥(p) = (Cr" 4+ Dr ™ )(A cos mg + B sen my)

Para r=R; : &=V,

Vo=(CR,"+DR,") ¥y [1]
Para r=R, : &=V,

Vo=(CR,"+ DR, ™) ¥p) [2]
Para 9y =0: ®=0

0=R(nNnA = A=0

Para oy=n2 : &=0

0=R(r)Bsen£‘2E = m—2ﬂ=n1r,m=2n

®=(Cr*"+Dr*")sen2ny
Vo =(C'R,2>"+ D"R, ?") sen 2np = (C’R,>"+ D" R, *") sen 2ny
Ensayemos la solucién més general
¢ = g (C, r*"+ D, r ") sen 2nyp (3]
que cumplird
| Vo =§ (C, R>"+ D, R,"*") sen 2ng = % b, sen 2ny = % b, sennax  [4]

siendo « = 2y . Esta igualdad tiene que cumplirse para 0 <¢ <7/2. Comple-

tamos la funcién construyendo una funcion impar en —7 <a < . Su desarro-

lo en serie de Fourier es[4] y, como hemos visto en problemas anteriores,
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Yo %
o
Z ¢ -7 b d
—.vo
Fig. 5.23
4V0 hd
b, = , n#F2
nmw
Vo= I (G, R,>"+ D, R, %") sen 2np =
=§(C R,2"+ D, R, 2") sen 2n =§ﬂsenna=§ 2
7 n N2 n N2 ['4 T nnw “n o7 sen Zny
de donde
n —2n _ 4V
C,R*+D, R =2
nm
n —2n 4V
C,R,>"+D, R, "= 2
nm

Resolviendo este sistema

4v, 1 .
Cn = 2n 2n

nT R,*"+R,

4V R 2n R 2n
Dn — 0 1 2

nm R12n+ R22n

Sustituyendo en [3]

4v, 1
nm Rl2n+ R22n

¢=3 (r’"+R,%" R," F?")sen 2np, n#2
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5-10. Repetir el problema 4.31 aplicando el métodc de separacion de varia-
bles.

Soluciéon

Yo

Probamos la solucion

&= {(Ar"+Br ™) (Csen mp + D cos my)

[
\\/ Como ®ha de ser imparen p , D = 0

-V, — A" Sen My
Fig. 524  ° e=Ar

Como esta funcién sola no puede cumplir las condiciones de contorno, ensa-

yamos

e

I
-3

»

. m
rosen my
m

que cumplira

Vo= Z A, o senmy , para 0<op <7

1

(1]

o0

—Vo=Z A, r," senmyp , para —1 <p<0

1

La funcién 1, representada en la figura 5-25, es la descrita por la serie

o0 4V .
Y. 0
o 11\3 o Senmy m+*2
- T ? Y, A
Ar;'\ I'0 = K A = m
—_— mT mm ro
(<]
Fig. 5.25 Y] M .
b=z 0 (L) senmy , con m¥#*2
1 mm o



264 PROBLEMAS DE CAMPOS ELECTROMAGNETICOS

5-11. Se tiene un cilindro conductor indefinido de radio b a potencial cero.
En su interior hay otro, de radio a, partido en cuatro sectores que estan conec-
tados a +V, como se indica en la figura 5-26. Hallar la funcién potencial en el

espacio comprendido entre los cilindros.

P

Fig. 5.26

Solucion

o

&= (Ar" +Br ") (Csennp+ Dcosny)

Por la forma de las condiciones de contorno, ¢ ha de ser impar eny , luego

D=0
d=(Ar" +Br ")senny [1]

En el cilindro exterior, ® =0

0=(Ab"+B b~ ") sen ny

de donde

2n

Ar"+Br"=0,B=—Ab 2]
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Ensayamos

d =

-3

A, (f" —b®" r ") sen ny (3]

Para r =a, ® ha de tener la forma representada en la figura 5-27. Esta fun-

cion es impar y desarrollable en serie de senos.

Vo Vo
L ;”/2 ,"/2 k4 _
== . ?
-V, -V,
Fig. 5.27 ° 0

donde
_ 2
b, = F(o) sen np dp=
o]
2 T
_ 2
= V, sen ny dp — Vo sen np dp =
0 72
0 n=1,3,4,57,8,11,12
= 2Vo 1-2 cos - + co = -
nm 7 TCOSAT = 8y,
—— para n=2(2k+1),k=0,1,2,.
nw
8v
A=
nT g"—b°" a
_oe 8V0 rn_|:’2n|_—n
cp_z1; T T e senng , n=2(2k+1) ,k=0,1,2,3, ..
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5-12. Determinar la funcién potencial en el interior de un cilindro conductor
hueco de radio a dividido en dos partes iguales segin un plano transversal y ce-
rrado en sus extremos por bases planas, siendo { la longitud del cilindro y sa-
biendo que las bases estian a potencial cero, que el tramo 0<z < (8/2) estda

potencial V, yelrestoa —V, .

Solucion
a Yo Yo No existe variacion con ¢ . Por haber
T" $=0 ceros repetidos en el eje z pondremos
= z
$=0 funciones circulares de z .
£ 4
Fig. 5.28 z
<1>=(A10(rz)+BK0(TZ ))(CcosTZ+DsenTZ) [1]

Como los puntos r =0 estin dentro del cilindro y K, (0)esinfinita, B = 0.

Paraque =0 en z=0, debeser C=0

Paraque ® =0 en z=2., debe ser T=r;2_7r

®=Al,(T2) sen T2 [2]
Ensayamos la serie

P = A I, (Tr)sen T2 [3]

-3

- + Vo para 0< 2 < (£/2)
T A, I, (ta)senTz =
1

-V, para (1/2) <z <Q

Completamos la funcion para obtener una imparen — £ <z <%
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VF(z)

Vo

; —Vo
2

F(z) = 21? a, sen 1Z

Y2 -Q

2
a, =7 V, sen 7z dz—% J Vosentzdz =
v /2

A
T

1 4cos nm— 2 cos nTﬂ'f =

0 para n=2k+1, k=0,1,23, ..

8V,

—hg Para n= 2(2k+1)k=0,1,2,3, ...

0 para n=4k , k=0,1,23,..
_8V0 1

n nm nma
L ()

\

(2]
8V, °\ 2 nmz
T [

*

., n=2(2k+1) ,k=0,1,2,3, ..
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5-13.  Un cilindro conductor de radio a se encuentra a potencial cero ,y dos

planos normales a su eje, separados por una distancia 2 , estan conectados a V,

elunoy a cero volt el otro. Hallar la funcién potencial en el interior.
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Solucion

El potencial no depende de ¢ -
®= (AchTz+BshTz){CJy (Tr) + D Ny (Tr))
No (0) = oo, luego D=0

En z=0, ®=0, luego A=0

®=BshTz J, (Tr)

Para r=a , =0
0=BshTz J, (Ta)

de donde Ta tiene queserraizde Jo : T = Z"

&= 3 BshTz J, (Tr)
1

Pn
a

g

Vo= B,shTQ Jo (TN = X b, Jo(
1 1

donde el Gltimo miembro es el desarrollo en serie de Bessel de

Firy=V, , 0<r<a

b=——2— rVy Jo (p—"r)dr
a’ Ji (P) 2

o}
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_ w 2 sh (p, z/a)
®= Zl: a? sh (p,%/a)

S ——
.
[
-
<
(=)
[ S
<
—
ml;o
~
S ———
o
-
[ S
<o
P
o
3
-
S ——
e —

5-14, Considérese la region limitada por un cilindro circular a potencial cero
v dos planos perpendiculares a su eje a potencial cero uno de ellos y el otro di-
vidido en anillos circulares aislados entre si, de forma que su potencial puede

considerarse representado por
r
®=C, Jo ( P )

o

Solucion

Fig. 5.31

® = (Ach Tz + B sh Tz) (C Jo- (Tr) + D Ny (Tr))

Por lo mismo que en el problema anterior,

Pn
F'o

qa:Bsh(& z) Jo(p” r)
o Fy

En el plano de la derecha

D=A=0,T=
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C, Jo (pr—;r)=Bsh (pr—;’SZ)JO (pT:r)

Esta igualdad se cumple solamentesi p, =p; ysi

Ci
B= Sh(pl Q; ros

La solucién del potencial es, pues,

o=c Sipiz/ro) (P
=Y SR T o | T T

*

COORDENADAS ESFERICAS

5-15. Estudiese el potencial en el interior de una superficie esférica de radio a
para cuya superficie se da el potencial mediante una cierta funcién

¢] __=t6)

Solucion

Por la forma de la condicién de contorno, el potencial no depende de . La

solucién de la ecuacién de Laplace en este caso es del tipo
®=R(r) ©(0) =Ar" p, (cos 0) [5.87]
Particularizando esta solucién para r =a se tiene
f(9) = Aa" p, {cos @)
relacion ésta, que en general, no se cumplira. Entonces ensayaremos
® = Z A, " p, (cos8) (11

y el problema quedara resuelto si sabemos desarrollar f{(6) en serie
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f(6) = Z C, P, (cos6) 2]
n
porque entonces A, a" =C, , A, =C,/a" y

_ Ty
P = ch(a) p, (cos8) [3]
Los coeficientes C, de (2) se calculan basandosc en la ortogonalidad de las
funciones P, (x), (expresiones (5.84) y (5.85)).

1 1
f f(8) P, {cos8) d (cosf)= Z J C, P,(cos8) P, (cos ) d(cosf)=
—1 —

n 1

1
2
= 2 =
f C. P%. (cos@)d(cos8) C’“_2n+1

-1

de donde

1
C. = 2n+1 f f(6) P, (cos @) d (cos 8)

-1

Sustituyendo en [ 3]

1
n
d= Z 2n;—1 ;f () P, (cosB)d(cosB); (aL) P, (cos8)

n

-1

que es la solucion del potencial
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5-16. Estudiese la funcién potencial en una regién en la que se conoce el va-
lor del potencial, ®.;. , a lo largo de un eje de simetria. Aplicar las conclusio-
nes obtenidas al caso de una ldmina plana circular uniformemente cargada con

p, coul/m? .
Solucién

Tomemos ese eje de simetria como eje polar {6 = 0) . Por no haber variacién

con ¢, la solucidn sera del tipo

®= Y A, r" P, (cosf) [1]

n

y como P, {(cos @) ] =P, (cos8) ]e o =1

eje =
¢eJ'e = Z A" rn [2]

Trataremos de desarrollarla funcién CIJGjE en serie de potencias de r

By = 3 Cot" (3]

y una vez obtenido el desarrollo, iden-

tificaremos [3] con [2] para obtener

A, =C,y

® =Y C, P, (cos) [4]
n

Para el caso de lalamina cargada,ne-

cesitamos conocer el potencial en los

puntos de su eje. Integrando por ani-

Fig. 5.32 llos concénticos.

5 CALCULO DEL POTENCIAL 273

27 p dp p, 27 p, pd
dd,,, = papps  _ Ps pAp

4red 4m € \/r2+p?

®,;, = - _pde _ Pl \pTRT ¢ (5]
eie 2 e
€ . €

Esta es ia funcién que tenemos que desarrollar en serie de potencias de r .

Distinguiremos dos casos

a) r<R.

Ps

=2 R

q’eie

= Ps r 1 r
2¢ ; -gt+t7 ( R
que es una serie convergente

Identificando con [3] resulta el potencial

R 2
d=2re 3P0 (cos@)—LR P, (cos@)+—1§(rﬁ) P2 (cos f) +

2¢€

8 |R

+] (r )4 P, (cos 8} + -~

b) r> R Para esta regiéon no sirve ya la solucion [1] porque contiene el punto

del infinito. La solucién sera del tipo

o= > A """ P, (cos0) (6]

n

En el eje

Do = 2 AT (7]
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Habra que desarrollar ®,;, en potencias negativas de r. Potencial en un punto A del eje situado a una distancia r del origen

( 2 4 )
/ 2 1 (R) 1 (R) ‘ Z a) r<r
— Ps / R _psr — — { — 4+ — — = t
Peie 2 + (T) _15_26 -5\ T g\t /" S q q 1 )
Pasie = Zre(r = dmen 1_ T
:&rﬂ_ RZrA2+l R4;4+..3= ry
"2 8 |
2 n
q r
, : | __a f(n) el e 2 ()
:g; S%Rzr""m*-—'g R & 4y “dmen | T W mern Z "

Identificando con
que es una serie convergente. ldentificando con [7] y sustituyendo en [6]

Beje = X, Ca 1"
_ Ps v 1 s —1 1 o4 -3
P = % (—2—R r Po(cosﬁ)+§R r = P, (cos6) + - n
se obtiene el potencial en cualquier punto P,r<r
* n
& =-4 Z (_r_) P, {cos )
5-17. Estudiese por el método de separacion de variables, el potencial creado 4rer, - M
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Supongamos que la carga estd en-el eje polar, a una distancia r; del origen.
Como hemos visto en el problema anterior, el potencial en un punto P se ex-
presa facilmente si conocemos el potencial en el eje v lo desarrollamos en po-

tencias de r.



