Sea fi R?® - R? laaplicacion lineal que cumple
£1,0,0) = (1,1),/0,1,0) = (2,-1),/0,0,1) = (0,1)
Consideremos los e.v. R* , R? y en ellos las siguientes bases :
D,={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, D,= {(1,1),(1,0)}

E; = {(1,2,-1),(0,1,1),(-2,0,3)}, E> = {(1,2),(1,3)}
i) Hallar las ecuaciones de frespecto de las bases candnicas.
ii) Hallar las ecuaciones de f'respecto de las bases Ds y D.
i) Hallar las ecuaciones de f'respecto de las bases E; y E».

I3 f Ix2
>

fZiR20fOiR3 : R3 - R? R?> > R?
() (Cp3) (Cr2) b
P A o
B=0'4P

i) Hallar las ecuaciones de frespecto de las bases candnicas.

La expresion matricial de f respecto a las bases candnicas

1 2 0 i

y=uax: [ ! _ X
2 1 -1 1

C2 X3

R

Cp3

La matriz asociada a f respecto de las bases candnicas es

1 2 0
A=MA{(Cgs,C
f( R3 R2)< 1 -1 1 >

La aplicacion f: R3 L R?

(CR3> (CR2>
: : - Yi=x1+2x2
tiene por ecuaciones respecto a las base candnicas a:
Y2 =X1—X2+X3

pues flx1,x2,x3) = x1/(1,0,0) + x2/(0,1,0) + x3/(0,0,1)
= xl(l,l) +XQ(2,—1) +X3(0,1)

= X1+ZXQ, X1 —X2 +X3
\ﬂ_l \ﬂ_l
1 2

y deserrallando el producto

{ VI =Xx1+2x2
Y2 = X1 —X2+X3
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ii) Hallar las ecuaciones de frespecto de las bases D; y D,.
D,={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, D,= {(1,1),(1,0)}

Sidenotamos a B = M{(D3,D;) ya A = MACgs,Cy2)
f=ipofoigs R® X R L R R?
(D3) (CR3 ) (Ckz ) (D2)

P A O

lR3
-

B=074P

Ay B son matrices equivalentes

1
Donde P = M ,(D3,Cgs) = 1
1

11 1 0 1
Q:MiR3(D27CR2) = 1 0 B Q_ = 1 1 :MiR3(CR27D2)

Se verifica B=07'4P

1
1 o1 \ [ 01 1 2 0 .
230 I -1 I -1 1 |

B o! A

O = =
oS O =

O = =

Se dice que A4 y B son matrices equivalentes

Las ecuaciones matriciales de f respecto a las bases D; y D, son

!
X1
/ 101 101
Y _ %, donde B = M(Ds,D,) =
» ) 2 30 , 230
2 _X3
D3

y (x},x5,x5) son las coordenadas de un vector ¥ € R* en la base D;
e (v},75) son las de un vector 7 € R? en la base D,
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iii) Hallar las ecuaciones de frespecto de las bases D} y D).
E3 = {(1a27_1)7(05lal)a(_2a073)}a E2 = {(172)7(1a3)}

Si denotamos a B' = MAE3,E;) ya A = MA{Cgs,Cy2)

f=igofoip R* B R L RE R
(£3) (CR3 ) (CRZ ) (E2)
P A 0!
B = Q4P

Ay B' son matrices equivalentes
Donde ahora

10 -2
P=M (EsCe)=| 2 1 0 |
11 3

11 3 -1
0 = M;,(E2,Cyz) = ( ) > ol = ( o ) = M; ,(Cye,E2)

Se verifica B’ = Q74P

1 0 -2
17 6 -7 3 -1 1 2 0
= 21 0
-12 -4 5 -2 1 1 -1 1
-1 1 3
B o 4
P

Se dice que 4y B' son matrices equivalentes
Las ecuaciones matriciales de f respecto a las bases E; y E, son

X1
f 17 6 7 17 6 7
) - i | donde B = M{(Es,E;) =
o)\ 12 =4S ; 12 4 s
2 N )

X
3 E

M/{(E3,E2)=B'
y (x},x5,x}) son las coordenadas de un vector x € R* en la base D}
e (v],y5) las de un vector y € R? en la base D),
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HOJA 3.3

Sea el endomorfismo de R? definido por las ecuaciones :

V1= X1,Yp= X1—X2—X3,Y3= X1+x2+x3
donde (x1,x2,x3) e (¥1,)2,)3) son respectivamente las coordenadas de un
vector y su transformado mediante f en la base canonica Cps.
a)Determinar la matriz asociada a f respecto de la base canénica
b) Una base , unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas de ker f, Imf
c)Obtener una base , unas ecuaciones parametricas y unas ecuaciones implicitas de
c1_f{U) siendo U = {(x1,x2,x3) /x1 —x2 = 0, 2x; +x2 —x3 = 0}
c2_f(V)siendo V = L({(1,1,-1),(2,1,0)})
c3_f(W) siendo W el s.v. de R3 determinado por las ecuaciones paramétricas
X1 = 20(,)62 =a,X3 = —Q
d) Determinar la matriz asociada af respecto de la base D = {(2,1,-1),(1,-2,0),(-3,0,0) }

15_alHallar las ecuaciones de frespecto de las base canénica.
A

La aplicacion f: R? > R?
() ()
(x1,X2,X3) 1552:73)

Tiene por ecuaciones respecto de la base canonica
Yi= X1
Vo= X1 — X2-X3
Y3= X1+x2 + X3

Y puede expresarse en la forma
Sxei,xp,x3) = (X1,X1 —X2 —X3,X1 + X2 +X3)

y en expresion matricial s = I -1 -1 X2
V3 11 1 X3

1 0 O

MA{(Cps) = 1 -1 -1
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15 _d|d Determinar la matriz asociada af respecto de la base
D = {(2,1,-1),(1,-2,0),(-3,0,0) }

Si denotamos MAD) =B y MA{Cys) = 4

f=ipofoips R 8 R L R E R
D) (CR3 ) (CR3 ) D)
P A P

A = M{(Cys) y B = M{D) son matrices semejantes

2 1 -3 0o 0 -1
Donde, M; ,(D,Cxs)=P=| 1 -2 0 |[,P'=| 0 -5 —%
oo 4 ~% -
Se verifica B = P'AP, es decir,
-2 13 0 0 -l 100 2 1 -3
313 |5 0 -5 -3 1 -1 1 -2 0
2 1
-3 5 4 -3 -t —T 111 -1 0 0
B p! A P

Se dice que A4 y B son matrices semejantes
M; . (D,Cgs) esla matriz asociada a ip: respecto de las bases Dy Cys

P =M, ,(D,Cgs) eslamatriz del cambio de base Cr: a D
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15 b|| ker/| Nucleo de f:kerf=f"'(0) = {x e R*/f(x) =0} c R?

10 0 X1 0
Ec. implicitas del nucleo:| 1 —1 -1 X2 = o |, Hermite normal form: ()
11 1 X3 0
Nuevas
FEcuacion EC1 0=x1
0 =x1 Eca,

0 equivalentemente Ecuacion Ec, 0 = x1—x2—x3 ~r
0= Xx2+x3 Eca,
Ecuacion Ec; 0 = x1+x2 +x3

Ecy 1 0 0 00 Eca,
pues Ec, 1 -1 -1 ~ 11 Eca,
Ecs 11 Fo— Fr-Fy 0 0 / Eca,
F3— F34+Fy — 2F)
] 0 =x . . . .
Las ecuaciones son unas ecuaciones implicitas del nucleo
0= x2+Xx3

Resolviendo el sistema se obtienen las siguientes ec. paramétricas del nucleo

x1=0 0
xy=a  Yyportanto: kerf =L 1
X3= —a —1

Como dim kerf = 1, la aplicacion f no es inyectiva
Imagen de f: Imf = f(R®) = {(X) /X € R3}
Las columnas de la matriz M/(B, B)forman un sistema generador de Imf’

Por tanto Im /= L({f(1,0,0),/(0,1,0),/0,0,1} )= L({(1,1,0), (0,-1,1), (0,-1,1) })
{7 = (1,1,1),%2 = (0,-1,1)} es un sistema generador de Imf’
Buscamos una base

v 10 0 100
Vs 1 -1 -1 ~ 01 1
V3 111 Fa— Fo—F) 000

F3— F3+F> — 2F
Una base de Imf €S Bims = {(1,1,1),(0,-1,1)}
O bien, también es base Imf €S Bimf = {(1,0,0),(0,1,0) }
Imf=L({(1,1,1),(0,-1,1)}) = L((1,0,0),(0,1,0)}) = {a(1,0,0) + B(0,1,0) / a, B € R}
yi=a
Luego unas ec. paramétricas de Imf son v, = a,feR ,
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15 _c| Obtener una base , unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas de
c1_f{U) siendo U = {(x1,x2,x3) /x1 —x2 = 0,2x; +x2 —x3 = 0}
c2_f(V) siendo V' = L({(1,1,-1),(2,1,0)})
c3_f(W) siendo W el s.v. de R3 determinado por las ecuaciones paramétricas
X1 = 20(,)62 =a,X3 = —Q
d) Determinar la matriz asociada a f respecto de la base D = {(2,1,-1),(1,-2,0),(-3,0,0) }

15 _c_c1| Obtener una base , unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas de
U) siendo U = {(x1,x2,x3) /x1 —x2 = 0, 2x1 +x2 —x3 = 0}
U\WU= {(X1,X2,X3)/X1 —x2=0,2x1 +x2 —x3 = 0}

Las ecuaciones implicitas del s.v. U son
x1—x3 =0, x1—x2 =0,
=
2x1+x2—-x3=0 3x,—x3 =0
Resolviendo el sistema se obtienen unas ecuaciones paramétricas de U
X|1=a
x; = a YunabaseparaU: By = {(1,1,3)}

x3=3a

y podemos expresar U = L({(1,1,3)})

1 10 0 1 1
Pues 1 = I -1 -1 1 = -3
3 111 3 5
yi=a
Luego unas ec. paramétricas de f{U) son y,=-3¢ a€R ,
y3=5a

y de aqui se obtienen unas ecuaciones implicitas del s.v. f{U) < R?

Y3 — SY1= 0
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15_c_c2| Obtener una base , unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas de V

2 f1V) siendo V7 = L({(1,1,-1),(2,1,0)})

V= {a(1,1,-1)+ (2,1,0) / a,f € R} = {(a,0,—a) + (2B.B.0) | o, p € R}
SN ) =4x) X e V) = L({f(1,1,-1),/(2,1.0)})
Teniendo en cuenta que

/1 10 0 1 1

fl 1 = 1 -1 -1 1 = 1

\—1 111 -1 1

/2 10 0 2 2
1ol=] 1 =1 < 1= 1
\0 111

J) = L({(1,1,-1),/2,1,0)}) = L({(1,1,1),(2.1,3})

Luego unas ecuaciones. paramétricas de f{(}) son

~

(e}
w

yi=a+2p
y=a+f a,peR ,
y=a+3p
Observamos que
yi=a+2p » =a+2p g =a+2p
y=a+f = == b= v=yvi= P
yi=a+3p Y3 —yi= B 03 =y1)+ (0 —»1)=0

y de aqui se obtienen unas ecuaciones implicitas del s.v. f{V) < R?
2y, =y, —»3=0
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15_c_c3| Obtener una base , unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas de

EI_f(W) siendo W el s.v. de R determinado por las ecuaciones paramétricas
ylz 2(1
y=a

Y3=—a

w={Qaa-a)lacR}y =L1({21-})
Una base del s.v Wes . By = {(2,1,-1)}
y de aqui se obtienen unas ecuaciones implicitas del s.v. W/

2y2 —y1=0

2y3 +y,=0
S| ) = X)X € Wy = LE{A21.-1)})
Teniendo en cuenta que

2 1 0 O 2
1 = I -1 -1 1 =

-1 11 1 -1

JO) = L({2.1,-1)}) = L({(2.2.2)}) = L{(1.1,1)})

Luego unas ecuaciones. paramétricas de f(//) son
yi=a
Vo= a € R .
y3=a

Observamos que

yi=a Y1 =a
Yyo=a = Y, —y1=0
y3=a V3 —y1=0

y de aqui se obtienen unas ecuaciones implicitas del s.v. f{}#) < R?

Yo —»=0
y3 —y=0

9
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HOJA 3.2 Se define la aplicacion lineal f": V3 - V4 de forma que

f(él—é3) =1 ﬂéz—é3) = L_tl—b_tzf(zég) = 27 1+273, donde C3 = {él,éz,é3}

esunabasedelev. V3 y Cy4 = {@,72, 73,74 ) es unabase delev. V),

i) Hallar la asociada a f respecto de las bases C3 'y Cy4

ii) Hallar una base,unas ecuaciones implicitas y paramétricas de los subespacios

vectoriales kerf,Imf

iii) Obtener f{U) siendo U = {(x1,x2,x3) Ix1 —x3 —x3 = 0}

iv) Obtener MAD3,C4) .donde D3 = {Wi,W>, W3} es una base de V5 donde
W) =¢€;—é),wy, =ex+ée3, w3 =e

v) Obtener M/(D3,D4)donde D4 = {1, M2, M3, M4} €s una base de V., donde
my =U| +Uy,My = Uy —U3,M3 = U +Uy + Uy ,M4 = U3 — Us

vi) Obtener M/(C3,E4) .donde E4 = {¥1,V2,93,V4} es una base de V4 donde
Uy =V —Vo,Up = Vy+V3,U3z = V3 + V4 ,Us = V4

Hallar la matriz asociada a f'respecto de las bases C;y C,4

La aplicacion f: Vs A V,
(C3) (Cq)
(xlax25x3)c3 @1a)’2)’3a)’4)c4

Trabajando con coordenadas en las bases C3 = {€1,€2,€3}y C4 = {U1,U2,U3,Us
Observamos que €| — €3 = (1,0,1)C3, e —e; = (0,1,—1)C3,2é3 = (0,0,2)C3
uy = (1,0,0,0)C4,ﬁz = (0,1,0,0)C4,1/_11 -l = (1,—1,0,0)C4, 20, + 213 = (2,0,2,0)C4
Por tanto, trabajando con coordenadas en C3 Yy Cjy se tiene
f(él _é3) = ﬁl y ﬂlaoa_l)C3 = (1709070)6'4
f(éz _é3) = 1/_[1 _EZ, f(osla_l)C3 = (19_170’0)C4
f(2é3) = 2uy + 2us, f(0,0,Z)Q = (2,0,0,2)('4
El (17Os07O)C4:.f(liOs_l)C3:.f(17090)C3_f(0707l)c3
Ydeaqui £, (1,-1,0,0)¢,=f0,1,-1)¢,= f0,1,0) ¢, 0,0, 1), =

L
E3  (2,0,2,0)¢,= f10,0,2),= 2/(0,0, 1), B35 E3
E1—- E+E3
Ey— Er+E3
f(l,O,O)C3= (1507050)C4+ﬂ050’1)C3 f(1’070)C3= (1’0’0’0)C4+(1’0’1’0)C4= (2’0’1’0)C4
f(O,I,O)C3= (15_15070)C4+ﬂ050’1)C3 & f(05170)C3= (1’_15070)C4+(150’laO)C4= (25_151’0)6'4

f(oaoyl)c3= (1’071’0)6‘4 f(O,O,l)C3= (1’071’0)6‘4

()
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Las ecuaciones de f en las bases ¢3; y C4 son

V1 22 1 Y1 =2x1 +2x2 +x3
X1

»2 0 -10 y2 = - X2

V3 11 1 Y3 =x1 + Xx2+x3
X

4 00 0 e Y4 =0

Cy
MHC3,Cyq)

Nucleo de f : kerf = /() = {x € V3 /AX) =0} < V>

0 2 2 1 0=2x1+2x2 +x3
X
0 0 -1 0 : 0=—x
= X2 = =
0 11 1 0=x1+x2+x3
X
0 00 0 e 0=0
Cy
Resolviendo el sistema se tiene 0 = x; = x, = x3.
Luego kerf= {0} = {(0,0,0)}
Imagen de f:
Imf=f(V3) = {fx) X € V3} = L({f(&1).(e2).f@3)})
2 2 1 1 0 0
0 -1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0

Una base de B, = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}
Unas ecuaciones implicitas : Imf: ys =0
11
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Obtener f(U) siendo U = {(x1,x2,x3) /x;1 —x2 —x3 = 0}

U = {(x1,x2,x3) /x1 —x2 —x3 = 0} = L({(1,1,0),(1,0,1)})
Unabasede Ues By = {(1,1,0),(1,0,1)}
AU) = L({(1,1,0)),/(1,0,1))})

Calculando la imagen de los elemento de una base de U

2 2 1 4 2 2 1 3
1 1

0 -1 0 -1 0 -1 0 0
1 = s 0 =

1 1 1 2 1 1 1 2
0 1

00 O 0 0 0 O 0

AU) = L({A(1,1,0)),/(1,0,1))}) =L({(4,-1,2,0),(3,0,2,0) })
Una base de f(U) : Bau) = {(4,-1,2,0),(3,0,2,0))}

291 +2y,-3y3=0

Unas ecuaciones implicitas de f(U) : { 0
Y4 =

Obtener M[(D3,C4) .donde D3 = {W, W2, W3} es una base de V5 donde

Wy =e|—é,Wwy =ey+e3ws =e;

2 2 1
-1 0
A= Mf(C3,C4) =
1 1 1
00 O
B = M{(D5,Cy)
. ig3 f
f=f01R3 ZV3 - V3 - V4
D3) (C5) (Cs)
P A
_V—I
B =A4P
La nueva base D3 = {W1, W2, W3}
w1:é1—é2 wl = (15_150)6‘3 l O 0
Wo=es+e3 Concoorden C3 Wy = (()’1,1)C3 yP = 101 1
wi=ez (

0,1,0)c, 0 10
3

(22 0 Y/ 0o [0 )
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16v |) Obtener MA(D3,D4)donde D4 = {ifi1, 2,73, M4 es una base de V4 donde

my =Uu| +Uy,My = Uy —U3,M3 = U| + Uy +Ug ,M4 = U3 — Us

2 2 1
f 0 -1 0

V3 > V4; A= Mf(C3,C4) = . Buscamos B = Mf(D3,D4)
(C3) (Cq) 11 1
00 0

Nueva base de V3 , D3 = {W, W2, W3 . Del apartado anterior

wi=e1—-e: W1=(1,—1,0)c3
Wo=e,+e3 Con coordenedas en C3 wy = (0,1,1)¢,
W3=é2 1/_1/3 = (07170)C3
' 1 00
1p3
Del apartado anterior conocemos :V3 5 V3 P = -1 1 1
(D3) (C3)
— 0O 1 0
P
La nueva base de V', , Dy = {ii|, 72, i3, 74} esta definida por
-
m=U1+U7 ml:(l’l’o’o)&
mo=T1-U3 my = (laos_lao)c
Coordenedas en Cy < !
M3=U1+U>r+14 m3 = (1,1,0,1)C4
Ma4=U3-U4 L my = (0,0,1,—1)C4
Conocemos
1 1 1 0 -1 2 -1 -1
i g4 1 0 10 1 -1 0 O
Vi > Vi ,0=MmD4,Cy) = O =
(D4) (C4) 0 -1 0 1 1 -1 1 1
%—I
0 00 1 -1 1 -1 1 0
i.3 i,4
f=iR40f0iR3 :V3 i V3 —f> V4 i V4
D3) (C3) (Cq) D4)
P A Q‘1
B=Q7'4P
B= M{(D3,D,) = Q7'4P =
-1 2 -1 -1 2 2 1 2 -7 -5
1 00
1 -1 0 O 0 -1 0 -1 4 3

= -1 1 1 =

1 1 1 1 1 1 1 1 4
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16vi |v) Obtener M/ C3,E4) .donde E4 = {V1,V2,V3,V4} es una base de V4 donde

Uy =V —Vo,Uy =V +V3,U3 =V3+ V4 ,Us = V4

C; = {e,,8,,83es unabase delev. V5 'y
C4 = {W1,U2,U3,74 ; €s una base del e.v. V.,

v, LV, & T,

(C3) (Cs) (E4)
0 = M{E4,Ca):Q™'= M{Cy.E4)
g
i =7y =72 (1,-1,0,0) 1 00 0
Wy =V + V31 (0,1,1,0), -1 100
< 07" = M(C4,E4) =
W3 =3+ 74 1 (0,0,1,1), 0 110
o 11
L u4 V4 (0 anal)E4 0 0

v, LV, % 1,
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