Tema 3

El cuerpo (Z,, +, .) (p namero primo)

3.1 El grupo multiplicativo Zy,

En el tema anterior se vio que (Z,, +, .) es un anillo conmutativo con elementos
identidad. No preguntamos ahora para qué elementos existe inverso. A los elementos
que poseen inverso se les denomina identidades.

Proposicion 3.1 El conjunto de las unidades del anillo (Z,,, +, .) forman un grupo

conmutativo, a dicho conjunto lo desinaremos por Loy, . (En todo anillo conmutativo y
con identidad el conjunto de las unidades forman un grupo conmutativo).

Demostracion.
Zi, ={ael|3x €L, verificando a.x = 1}

=  Veamos que la operacion multiplicacion heredada de Z,, es interna:
Sean a,beZ;,, esto es, existen ¥ ¢ y€Z, tales que a.x =1y b.y = 1. Al ser la
operacion multiplicacion asociativa y conmutativa se verifica que 1 = (a@. X). (E. )7) =
(@.b).(x.%) = (ab).(xy) . Por tanto (ab) € Zj,.

= La operacion es asociativa y conmutativa por serlo en Z,,.

» Laidentidad 1eZ;,.

» Todo aeZy, tiene inverso. u

Proposicion 3.2 Un elemento a € Z,, es unidad si, y solo si, mcd(a, m) = 1, es decir,
Zyy = {@ € Zpy|mced(a,m) = 1}

Demostracion. a € Z,, es unidad si, y solo si, existe X € Z,, tal que ax = 1(mod m), es
decir, si y solo si, ax + my = 1 para algin entero y. Esto es, si y solo si, la ecuacion
diofantica ax + my = 1 tiene solucion. Y esto es equivalente a mcd(a, m) = 1. ]

Definicién 3.3 Un conjunto K dotado de dos operaciones internas, +, ., verificando:

= (K, +,.)es anillo conmutativo con elemento identidad.
= Todo elemento de K distinto del 0 (0 es elemento neutro respecto de la suma) tiene
inverso respecto de la multiplicacion (Ello significa que, K-{0}, .) es grupo
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Tema 3 El cuerpo Zp

Demostracion.

Si m es primo, todo entero que no es multiplo de m es coprimo con m. En consecuencia,
Zin = T — {0}. Por tanto Z,, es cuerpo.

Reciprocamente, si Z,, es cuerpo, Zi, = {@ € Zp|mcd(a,m) =1} = Z,, — {0}.

Si m no fuese primo tendria un divisor a distinto de 1 y de m. Se tendria que mcd(a,m)
=aq,a#1,a#0 yaéeZ,. Lo que contradice que , Z}, = Z ,, — {0}. Por tanto m es
primo. u

3.2 Funcion de Euler

Definicion 3.6 Para un numero positivo m, se define la funcion ©(m) como el numero
de enteros entre 0 y m que son primos con m. Esta funcion se dice Funcion de Euler.
©(m) = |Zy,| (esto es, el cardinal del conjunto Zj,)

En lo que sigue se va a encontrar una formula que nos de el valor de la Funcién de
Euler. Recordando el teorema fundamental de la aritmética: Todo entero positivo puede
expresarse como producto de potencias no triviales de nimeros primos; se va a proceder
a calcular @(m) para todo entero positivo m.

Lema 3.7 Si p es un numero primo, se verifica (p) =p — 1.

Demostracion. Si p es un nimero primo todos los nimeros enteros positivos menores
que p son coprimos con p: 1,2, 3, ..., p— 1. Por tanto ¢(p) =p — 1. u

Lema 3.8 Sea q un niimero positivo potencia de un mimero primo, esto es, con q = p*,
con p primo.

op9=q(1-2)

Demostracion.

Los enteros positivos menores que g = p® coprimos con él son los no son divisibles por
p-

Los enteros positivos menores que p® divisibles por p son: p, 2p, 3p, 4p, ..., p“=p*'p,
hay p*'. Los coprimos con él son todos los niimeros positivos menores o iguales a p*
(hay a p% excepto esos p*". Por tanto

o(p®) =p*-p*' =p“ (1 - %) =q (1 — %) (p primo) [ |
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Tema 3 El cuerpo Zp

*
Zm1 |

Por tanto, Q(m1my) = | Ly, m, |= Ly, | = @(m1) .@(m2) =

Teorema 3.10 Sea m = [[}_; p,‘:

om=n] ] (1-3)
k=1

’ . . i aj .. .
Demostracion. Teniendo en cuenta los resultados anteriores y mcd(plfx Lp i N=1,sii#j,

* la factorizacion en potencias de primos de m, se
verifica

se verifica

p(m) = [Tiz1 (") = MMe=1pe (1 _p_lk) =mlg= (1 _i) "

Teorema 3.11 (Euler-Fermat) Si a y m son coprimos, se verifica a®™ =1 (mod m).

Demostracion. Sean k = @(m) y n; ny,...,n; todos los enteros positivos menores que m y
primos con m. No son congruentes entre ellos modulo m.
Consideremos ahora an;_an, ..., ani. Al ser a primo con m y cada n; primo con m, se
verifica que todos ellos son primos con m.
Ademas, no son congruentes entre ellos modulo m. En efecto, si an; = an; (mod m), m
dividiria a a(n; - n;). Al ser n primo con a tendria que dividir a (n; - n;), esto es,
ni=nj(mod m), que contradice el hecho de que entre ellos no sean congruentes modulo 7.
En consecuencia, en {any,..., an,} hay k elementos distintos de Z, que son coprimos
con n. En consecuencia, se verifica

{nq,...,ny} = {anq,..., an} y dni ... nk=ny ... ng (mod m)

Por hipotesis todos los 7t son inversibles modulo n en Z,,, por lo que, d'=1 (mod m) m

El teorema anterior es util si tratamos con potencias de nimeros enteros.

Ejemplo 3.12 Calcular el resto de la division euclidea de 2'°"° por 23.

Como 23 es primo, es ¢(23) =22, y como 1010 = 45.22 + 20, se tiene:
21010 = (22)%220=22=(32)'= (9)'= (9%’ = (81)’= (12)’= 144= 6 (mod 23) =

Corolario 3.13 (Pequefio Teorema de Fermat) Si p es primo,
a’ = a (mod p)
Demostracion. Basta recordar que si p es primo @(p) =p — 1.

Aloaritman R 14 (Aloagritma nara ol cdlenla do natoncias)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Tema 3 El cuerpo Zp

(Cuantos productos necesito si actiio de esta manera? En primer lugar, 5 productos para
calcular a” y a** haciendo (cada flecha significa elevar al cuadrado):
a—>a—>ad-d—ad -

Con otros dos productos mas, calculo ¢’ . En total, 7 productos frente a los 36 por el
método ingenuo.
En realidad, hemos calcular la representacion binaria del exponente, en este caso, 37 =1
+ 2%+ 2° (37 = (100101),). Este razonamiento es facilmente extensible a cualquier otro
exponente: si quiero calcular a* siendo o0 =
2k 4 Ol-1. 22Ky 4 L. 2%+ a. 240y, se tendra que:

2k—1 2k

2
a® = q%.q%? q%?" | q%-12" g u

Ejemplo 3.15 Calcular el resto de la division euclidea de 2'°"° por 23.

Como 23 es primo, es ¢(23) =22, y como 1010 = 45.22 + 20, se tiene:

Por otra parte, 20 = 2* + 2% es la representacion binaria de 20

21010 = 220 = 21624 = 2= 4 (mod 23), 2* = 16(mod 23)

28 = 64 (mod 23) = 3(mod 23), 2'° =9 (mod 23),

21010 = 220 = 21624 = 144 = 6 (/mod 23) L]

3.3 El grupo multiplicativo Z;; (con p numero primo).

3.3.1 Polinomios con coeficientes en Z,

Lema 3.16 Sea f(x) = X+ ad_lxd'1 + ...+ a\x + ayp un polinomio con coeficientes enteros
v a un numero entero. Existe un polinomio g(x) con grado d-1 y coeficientes enteros

verificando f(x) = (x — a) g(x) + f(a).

Demostracion.
Basta recordar la formula (x" - ") = (x — p)( ¥ + X2y + ... +x Y2+ "
fx) - fla) = X+ aay_lxd'1 +..taix+ag— (ad + ad_lad'l + ...t aa+a)
= (xd - ad) +ag (xd'l- ad'l) +...+tai(x—a)
Aplicando la férmula indicada todos los sumandos son multiplos de (x — a) , con lo que
se puede sacar factor comun. Ademads, el exponente mayor de x corresponde a la
expresion (xd - ad) =x—a) X+ xPa+ v xa®+ ad'l)
Por tanto, se tiene f{x) - fla) = (x — a)g(x) con grado d -1. Esto es,
fx) =(x—a) g(x) + fla) para todo entero a y para todo entero x. u

Lema 3.17 Sea f(x) = ¥+ ad_lxd'1 + ...+ a\x + ayp un polinomio con coeficientes enteros
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Tema 3 El cuerpo Zp

» Parad=1:Si f{x)=x+ay (mod p), es cierto, pues existe exactamente 1 solucion

x = (p-ao) (mod p).
= Supongamos cierto yara d - 1 y veamos que es cierto para d.
1

= Seaf(x)= X+ agx + .+ ax+a.

Si no existiesen raices seria cierto, el nimero de raices es 0 que es menor o igual que
d.

Su pongamos que existe al menos una, sea a, f(a) = 0 (mod p).

Se verifica fix) = (x — a) g(x) + fla) (mod p) = (x — a) g(x) (mod p), siendo g(x) un
polinomio con grado d - 1. Con lo cual,

Sx) = (x — a) g(x) = 0 (mod p)
Por lo que, las raices de f(x) distintas de a serian raices de g(x). Ademas, g(x) es un

polinomio de grado d-1. Por hipotesis de induccion, a lo mas, tiene d-1 raices en Z,,. En
consecuencia, f(x) tiene, a lo mas, d raices en Z,,. u

Lema 3.18 Sea p un niimero entero primo, la congruencia "' = 1 (mod p) tiene,
exactamente, p - 1 raices en Z,.

Demostracion.
Por el Pequefio Teorema de Fermat se sabe &’ = 1 (mod p), para todo a entero. Esto
significa que que 1, 2, 3, ..., p -1 son soluciones de la ecuacion dada. Por otra parte, el

lema anterior dice que a lo mas tiene p -1 raices. En consecuencia la ecuacion dada tiene
exactamente p raices en Z,. ]

Lema 3.19 Si d|p-1, la congruencia x* = 1 (mod p) y tiene, exactamente, d soluciones en
Z
Z,

Demostracion. Por el lema 3.15 sabemos que la congruencia tiene, a lo mas, d
soluciones.

Al ser d | p-1, existe k el cociente exacto de dividir p -1 entre d, esto es, kd = p-1.
Por otra parte, se verifica la identidad x* — 1 = (x — D' + ... + x + 1).
Sustituyendo en dicha identidad x por x%, se tiene:
¥ 1= = D+ x4+ x+ 1), esto es,
o= - D X+ D,

Como x” '+ x¥*?+ ...+ x’+ 1= 0 (mod p) tiene, a lo mas, p - d -1 soluciones, si x/ = 1
(mod p) tuviese menos de d soluciones, entonces X' = 1 (mod p) no tendria p - 1
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Tema 3 El cuerpo Zp

El teorema de Fermat justifica la existencia de enteros que verifican la condicion:
Si a es un elemento de Z},, se verifica a®™ = 1 (mod m). En particular, ord,,(a) < o(n).

Ejemplo 3.21 Consideremos el grupo multiplicativo Z7, analicemos las potencias de 3
31=3,32=2,3=6,3"=4,3"=5y3°=1,En Z, ord(3)=6.
Lema 3.22 Si a" = 1 (mod m), entonces ord,(a) divide a n.

Demostracion. Sea n con a" = 1 (mod m) y llamemos d a ord,(a). Es d < n, pues d es el
menor entero positivo que cumple la condicion. Consideremos la division euclidea de »
pord:n=g.d+rcon0<r<d, observar que al serd <mesqg>1.

+ . .
l=d"=a%"" = (ad)q a=d,
Por definicién de orden, » = 0.

Lema 3.23 Sea a un entero con mcd(a, m) = 1. Si a° = d =1 (mod m), entonces a’=1
(mod m), donde d = mcd(e, f).

Demostracion.
Si d = mcd(e, f) existen nimeros enteros x e y tales que d = ex + fy. En cuyo caso, se
tiene a’ = a* ™ = (a%)*. (V' =1 (mod m). u

Lema 3.24 Sean a y b enteros con ordy(a) = r'y ordy(b) = s en Z,. Si r y s son

coprimos, el orden de ab en Z,, es igual a r.s.
Demostracion. Llamemos d al orden de ab.

Se verifica que (ab)” =(a’)’ (b°)" = 1 (mod p). Por el lema anterior d divide a rs.
Supongamos que d # rs, existe k # 1 tal que dk = rs, es mas existe un nlimero primo ¢
que divide a & (cualquier nimero primo de la descomposicion en factores de k), rs = dk

= dgt, esto es % = dt es multiplo de d. En consecuencia, (ab)™? = 1(mod p).

Puesto que mcd(r, s) = 1 y g es divisor de rs, g dividira uno de ellos, pero no a los dos a
la vez. Supongamos que divide a r (seria analogo si dividiese a s) y no divide a s.

Se verifica, 1 = (ab)™ = (a)”(b*)" = (a)™ (mod p)

Ademas, al ser ord,(a) = r, se verifica (@) =1 (mod p)
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Por tanto d = rs. u
Teorema 3.25 Si p es primo, existe a € Ly, tal que

Z,, = {a,a*a> ..,a?"'}
Esto significa que Ly, es un grupo ciclico y que a se dice que es un generador de 7Z,,.

Demostracién. Sea [[, p;® la factorizacion en primos de p — 1. p;% y p;%~1 son
divisores de p — 1. Por tanto, se verifica que xPi"" = 1(mod p) tiene exactamente p;°
soluciones y X = 1(mod p) tiene exactamente p;%~! soluciones. Por tanto, existe
alguna solucion de la primera congruencia que no lo es de la segunda, esto es, existe a;
verificando aipiei = 1(mod p), pero al-T"iei_1 # 1(mod p). En consecuencia, el orden
de a; es divisor de p;°, pero no de p;®~1, por tanto, el orden de a; es p;¢i.

Considerando a = [[iL; a;, al ser p;%i y p;®/ coprimos para i # j, se verifica que
Opo(a) = Opo(H?ﬂ ai) = ?zl Ordp(ai) = ?zl piei =p—1

Por tanto, se verifica @”"' = 1 (mod p), pero @' # 1 (mod p) para 1 <i<p -1.

Si existiesen i, j, 1< i <j < p-1, verificando d' = & (mod p), se tendria @ = 1 (mod p),
siendo j — i < p -1, pero el orden de a en Z, es p — 1. Por tanto, d % d (mod p), para
todo i, j, 1< i <j < p-1. Todas las potencias a, al, az,..., ' son distintas, esto es,

Z, = {a,a* a’...,aP~'}. =

Corolario 3.26 (Teorema de Wilson)
pesprimo < (p-1)! =-1 (mod p)

Demostracion.
Si p es primo, como la ecuacion ¥’ ' — 1 = 0 (mod p) tiene como unicas soluciones 1, 2,
...,p— 1, setiene

X ol=x-1)(x=2)... x—p+ 1) (mod p).
Sustituyendo x por 0 se tiene (— 1Y '(p - 1)! =-1 (mod p).
Si p es primo impar, se sigue (p - 1)! = -1 (mod p). El Gnico primo par es p = 2, y se
verifica, 1! =1 =-1 (mod 2).
Reciprocamente, si (p - 1)! = -1 (mod p), se verifica existe k € Z tal que (p - 1)! +1 = kp.
Si p tuviese un divisor menor o igual que (p -1), seria divisor de (p - 1)!. Al verificarse
la igualdad también lo_seria de 1. norlo gue seria 1. En consecuencia » es primo. ®
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