Leccion 7: Inferencia Estadistica.
Estimacion puntual

Problema que planteamos: Tenemos un poblacion y queremos estudiar una cierta carac-
teristica de ella. Esta, la vamos a leer en términos de una cierta variable aleatoria X. A
partir de ahora nos referiremos a X como una poblacion.

= No conocemos la poblacién, en el sentido de que no conocemos la funciéon de distri-
bucién de la variable aleatoria.

= Sera habitual suponer que la poblacion se adapta a un cierto modelo de probabilidad
(binomial, Poisson, normal,...)

= Queremos tomar muestras aleatorias simples de la poblacién que nos dé informacion
sobre la funcién de distribucion.

» Sila variable aleatoria es discreta, sea P su funcién de masa (tambin denominada
funcin de probabilidad), si es continua fy su funcién de densidad, dependiendo de un
parametro 6 desconocido, y que estara en el espacio paramétrico ©, que es el conjunto
de los posibles valores del pardametro.

» El parametro que desconocemos puede ser de una o més dimensiones. Para una
Poisson P(\) el pardmetro § = \; para una normal N(u;o) el parametro 0 = (u, o).

Siempre que estemos en una situacion de este tipo, nos estamos refiriendo a un problema
de inferencia estadistica.

La inferencia estadistica se divide en tras grandes partes, dependiendo de la naturaleza del
problema que queremos resolver:

= Estimacion puntual.
= Estimacién por intervalos de confianza.
= Contraste de hipdtesis paramétrica.

Objetivo de la estimacién puntual: en funciéon del modelo que estemos aceptando y en
funcién de una muestra concreta (z1, xs, - -, x,), cual es el valor € © que nos parece més
pausible.

Definicién 1 Sea (X1, Xa, - -+, X,,) una muestra aleatoria simple de una poblacion X con
funcién de masa Py, o de densidad fy, 0 € O. Un estimador puntual de g(0) es una
funcion T que a cada posible muestra (xy,xq, - - -, x,) le hace corresponder una estimacion
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Definicién 2 Sea X una poblacion con funcion de masa Py, o de densidad fy, 0 € O, y
(X1, Xo, -+, X,,) una muestra aleatoria simple. El error medio cuadrdtico de un estimador
T, para estimar g(0), se define como

By [(T(X1, Xa, -+, Xn) — 9(0))°] (1)

Vamos a obtener una expresion sencilla para el error.
Ey [(T = g(0))*] = Eo [(T — Eo(T) + Eo(T) — g(6))°]

= Ey [(T — Eo(T))* + 2(T — Eo(T))(Eo(T) — 9(0)) + (Eo(T) — 9(6))*]
= Ep [(T — EO(T))*] +2(EO(T) — g(0)) Eq [T — Eo(T)] + Ep [(Eo(T) — 9(0))°] ,
Como Ey [T — Ey(T)] =0y Ep [(Eg(T) — g(6))%] = (Eo(T) — 9(6))?, nos queda

Ey [(T — 9(6))*] = Vo(T) + sesgo?(T) 2)

donde sesgo(T') = Ey(T) — g(0).

Definicién 3 Un estimador T es insesgado o centrado, para estimar g(0), si
Ey(T) = g(0), Vo € ©.

Ejemplo 4

Tomamos una poblacién X normal N(u;0), con 8 = (u,0) desconocido. Sea (X, Xo, - -
-, X;,) una muestra aleatoria simple.

1. El estimador T(X, X5, -+, X,,) = X = %Z?:l X; es insesgado para estimar g;(0) =

I, ya que
1< ] —
”;1 0(Xi) n;lu p=g1(0)

2. El estimador T'(Xy, Xa, -+, X,,) = 8 = L= 5" (X, — X)? es insesgado para estimar
g2(0) = 02, ya que
Ey(3%) = 0% = go2().
(esto se demuestra en el siguiente ejercicio)

2

Ejercicio 5 Sea X una poblacion con esperanza y varianza p y o respectivamente. Sea
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st =— Z(X’ —X)? varianza muestral,

n
1 - S
8 = E (X; — X)? cuasivarianza muestral.

2 2

1. Demostrar que §° es un estimador insesgado, o centrado, para estimar o<.

2 2

2. Demostrar que s es un estimador sesgado, o no centrado, para estimar o-.

3. Deducir que el error medio cuadrdtico del estimador 3° para estimar o, es menor

que el error medio cuadrdtico del estimador s%, para estimar o2.

Indicacién: Para el tercer apartado utilicese que V(s?) = 22141,
Observese que si (X, Xo,- - -, X,,) es una muestra aleatoria simple de la poblaciéon X,
entonces

= X1, Xy, -+, X, sin independientes.

» B X =p, V(X)=E[(Xi—p?=0% i=12---n

1. Tendremos que demostrar que E[s? — ¢%] = 0 < E|[5*] = o2

= nilE Z(Xi—M)2+2(M—7)Z(Xi—u)+n(u—Y)2] ,
Como

entonces

1 / n \ 1 / n \
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2. BE[s%] = E [=15%] = =162 + 62, y por lo tanto s? es sesgado.

3. Error cuadrético para el estimador varianza para estimar o2.

E[(s* = 0%)*] = V(s*) + sesg’(s”) = Mﬁ + (n — 102 — 02>

n? n

2n—1) , o* 2n—-1,
e e e T

Error cuadratico para el estimador cuasivarianza para estimar o-.

:(n—l)z' 2 0 n-1"
2 2n — 1
EN(8 — 022 > E [(s% — o2)2
[ =] > B[(8 =] o —— > 2L
lo cual es cierto ya que

2 2n —1

> = mP>2m*—3n+1<<3n>1,
n—1 n?

lo cual es cierto cualquiera que sea n € N.

Comentario: Aunque 52 es insesgado para estimar o2, y 52 es sesgado, se comete menos
error cuadritico medio para estimar o2 con el estimador segado s.

O
Definicién 6 Un estimador T' es consistente para estimar g(0) si para todo 0 € O se
verifica
lim,, o0 Frp(t) = lim, oo P(T'<t) =0 t<g(0)
limy, o0 Frr(t) = lim, oo P(T' < t) =0 t > g(0)
donde Fr es la funcion de distrubucion de la variable aleatoria T'( Xy, Xo, - -+, X,).

El significado intuitivo de la definicién es que, a medida que el tamano muestral n aumen-
ta, la distribucién de la variable aleatoria T'(X3, X, - -, X,,) se concentra cada vez més
alrededor del valor g(6) y en consecuencia, las estimaciones T'(x1,xa,- - -, x,) cada vez se
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entonces T' es consistente para estimar g(0).

Ejercicio 8 Sea X una poblacion normal N(u;0) y (X1, X, -+, X,,) una muestra aleatoria
simple. Demuéstrese que el estimador X = = 3" | X; para estimar g(0) = g(u,0) = p es
consistente.

Vamos a utilizar la proposicién anterior.

v limy, oo Fo(X) = lim, oo b = 1 = g(6).
n 1im,, o0 V(T) = im0 & = 0.
Il

Definicién 9 Construcciéon de estimadores por el método de los momentos. Sea
X wuna poblacion con funcion de masa Py, o de densidad fy, 0 = (01,02, - -,0;) € O,
y (X1, Xo, - -, X,,) una muestra aleatoria simple. El estimador de 6 por el método de
los momentos es el formado por los valores (51,52,- . ,gk) que se obtiene al resolver en
01,05, -, 0, el sistema

Eo[X] =130, X

EG[XQ] = % Z?:l Xi2

Eg[XM = 3 XL X7

Ejercicio 10 Una poblacion X sigue una exponencial Exp(\) de pardmetro desconocido.
Calcular el estimador de 8 = X\ por el método de los momentos.

X es continua con funcion de densidad

0
A ={ 5o
Sea (X1, Xo, - - -, X;,) una muestra aleatoria de tamafio n.

Supuesto que 0 es uno dimensional, el estimador es el valor A obtenido al resolver la ecuacion

Calculamos E,[X].

1

E\[X] = /xf,\(m)dac = /OO rhe Mdr = I
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y el estimador de A por el método de los momentos de la muestra obtenida (z1, s, - - -, x,)

es el valor .
N
% D i1 Ti
O
Ejercicio 11 Sea (X1, X, -+, X,,) una muestra aleatoria de
0 <0 _
f9<x)_{e—w+0 x>0 00 =R

1. Hallar el estimador por el método de los momentos de 6.

2. Estudiar si el estimador encontrado en el apartado anterior es insesgado para estimar
el parametro 0.

Definicién 12 Construccion de estimadores por el método de maxima verosimi-
litud. Sea X una poblacion con funcion de masa Py, o de densidad fg, 0 = (01,605,--+,0k) €
O, y (X1, Xa, -+, X,,) una muestra aleatoria simple. El estimador de mdzima verosimilitud
de 6 es el formado por los valores (51, 52, e ék) que maximiza lo que llamamos funcion de
verosimilitud de la muestra (x1,za,- - -, x,) obtenida

Py(xy1) - Pyp(xa) - - - Pop(xy,)  discreta

L(Q) _ L(O;xl,xz,- . .,xn) = { fe(Il) . f9($2) N fe(;pn) continua

Ejercicio 13 Un una gran piscifactoria hay una proporcion desconocida de peces de una
especia A. Para obtener informacion sobre esa proporcion, vamos a ir sacando peces al
azar.

1. St la proporcion de peces de la especie A es p, scudl es la probabilidad de que el primer
pez de la especie A sea el décimo que extraemos?.

2. Tres personas realizan, independientemente unas de otras, el proceso de sacar peces
al azar hasta encontrarse con el primero del tipo A:

= La primera persona obtiene el primer pez tipo A en la décima exaccion.
s La sequnda persona obtiene el primer pez tipo A en la decimoquinta extraccion.
s La tercera persona obtiene el primer pez tipo A en la decimoctava extraccion.

Escribir la funcion de verosimilitud y obtener la estimacion de maxima verosimilitud
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aleatoria discreta y su rango es {0,1,2,---}. Si la probabilidad de sacar un pez de la
clase A es p, la de extraer un pez que no sea de la la clase A es 1 — p.

P(X =9)=(1-p).

2. Consideramos como poblacion el conjunto de peces de la piscifactoria. X la variable
aleatoria "nimero de peces que no son de la clase A y que hemos extraido antes de
extraer el primer pez de la clase A”. Su funcién de probabilidad es

PP(X:k):(l_p)kpa k:O71727”'7

Queremos estimar el pardametro p. Tomamos una muestra aleatoria de tamano 3,
(X1, X2, X3), donde X;="ntimero de peces que no son de la clase A y que han sido
extraidos por la persona iésima antes de extraer el primer pez de la clase A”. Las
variables X;, ¢ = 1,2, 3, son independientes y todas estan igualmente distribuidas:

El estimador de maxima verosimilutud de p es el valor p que maximiza en [0, 1] lo
que llamamos funcién de verosimilitud de la muestra (z1,xq,23) = (9,14,17) que
esta dada por

L(p) = Pp(X1 = 9,X2 = 14,X3 = 17) = Pp(Xl = 9) . Pp(XQ = 14) . Pp(Xg = 17)

=1=p’p-A=p" - 1-p)'p=010-p)*" p € [0,1].

L(p) es una funcién continua en el compacto [0, 1] por lo tanto alcanzara su maximo
en [0,1]. Ya que I(p) es no negativa y en los extremos de [0, 1] de anula, el maximo
lo alcanzard en algin punto critico de (0, 1).

L'(p) =0 <= —40(1 — p)*p* +3(1 — p)*%* =0

3
< —40p + 3(1 — p) :O@ng.
Como solo existe un punto en (0, 1) donde se anula la derivada de L(p), este corres-

ponde a un maximo y p = 4—%.

Ejercicio 14 Para estudiar la proporcion p de caballos afectados por la peste equina se les

va a someter a una prueba. Sabemos que la prueba serd positiva si el animal estd enfermo;
si estd sano, hay una probabilidad de 0,04 de que la prueba resulte positiva.
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3. Si realmente hay un 20% de caballos afectados por la epidemia, ;cudl es la probabi-
lidad de que la prueba resulte positiva en, al menos, 95 ejemplares de los 5007

1. Experimento aleatorio: realizar la prueba en una cierta poblacion de caballos.

Consideramos los sucesos:

» Pt=caballos a los que la prueba le ha dado positiva.

= P~ =caballos a los que la prueba no le ha dado positiva.

» AT=caballos afectados por la peste equina.

s A~ =caballos no afectados por la peste equina.
Sea P(A') = p y P(P") = ¢. Sabemos por el enunciado que P(PT|A") = 1y
P(P*|A™) = 0,04. Se verifica

q=P(P")=P(P"NA")+P(P"NA")=P(P'|A") - P(A")+ P(PT|A") - P(A")

q—0,04
= 1 . + O7 04 . 1 — = ——
p (1-p)=rp 0.96
2. Vamos a dar una estimacién de ¢ y utilizando p = %% daremos una estimacién de

0,96
p.

El universo es la poblaciéon de caballos. Consideramos la variable aleatoria

¥ 1 sila prueba ha dado positiva
1 0 en caso contrario

X es una variable discreta con rango {0, 1} y funcién de masa
P(X =n)=q¢"(1-¢)' ™, n=0,1.
Tomamos un vector aleatorio de tamano 500, (X7, Xs,- - -, X500} Las componentes
del vector aleatorio
= son independeientes,
» P(Xi=n)=q¢"(1—-q)", n=0,1, i=1,2,---, 500.

La estimacién de maxima verosimilitud para ¢ es el valor ¢ que maximiza en [0, 1] la
funcién
[\ — P(X., — o, Xo o ) IR
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L(q) es continua en [0, 1] y este intervalo es compacto, entonces alcanzard su valor
méaximo y minimo. Como L > 0y L(0) = L(1) = 0, el maximo se alcanzara en un
punto critico en (0,1).

L'(q) = 0 <= 95¢”(1 — ¢)*® — 405¢" (1 — ¢)*** =0

95
1—q)—14 = = —.
<= 95(1 —q) —405¢ = 0 <= ¢ 200

Como solo existe un punto critico en (0, 1), este corresponde al méximo y el estimador

de maxima verosimilitud es ¢ = %.

La estimacion de maxima verosimilitud para p es

_ 500
0,96 0,96

. 7—0,04 2 -0,04
p= = :

3. Sirealmente hay un 20 % de caballos afectados por la peste equina, entonces p = 0, 2
yq=0,04+0,96-0,2 =0,232.

Sea X la variable aleatoria que indicael nimero de pruebas positivas que se dan en
500 realizaciones. X — B(n = 500,q = 0,232). Si utilizamos el teorema central de
limite, aproximamos esta binomial por la normal N(ng, /nq(1 — q)) = N(116;9,44).

P(X >95) = 0,9868.

g

Ejercicio 15 El parametro de una distribucion de Poisson puede tomar uno de los cua-
tro valores siguientes: X = 4; 4,5; 5,5; 6. Decida cual de ellos puede ser, considerando
una muestra aleatoria simple de tamano dos (X1, Xs), con realizacion (xq1,x2) = (3,7), ¥y
basdandose en el principio de mdxima verosimilitud.

La muestra puede proceder de cuatro poblaciones diferentes, segtin sea el valor que tome
el pardmetro A de la distribuciéon de Poisson. De acuerdo con el principio de maxima
verosimilitud, elegiremos el valor de A tal que la probabilidad de obtener la citada muestra
sea maxima.

= Para A =4,5,

e~ 43 et Y7

P(X,=3.X,=T)=P(X,=3) P(X,=7) = — 7

= 0,02326.
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= Para A = 5,5,

P(X,=3X,=T)=P(X,=3)- P(Xa=T7) = —— A = 0,02798,
= Para A =6,
676 . 63 676 . 67
P(X,=3X,=T)=P(X;=3)-P(X,=T7) = : = 0,02457.

3! 7]

Cuando A = 5,5 obtenemos la mayor probabilidad de extraer la muestra (3, 7), por lo cual
decidimos que el valor del parametros A es 5, 5.

i

Ejercicio 16 Dada una muestra aleatoria (Xy, Xa,- -+, X,) de tamano n de una pobla-
cton X, calcular el estimador por el método maxima verosimilitud y por el método de los
momentos, en lo siguientes casos:

1. X ~Bernoulli de pardmetro p.

2. X ~Poisson de parametro .

3. X ~ N(u,o0).
Solucién: 1. Estimador por el método de los momentos X = %Z?:l X;, estimador de
méxima verosimilitud X = %2?21 X, ; 2. Estimador por el método de los momentos

X =1%" | X, estimador de méxima verosimilitud X = £ 3" | X; ; 3. Estimador por el

método de los momentos para p X = 13" X,y parac? 13" (X; — X)?, estimador de

méxima verosimilitud para p X = 13" X, y para o? 13" (X; — X)%

Ejercicio 17 La distancia X entre una darbol cualquiera y el drbol mas prorimo a €l en
un bosque sigue uns distribicion de Rayleigh con funcion de densidad

0 <0
folz) = { 20ze 0" z>0 0>0.

1. Obtener los estimadores de mdxima verosimilitud de 0 y de g(0) = Ey(X), basado en
muestras de tamarno n.

2. Obtener el estimador de 0 por el método de los momentos.

. ., o0 _ 2
Indicacién: [," e dz = 3.
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_ noog?
= 0"z 2y - - pe T 0<z1,29, -, Tp.

Considerandola solo como funcién de 6
L(O) =2"0"z1xg - - - %e—ez?:le’ 0 € (0,00),

vamos a obtener en que punto alcanza su valor maximo.

Ya que L(f) es continua en (0,00), positiva y limg_,o L(0) = limy_, L(0) = 0, [
alcanza su valor maximo en (0, 00), y lo hard en un punto ¢ que anule la derivada de

L(6).

L/(Q) = 2nn9n_ll‘1$2 . _921 1 l Z 1.22n9nx 1T9 _9 > x127

n
a2
D i1 T
Al solo existir un punto critico en (0, 00), este corresponde al valor donde L(#) al-
canza el maximo y el estimador de madxima verosimilitud para ¢ es § = <"—. El

=143

L'0) =0« 0=

estimador, como estadistico, es

n

T(Xl,XQ, . 7Xn) - W
i=1 A

Vamos a calcular g(0) = Ey[X],

Ey[X] :/ xfg(aj)da::/ 20220 dx
—00 0

r=u dr=du _ et n > o—0a?
Wre ' de =dv v=e | 0 0

:(dﬂi?> il

El estimador de méxima verosimilitud para g(0) = Ey[X ]

T

|3
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2. Para obtener el estimador por el método de los momentos, resolvemos la ecuacién

— 1 —

y el estimador por el método de los momentos para estimar 6 es 0 = 2. Como
estadistico .
W<X17X27 o 7Xn) = _—-
4X

Observamos que obtenemos distinto estimador segin utilicemos méaxima verosimili-
tud o el método de los momentos.

4

Ejercicio 18 La lectura de voltaje dada por un voltimetro conectado a un circuito eléctrico
es una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo (6,0 + 1), siendo 0 el
verdadero valor (desconocido) del voltage. Sea (X1, Xo,- -+, X,,) una muestra aleatoria de
lecturas de dicho voltimetro.

1. Demostrar que la media muestral X es un estimador sesgado de 6 y calcular el sesgo.
2. Calcular el error cuadrdtico medio de X.
3. Obtener , a partir de X, un estimador insesgado de theta.

Sea X la la variable aleatoria que indica la lectura del voltaje. Su funcién de densidad es

{1 € (0,0+1)

0 en el resto

fo(z) =

1. Tendremos que ver que E[X]| # g(6) = 6.

— 1 & 1 & 1
EX]|=E EZX,-] =- > EX) = - > E[X] = E[X]
=1 =1 =1
oo 6+1 2 |0+1 0+ 1)2 — g2 1
:/ xfg(x)dx:/ edz = = :%:6’—1——,
e 0 2, 2 2

luego efectivamente es sesgado.

— — 1
sesgo de X = Ep[X] — 0 = 5"
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Calculamos ahora V (X).
V(X)=E[(X - E[X])?] = E[X?-2E[X]X — E[X]?]

= F[X? - 2B[X]- E[X] + E'X)* = E [X?] - EIX]?

1 2 0+1 1
= / 2% fo(x)dx — (0 + —) = / ridx — (92 +0+ —)
R 2 0 4

1 1\? 1 1 1 1 1
—— (0412 =)= (0+=) =B +0+1)— (P +0+-)=-—==—.
3((+) ) (+2) 3( +HO0+1) ++4 3 4 12
Ontenemos . )
E L. oo 1 L
rror cuadratico medio on + 1

3. Ya que el sesgo de X es %, el estimador, como puede comprobar el estudiante,
S T 1
TXX---Xn:X——:—EX__,
( 1,22, 9 ) 9 n — 1 9

es insesgado o centrado.
O

Ejercicio 19 Vamos a clasificar a las personas de un pais segiun dos caracteristicas: co-
lor de los ojos (claros u oscuros) y sexo (hombre o muger). Las dos caracteristicas son
independientes.

1. Obtenemos una muestra al azar de la poblacion con los siguientes resultados
= 200 mugeres con ojos claros.
= 150 hombres con ojos claros.
= 350 mujeres con 0jos oscuros.
= 300 hombres con ojos oscuros.
Obtener la estimacion de mdaxima verosimilitud de
= p= probabilidad de ser hombre.

= = probabilidad de tener ojos claros.

1 1 11
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= p= probabilidad de ser hombre.
= 1-p= probabilidad de ser mujer.
» = probabilidad de tener los ojos claros.

= 1-q= probabilidad de tener los ojos oscuros.

» ((1-p)= probabilidad de ser mujer con ojos claros.

= pg= probabilidad de ser hombre con ojos claros.

» (1-p)(1-q)= probabilidad de ser mujer con ojos oscuros.
» p(1-q)= probabilidad de hombre con ojos oscuros.

Experimento aleatorio: tomar una persona del pais y comprobar sexo y color de los
0jos.

Espacio muestral

2 = {mujer con ojos claros, mujer con 0jos oscuros,

hombre con ojos claros, hombre con ojos oscuros}

Definimos la variable aleatoria X : 2 — R por

X (mujer con ojos claros) = 1, X (mujer con ojos oscuros) = 2,
X (hombre con ojos claros) = 3, X ( hombre con ojos oscuros) = 4.
Tomamos una muestra de tamano 1000 (Xi, Xs, - - -, Xi000)-

El estimador de méxima verosimilitud de (p, ¢) es (p, ¢), donde este punto maximiza
la funcién de verosimilitud de la muestra (z1,zg, - - -, T1000) Obtenida (x; = 1, i =
1,2,---,200, x; =2, 1 =201,202,---,350, x; =1, ¢ =351,352,---,700, x; =1, + =
701,702, - - -,1000,):

L(p7 Q) = P(l%q,l‘hxza e '>$1000) = Pp,q(Xl = 1) T Pp,q(Xzoo = 1)'

Pp,q(X201 = 2) T Pp,q(XSSO = 2) ) Pp,q(X351 = 3) T Pp,q(X700 = 3)'

Pyqg( X701 =4) -+ - By y(Xiooo = 4) =

[q(1 = p)*®[pg]"™[(1 — p)(1 = ) [p(1 — )]** = p*™°(1 — p)**¢*°(1 — ¢)*,

an N 1T v IN 11T Coxac [0 11 [0 1] cc covmrnacta 2 Tl o) oo continia acta f1n0idn

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



alcanzaran su valor maximo en los mismos puntos. Estos tiene solucion de

Viog(L(p,q)) = (algiL(p, q), al;gL(p, q)) = (0,0).

Op 1-p

8logL(p7q) — 350 _ 650 _ = ¢ =0, 355.

OBt (pq) =50 =72 =0 = p=0,45
dq

q 1—q

La estimacién de maxima verosimilitud es (p, ¢) = (0,45;0, 35).

2. Definimos, para i = 1,2, - - -, 8, las variables aleatorias
Y _ 1 la persona i-ésima elegida es una mujer de ojos oscuros
! 0 en caso contrario
Tenemos

P(X;=1)=(1—-0,4)-(1-0,6) = 0,24.

La variable aleatoria
X=X +Xo+ -+ Xg;

me cuantifica el nimero de mujeres con los ojos oscuros hay entre las 8 personas
elegidas al azar. X sigue una binomial B(8;0,24), y la probabilidad pedida es

P(X>1)=1-P(X =0)20,9.

Si la muestra que tomamos es de 200 personas, la variable aleatoria
Y=Y1+Ys+-- 4 Yo,

donde para it =1,2,- - -, 200,

Y

v — 1 la persona i-ésima elegida es una mujer de ojos oscuros
‘ 0 en caso contrario

sigue una binomial B(200;0,24). Como la probabilidad pedida es

P(Y >60)=1—P(Y <60)=1—Y P(Y =i),

pero no podemos hacer tantos cdculos. Vamos a paroximar por una Normal N (200 -

N oA ann N oA L FaNilra W/AN ALLAQ £ 04N TD
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1. Probabilidad de que el error cometido (en valor absoluto) en una pesada sea inferior
a 20 centigramos.

2. Numero minimo de pesadas para que el error medio cometido (en valor absoluto) sea
inferior a 5 centigramos con una probabilidad de 0,9.

1. P(|X|<20)=P(—20 < X <20) =P (-1,33 <% <1,33) =1-2P (£ > 1,33) =
0, 8164.

2. Sea (X1, X, -+, X,,) una muestra aleatoria de tamano, donde X;, 1 = 1,2,---.n, la
vemos como la pesada i-ésima. Consideramos la media aleatoria X = % Yoo X, que
sigue una N (0, \1/—%) Queremos que

P(|X]|<5)=09+= P(-5<X <5 =05
@»P(—M<7<M>:0,9<:>1—2P(7>%)=0,9

15 15 15
) 5
@:P(X>~%?):0@5:>%§=4ﬁ4:¢n2%.
Ejercicio 21 Los gastos diarios de una empresa son una variable aleatoria con la siguiente

funcion de densidad

0 z <0
fa(x>—{ %6_% .CL’;O a > 0.

Se decide tomar una muestra aleatoria simple de 10 dias en los que el gasto medio fué:
12,47 15,53 12,80 11,01 13,05 12,63 13,05 12,63 14,85 14,45

Se pide obtener una estimacion de mdxima verosimilitud del parametro a y establecer si el
estimador es centrado

Sea X una poblacién con funcién de densidad f,(x). Tomamos una muestra aleatoria de
tamano 10, (X, Xa,- -+, Xj0), con el fin de obtener un valor aproximado para a. Cada
variable aleatoria X; se distribuye segin la funcién de densidad f,(x). El estimador de
maxima verosimilitud de a es el valor @ que maximiza en (0, 00) lo que llamamos funcién
de verosimilitud de la muestra

(x1 =12,47; x5 =15,53; x3=12,80; z4=11,01; x5=13,05;

- 19 £29. 19 QN 19 _£9 14 _QOF 14 A=\
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Ya que L(a) es positiva, continua y acotada en (0,00) y lim, .o+ L(a) = lim, o, L(a) = 0,
L(a) alcanza el valor méximo en (0, 00) y lo hard en un punto que anule la primera derivada.

0 10 10 .Y, 0 10
L/(a) _ _20Hi:1 L 6_722:611 t + (szl zl) (Zzzl xl) 6_%

)
a2l a??

10 10
L’(a):0<:>—20—i——zzz1 - <:>CL:—ZZ:1 ..
a 20
Como solo hay un valor que anule la derivada de L(a), este correspondera al maximo, y el
estimador de masima verosimilitud para a es

. > 181% 12,474+ 15,53 4+ - - - + 14,45
= = = = 235.
a 20 20 06,6235

Para ver si el estimador es insesgado o centrado tendriamos que ver que la variable aleatoria

S0, .
T(X1, Xy, - - -, X19) = =55 satisface que E,[T] = a.

E,[T] = iy BalXi] _ S EJX] 1

= 5 Eu[X]
1 Lo . . B
S AT R T o
2 R 2&2 0 2 d”U = e a, V= —qe a
= — —x2a6_5 + 2a re adr| = = re—Sdr = x U,_gl‘ du .
2@2 0 0 a 0 d’U:e a, V= —qae a

1 _Z |00 o _z o _z _Zz 100
=—|—wee | +a e adx| = e e = —ae |, =a.
a
0 0
EL estimador calculado es centrado o insesgado.
O

Ejercicio 22 La duracion en minutos de un determinado viaje es una variable aleatoria
con distribucion normal de media desconocida y desviacion tipica tgual a 3. En una muestra
aleatoria de diez realizaciones del viaje en cuestion se obtuvieron los siguientes tiempos

$1:10,1 232:6,5 [L’3:5,5 1‘4:7,9 235:8,2 [E6:6,5

.T7:7,0 $8:8,1 279:6,9 .7310:7,7.
QD/Y]/II']D'
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Sea X la variable aleatoria que mide la duracién del viaje en minutos. X sigue una N (y; 3).
Tomamos una muestra aleatoria de tamano 10, (X1, X, - - -, Xi9).

1. Recordamos que la funcién de densidad de la variable aleatoria X es
1 _ew? 1 _@-w?

Tr) = ——€ 202 et e 18
fu( ) o\ 2w 3V 2w

El estimador de méxima verosimilitud de p es el valor ji que maximiza en [0, co)lo
que llamamos la funciin de verosimilitud de la muestra

(1’1 = 10,1;1'2:6,5;"'x9:6,9;$10:7,7)

obtenida
1 (z1—m)? 1 (za-w)? 1 (z10-1)2
L(p) = fu(x, 29, -+, 210) = e 18 . eI ... e~ s
(H) fu(lz 1)3\/% 2@ 3\/%
1 20 (w2
= — 18
(18m)7 "

Ya que L(p) es continua, acotada en [0, 00) y lim,, o, L(p) = 0, L(p) alcanza u valor
maximo en un punto donde se anule la derivada.

10
- (181 E Zi:l(f;i 1) Bt
e

Como solo existe un punto donde se anula la derivada, en este es donde L(u) alcanza
su valor maximo. El estimador de maxima verosimilitud para p es

2. La media muestral

X =
El ejercicio nos pide P(|X — pu| < 1).

/AT TEVATIA
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Ejercicio 23 FEl tiempo de vida en dias X de los individuos de una poblacion afectados
de una nueva enfermedad es una variable aleatoria continua con funcion de densidad,
dependiendo de un pardmetro desconocido ¢ > 0, dada por

fo(z) = { gng:c_?’ iiﬁ

Con objeto de estimar el pardmetro ¢, se extrajo una muestra aleatoria simple de dicha
poblacion, obteniéndose los siguientes tiempos de vida, en dias dias, de los 1o individuos
seleccionados, todos los cuales fallecieron por enfermedad en estudio:

1 = 398 g = 356 w3 =615 x4 = 265 x5 = 650

Tg = 325 Ty = 400 xrg = 223 Tg = 368 T10 = 680.
Determinese la estimacion de mdxima verosimilitud de ¢.

La funcion de verosimilitud de la variable aleatoria en estudio X, tiempo de vida de los
individuos afectados por la enfermedad en estudio, nos indica que dichos individuos con-
traen la enfermedad en un momento desconocido, ¢, (puesto que en este punto la funcién
de distribucién F'(x) empieza a crecer desde cero, o lo que es 1o mismo la funcién de super-
vivencia S(z) = 1 — F(x) vale 1, lo que quiere decir que todos los individuos estan vivos),
momento a partir del cual, y por la forma de dicha funcién de densidad, la probabilidad
de sobrevivir va disminuyendo.

Es precisamente el inicio de la enfermedad lo que queremos estimar. El estimador de
maxima verosimilitud de ¢ es el valor ¢ que maximiza en (0, o) la funcién de verosimilitud
de la muestra (xq, 22, -+, Z10)

L(¢) = fo(w1, 72, -, 210) = fo(x1) - fo(x2) - - - f(210)
10
=219 [ =7*, > ¢ i=1,2,---10.
=1

Como siempre, el método de maxima verosimilitud se basa en asignar a ¢ el valor que
maximice L(¢); el problema es que ahora ¢ aparece en el recorrido de la variable, es decir,
que L(¢) toma un valor distinto de cero si ¢ < z; para todo ¢ == 1,2,---10, y si algin
x; es tal que X; < ¢ entonces L(¢) = 0. En la estimacién de ¢ habrd que tener en cuenta

tamhién el recarridn de_a
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COMPARACION ENTRE EL METODO DE LOS MOMENTOS Y EL DE
MAXIMA VEROSIMILITUD.

El siguiente comentario ha sido tomado del libro, paginas 88 y 89:

"ELEMENTOS DE LA ESTADISTICA APLICADA. Teorfa de muestras e inferencia es-
tadistica. -José Javier Muruzabal Irigoyen. -Ed. Colegio de Ingenieros de Caminos, Canales
y Puertos.

Segin acabamos de ver, el método de los moméntos y de mdzrima verosimilitud coinciden
en el caso de la estimacion de la esperanza y varianza de poblaciones normales, pero no
coinciden en el caso de la amplitud del intervalo de una variable aleatoria uniforme. Ello
corrobora la consideracion anterior acerca de que los resultados de ambos métodos son con
frecuencia coincidentes, sin que ello pueda ser elevado a una categiria universal.

Con frecuencia, cuando los dos métodos no coinciden en sus resultados, la estimacion por
mazima verosimilitud, (mds complicada en sus cdlculos), conduce a estimadores de menor
riesgo que el método de los momentos, (mds sencillo desde el punto de vista operativo), sin
que pueda enunciarse una regla general en este sentido. Sin embargo, también ha quedado
demostrado que en el caso de la amplitud del intervalo de una distribucion uniforme, el
estimador de mazrima verosimilitud no es apropiado porque tiende a subestimar el valor del
parametro, y esto hace que pueda llegar a ser rechazado.

Como ya se ha indicado, a la hora de comparar dos estimadores para elegir el mejor, la regla
general es que no hay reglas generales que permitan establecer que un tipo de estimador es
siempre mejor que otro. Ello lleva, por tanto, a la necesidad de decidir en cada casoconcreto
calculando el riesgo o error de los estimadores para elegir el de menor valor.

Esto quiere decir que no es posible predecir de antemano si los estimadores obtenidos por
el método de los momentos son mejores que los obtenidos por mdxima verosimilitud o
VICEVETSa.
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