Estimacion y contraste

Estadistica, Grado en Sistemas de Informacién

Constantino Antonio Garcia Martinez
12 de noviembre de 2019

Universidad San Pablo Ceu



Contenidos

1. Introduccién a la distribucién de los estadisticos en el muestreo

2. Poblacién infinita/muestreo con reemplazamiento
Distribucion de la media
Distribucién de sumas y diferencias de medias
Distribucién de la varianza muestral
Distribucién de la media cuando la varianza es desconocida

Distribucion del ratio de varianzas

3. Poblacién Finita/Muestreo sin reemplazamiento



References

Probability and
Statistics for Engineers
and Scientists Openintro

Statistics

Fourth Edition

C.D. Barr, D.M.
Diez, M.

SHELDON ROSS AP
2 Cetinkaya-Rundel.

Openlntro Statistics.

S. Ross. Introduction to Probabilit d
oss. Introduction to Probability an Chapters 4.

Statistics for Engineers and Scientists.
Chapter 7.



Introduccion a la distribucion de los
estadisticos en el muestreo



La estadistica y el muestreo

La estadistica trata de obtener conclusiones a partir de la observacién de datos.
Generalmente estos datos se obtienen a partir del muestreo de una poblacién.
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A través del andlisis de las muestras esperamos poder obtener conclusiones
acerca de la poblacién en su conjunto. Es fundamental saber cémo se
distribuyen las cantidades (estadisticos) que observamos tras muestrear.



Parametros de la poblacion

La caracteristica X de una poblacién estard caracterizada cuando conozcamos
su funcién de probabilidad f(x). Muchas veces, podremos hacer suposiciones
razonables acerca de la distribucién en si, pero no conoceremos los parametros

de la misma, p.ej.: de la media, varianza, etc.

Ejemplo: Parametros de la poblacién
Muchos parametros fisicos siguen una distribucién Normal, por lo que podemos

suponer que X, “La estatura de los espafioles (mayores de edad) en 2017",
sigue una distribucién Normal. Sin embargo, desconocemos sus parametros p, y

2
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Parametros de la poblacion

Podemos tomar muestras aleatorias de la poblacién para obtener valores que
nos sirvan para estimar y testear hipdtesis acerca de los pardmetros
poblacionales.

Ejemplo: Muestreo

Medimos la altura de 100 espafioles. Como a priori no sabemos qué resultados
vamos a obtener, las 100 medidas se caracterizan como 100 VAs:

X1, Xa, -+ X100- A la hora de medir, cada una de las VAs da lugar a un Unico

valor observado xi, x2, - -+ , X100.

Cualquier cantidad obtenida a partir de las observaciones recibe el nombre de
estadistico muestral o estadistico. jFijate que también es una VAl

T = g()(l,)(g7 N ,...,Xn).

Ejemplo:
Generalmente eligimos estadisticos que se parecen a como se calculan los

. . . . C "X .
parametros de interés. Por ejemplo, podemos usar X = % para estimar py

A m (X —X)? .
5% = M para estimar o2.



Poblacién infinita/muestreo con
reemplazamiento



Poblacién infinita/muestreo con
reemplazamiento

Distribucion de la media



Distribucion muestral de la media

Consideremos el estadistico de la media muestral
n
X — Zi:l Xi
n

bajo la asuncién de que las VAs X; tienen media p y varianza o2 finitas.

Teoremas
Si el muestreo es con reemplazamiento:

1. E[X] = .

2. Var(X) = E[(X — p)?] = =

3. Si la poblacién es Normal, dado que una suma de Normales es Normal se
sigue que

X ~ N (p,0°/n).

4. Si la poblacién no es Normal, por el teorema central del limite, la VA

_X-—n
£= oln

es asintéticamente Normal.



Distribucion muestral de las proporciones

Veamos una aplicacién: supongamos una poblacién infinita con distribucién de
Bernouilli con probabilidades de éxito y fracaso p y g respectivamente.
Ejemplo:

Por ejemplo, una poblacién podria ser todos los posibles lanzamientos de una
moneda equilibrada.

Teorema
Sea el estadistico P: nimero de éxitos en n experimentos. Los momentos de P
verifican
Pq
Hp =P Tr =\

Ademis, si n > 30, la distribucién de la VA
_P-»r
= \/@

serd aproximadamente una normal estandar.
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Distribuciéon de una proporcion mediante simulaciones

p =0.35
N = 1000
nb_sim = 2000

p_estimates = replicate(nb_sim, {
samples = rbinom(N, size = 1, prob = p)
sum(samples) / N

)
ggplot (data.frame(p_estimates = p_estimates),
aes(x = p_estimates, color = "Estimates' histogram", fill = "")) +
geom_histogram(aes(y = ..density..), bins = 20) +
stat_function(fun = dnorm, aes(color = "Theoretical Dist."),

args = list(mean = p, sd = sqrt(p * (1 - p) / N))
) + guides(fill = FALSE) + scale_color_discrete(name = "")



Distribuciéon de una proporcion mediante simulaciones
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Poblacidn infinita/muestreo con
reemplazamiento

Distribucion de sumas y diferencias de
medias



Distribucion muestral de sumas y diferencias

Supongamos que tenemos dos poblaciones y que tomamos n; y n» muestras
para calcular los estadisticos 51 y S».

Teorema )
Si S1 y So son independientes, entonces:

E[Sl + 52] = s, + s, Var[51 + 52] = O’?l —+ 0’32

En el caso concreto en el que 51 = X1y S = Xa:

2 2
E[Xl + XQ] = K, + My, = M1 + 12 Var[X1 + XQ] = O’?'(l —+ 0')2'(2 = % + %
1 2

Ejemplo:_ _
Si S = X1 y S» = X, provienen de una poblacién normal, o bien si ni, n, > 30

entonces

7 X=X (i~ )
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Poblacién infinita/muestreo con
reemplazamiento

Distribucion de la varianza muestral



La varianza muestral

Si Xi, Xa, - -+ X, son VAs obtenidas de un muestreo con reemplazamiento de la
poblacién, podemos definir la varianza muestral como

2 — E?:l(xf - )?)2.
n

Sin embargo, este estimador es sesgado ya que

n—1
E[S’] = —o°.
n
Por ello definimos la cuasivarianza muestral como
)2
§2 _ E?:I(X/ - X)
n—1 '
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Distribucion muestral de la varianza

Teorema
Si se toman n muestras de una poblacién normal, entonces la VA

nS* _ (n—1)8?

2 2

g o

tiene distribucién Chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.
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Poblacidn infinita/muestreo con
reemplazamiento

Distribucion de la media cuando la varianza
es desconocida



Distribucion cuando la varianza es desconocida

Hemos visto que _
_X-np
" a/y/n

se distribuye como una Normal si las muestras son normales, o que se puede

aproximar como una normal si n > 30. Sin embargo, hemos asumido que o2 es

conocida.

Teorema
Si n muestras se toman de una poblacién normal, la VA

F_X—p_ X—p
S/yn  S/vn-1

se distribuye como una T de Student con n — 1 grados de libertad.
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Poblacién infinita/muestreo con
reemplazamiento

Distribucion del ratio de varianzas



Distribucion en el muestro de ratios de varianzas

Para comparar varianzas podriamos estudiar S? — SZ pero su distribucién es
complicada. En su lugar, empleamos S7/53.
Teorema
Obtenemos dos muestras independientes de tamafio m y n de dos poblaciones
normales con varianzas o? y 2. Entonces, el estadistico
§2/0?
8ot

- 83/03

tiene una distribucién F con m — 1, n — 1 grados de libertad.
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Poblacién Finita/Muestreo sin
reemplazamiento




Muestreo sin reemplazamiento

Considera una poblacién de N elementos, y supén que p es la proporcién de de
la poblacién que tiene cierta caracteristica de interés. Sea X la VA: nimero de
individuos de la poblacién que tienen dicha caracteristica en un muestreo de

tamaiio n.

e Si n es con reemplazamiento/poblacién infinita: X es Binomial y

W= np o’ = npgq.

e Si n es sin reemplazamiento/poblacién finita: X es hipergeométrica y

N —
w=np 02:npq7n.
N-1

Al factor %:’17 se le conoce como factor de correccion para poblacién finita, y
debemos emplearloe en los casos de muestreo con
reemplazamiento/poblacion finita para corregir la varianza del estadistico:
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Muestreo sin reemplazamiento

Ejemplo: X Normal, o desconocido y sin reemplazamiento

X —
T = X=n

S N—n
Vn—1 N—1

Ejemplo: P sin reemplazamiento

7__P=-P
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