
Soluiones a los ejeriiosNota importante: es impresindible intentar realizar los ejeriios antes de miraraquí sus soluiones.PROBLEMA 1:Sea A = {x ∈ Z : x2 < 16}. Deidir la veraidad o falsedad de las siguientes a�rmaiones:1. {0, 1, 2, 3} ⊂ A2. {3, 1} ∈ A3. {x ∈ Z : |x| < 4} ⊂ A4. ∅ ⊂ A5. 3 ∈ A6. {3} ∈ A7. A ⊂ {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}8. A = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}Soluión. : V, F, V, V, V, F, F, V.PROBLEMA 2:Si A ∩ B = A ∩ C, ¾tiene que ser B = C? Si A ∪ B = A ∪ C, ¾tiene que ser B = C?Soluión. La respuesta en negativa en ambos asos. Se puede ver muy fáilmente on diagra-mas de Venn.PROBLEMA 3:Utilizando diagramas de Venn omprobar que
(A△C) ⊆ (A△B) ∪ (B△C),donde △ denota la diferenia simétria A△B = (A \ B) ∪ (B \ A), y siendo A \ B = A − B.¾Es en general una igualdad esa relaión de ontenido?Soluión. La relaión de ontenido no es en general una igualdad, omo se desprende fáil-mente de los diagramas.
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PROBLEMA 4:Elegir la opión verdadera de las siguientes a�rmaiones:1. ∅ ⊂ {0}2. 0 ∈ ∅3. ∅ ∈ 04. 0 ⊂ ∅Soluión. La primera. El onjunto vaío está ontenido dentro del onjunto que ontiene alelemento 0.PROBLEMA 5:Usando diagramas de Venn enontrar uál de las siguientes a�rmaiones entre los onjuntos Ay B es falsa:1. A ∩B = A ∪B2. A = A3. A ∪ (A ∩ B) = A4. A ∩ (A ∪ B) = ASoluión.La primera.Otra forma senilla de demostrar la falsedad de una a�rmaión es dar un ontraejemplo:Sean A = {1, 4}, B = {2, 4, 5, 6}, U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Entones:
A ∩B = {4} Pero
A ∪B = {1, 4} ∪ {2, 3, 4, 5} = {2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ∪ {1, 6, 7, 8, 9, 10} = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.Por tanto en general A ∩B 6= A ∪ B.PROBLEMA 6:Usando diagramas de Venn enontrar uál de las siguientes a�rmaiones entre los onjuntos Ay B es falsa:1. A ∪ (B \ A) = A ∩B2. A ∪ (B \ A) = A ∪B3. A \B = A ∩ B4. (A ∩B) ∪ (A ∩ B) = A
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Soluión.La primera.Otra forma senilla de demostrar la falsedad de una a�rmaión es dar un ontraejemplo:Sean A = {1, 4}, B = {2, 4, 5, 6}, U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.Entones A ∩ B = {4}.Por otro lado B \ A = {2, 5, 6}, así que A ∪ (B \ A) = {1, 2, 4, 5, 6} 6= {4} = A ∩ B
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PROBLEMA 7:Simpli�ar la siguiente expresión:
(A ∪ B) ∪ (A ∪B)Soluión.Teniendo en uenta la ley de Morgan: A ∪ B = A ∩ B podemos reesribir la expresión delsiguiente modo: (A ∩ B) ∪ (A ∪ B) y apliando lo mismo a la segunda parte de la expresióntenemos (A∩B)∪ (A∩B) y teniendo en uenta la propiedad distributiva ((A∩B)∪A)∩ (A∩

B ∩B) = A ∩A = A, pues B ∩ B = ∅.PROBLEMA 8:Demostrar que se veri�an las siguientes igualdades:1. A ∪ (A ∩ B) = A ∩ (A ∪ B) = A2. (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C)3. (A△B)△C = A△ (B△C)4. A \B = A△ (A ∩ B)Soluión.1. (Obvia)2. Es obvia, basta usar unos digramas de Venn.3. Propiedad asoiativa de la diferenia simétria.4. Si tenemos en uenta que A△C = A ∪ C \ A ∩ C y asumimos que C = A ∩ B entonesla segunda parte de la igualdad será A ∪ (A ∩B) \ A ∩ (A ∩ B) y por tanto A \B.PROBLEMA 9:Simpli�ar la expresión:
([(A ∪ B) ∩ C] ∪B)Soluión.Usando la ley de Morgan obtenemos [[(A∪B)∩C]∩B] que es igual a (A∪B)∩B ∩C, y omolos tres primeros miembros son B el resultado pedido es B ∩ C.PROBLEMA 10:1. ¾Cuál de los siguiente onjuntos es P(A) para algún onjunto A?

∅, {∅, a}, {∅, {a}}, {∅, {a}, {∅, a}}, {∅, {a}, {b}, {a, b}}
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2. Determinar el ardinal de los siguientes onjuntos:
A = P({a, b, {a, b}}), B = P({∅, a, {a}, {{a}}}), P(P(∅))Soluión.1. La terera y última expresión.2. 8, 16 y 2 respetivamente.PROBLEMA 11:Si |A| = 55, |B| = 40, |C| = 80, |A∩B| = 20, |A∩B ∩C| = 17, |B ∩C| = 24 y |A∪C| = 100,hallar1. |A ∩ C|2. |C \B|3. |(B ∩ C) \ (A ∩B ∩ C)|.Soluión.1. Como |A ∪ C| = |A|+ |C| − |A ∩ C| entones 100 = 55 + 80− |A ∩ C|2. 80− 24 = 56.3. 24− 17 = 7.PROBLEMA 12:Un biólogo trabaja on 66 espeies de plantas, de las uales 29, 41 y 25 viven en eosistemas detipo A, B y C respetivamente. Sabiendo que 16 pueden vivir tanto en eosistemas A omo B,

8 en eosistemas A y C, y 7 en eosistemas B y C, obtener el número de espeies que puedenestar presentes en los tres eosistemas. Calular también el número de espeies que pueden viviren eosistemas de tipo A y B pero que no pueden vivir en los de tipo C.Soluión. Vamos a ehar mano del prinipio de inlusión exlusión para tres onjuntos:
|A ∪ B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩ B ∩ C|En este aso tendremos podemos traduirlos a números según el enuniado de la siguientemanera:

66 = 29 + 41 + 25− 16− 8 − 7 + |A ∩B ∩ C|. Despejado |A ∩ B ∩ C| que es lo que nos pidensale 2Sobre el número de espeies que pueden vivir en eosistemas de tipo A y B pero que no puedenvivir en los de tipo C se puede deduir fáilmente que son 14, es deir 16− 2.PROBLEMA 13:Sea la funión f(x) = ⌈x⌉ la �funión parte entera por arriba� (funión teho) y f(x) = ⌊x⌋la funión �parte entera por abajo� (funión suelo). Así por ejemplo ⌈1,1⌉ = 2 y ⌊0,3⌋ = 0.Entones alular:
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a) ⌈3/4⌉b) ⌊7/8⌋) ⌈−3/4⌉d) ⌊−7/8⌋Soluión.a) 1 b) 0 ) 0 d) -1PROBLEMA 14:1. Usar la propiedad ⌈x+ n⌉ = ⌈x⌉ + n para alular ⌈3,01⌉2. Demostrar la falsedad o veridad de la expresión: ⌈x+ y⌉ = ⌈x⌉ + ⌈y⌉Soluión.1. ⌈3,01⌉ = ⌈0,01 + 3⌉ = ⌈0,01⌉+ 3 = 1 + 3 = 42. La expresión ⌈x + y⌉ = ⌈x⌉ + ⌈y⌉ es falsa. Basta un ontraejemplo para demostralo
⌈1/2 + 1/2⌉ = 1, pero ⌈1/2⌉+ ⌈1/2⌉ = 1 + 1 = 2PROBLEMA 15:Determinar si las siguientes funiones son biyeiones:a) f(x) = 2x+ 2b) f(x) = x2 − 1) f(x) = x3d) f(x) = (x2 + 1)/(x2 + 2)Soluión.Sí, No, Sí, No.PROBLEMA 16:En un grupo de 15 personas hay 7 que tienen naionalidad franesa, 8 que tienen naionali-dad británia y otros 8 que tienen naionalidad española. Además hay 2 que son británios yespañoles a la vez, 4 que son españoles y franeses simultáneamente y 3 que tienen la doblenaionalidad británia y franesa. ¾Cuántos tienen triple naionalidad?Soluión.Por el prinipio de inlusión exlusión es fáil ver que sólo hay uno.

|(E ∩ B ∩ F )| = 15− 7− 8− 8 + 2 + 4 + 3 = 1PROBLEMA 17:En un grupo de 12 estudiantes hay 7 matriulados en Matemátia Disreta, 9 que están matri-ulados en Álgebra y 10 en Estadístia. Además se sabe que hay 3 que están matriulados en
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las tres a la vez, en Álgebra y Estadístia hay hay 8, y 5 que lo están en Estadístia y Disretasimultáneamente. ¾Cuántos están matriulados en Álgebra y Disreta?Soluión. Por el prinipio de inlusión exlusión es fáil ver que sólo hay uno.
|(E ∩ A ∩D)| = 3 = 12− 9− 10− 7 + 8 + 5 + |A ∩D| y despejando obtenemos |A ∩D| = 4PROBLEMA 18:Sea el onjunto A = {2, 3, 4, 6, 12, 15, 24, 90, 180, 360} y la relaión de divisibilidad

aRb ⇐⇒ a | b .Teniendo en uenta que el digrama de Hasse del onjunto ordenado (A, | ) que se muestra en la�gura.(a) Enontrar (si existen) los elementos maximales, minimales, máximo y mínimo de A.(b) Dado el subonjunto B = {2, 3, 4, 6, 12}, enontrar (si existen) los onjuntos mayorante yminorante y el supremo e ín�mo de B.

2 34 6 1512 9024 180360
B

Figura 1: El diagrama de Hasse asoiado al problema.Soluión.a) El únio elemento maximal de A es 360, luego, al tratarse de un onjunto �nito, máx(A) =
360. Los elementos minimales de A son {2, 3} y por tanto no existe mı́n(A).b) El onjunto mayorante de B es mayor(B) = {12, 24, 180, 360}, luego sup(B) = 12. Elonjunto minorante de B es minor(B) = ∅, luego no existe ı́nf(B).PROBLEMA 19:Considérese la relaión de orden parial � de�nida en el onjunto D de los divisores positivosde 84, exluyendo el 1, mediante

a � b ⇔ a divide a b .
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1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden parial (D,�).2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, así omo el máximo y mínimo de
(D,�).3. Dar, si existen, el onjunto de otas superiores, otas inferiores, supremo e ín�mo en
(D,�) del onjunto B = {2, 3, 6, 28} ⊂ D.Soluión.1) Es trivial enumerar los elementos que forman parte del onjunto D. En onreto

D = {2, 3, 7, 4, 6, 14, 21, 12, 28, 42, 84} .El diagrama de Hasse asoiado al onjunto parialmente ordenado (D,�) es

2 3 7
4 6 14 21

12 28
84

42

2) Trivialmente 84 es maximal y máximo; 2, 3, 7 son minimales y no hay mínimo.3) El onjunto de las otas superiores de B es {84} por lo que 84 es el supremo. El onjuntode las otas inferiores de B es vaío por lo que no hay ín�mo.PROBLEMA 20:Considérese la relaión de orden parial � de�nida en el onjunto D de los divisores positivosde 36 , exluyendo el 1, mediante
a � b ⇔ a divide a b .1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden parial (D,�).2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, así omo el máximo y mínimo de
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Soluión.

Maximales: 36. Mimales: 2 y 3. Máximo: 36. No existe mínimo.PROBLEMA 21:Considérese la relaión de orden parial � de�nida en el onjunto D de los divisores positivosde 24 , exluyendo el 1, mediante
a � b ⇔ a divide a b .1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden parial (D,�).2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, así omo el máximo y mínimo de

(D,�).Soluión.

Maximales: 24. Minimales; 2 y 3. Máximo: 24. No existe mínimo.
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PROBLEMA 22:Considérese la relaión de orden parial � de�nida en el onjunto D de los divisores positivosde 40 , exluyendo el 1, mediante
a � b ⇔ a divide a b .1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden parial (D,�).2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, así omo el máximo y mínimo de

(D,�).Soluión.

Maximales: 40. Minimales 2 y 5. Máximo: 40. No existe mínimo.PROBLEMA 23:Sea R la relaión en R
3 de�nida omo

(a1, a2, a3) R (b1, b2, b3) ⇔ a21 + a22 + a23 = b21 + b22 + b23.Demostrar queR es de equivalenia y enontrar las lases de equivalenia y el onjunto oiente.Soluión.Para demostrar que R es una relaión de equivalenia hay que demostrar que es re�exiva,simétria y transitiva. De�namos la funión f(~x) = f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3, entones

~aR~b ⇔ f(~a) = f(a1, a2, a3) = f(b1, b2, b3) = f(~b). Esta observaión simpli�a el razonamien-to: Re�exiva: f(~a) = f(~a), luego ~aR~a.Simétria: Si ~aR~b, entones f(~a) = f(~b), y por tanto f(~b) = f(~a) ⇒ ~bR~a.Transitiva: Si ~aR~b y ~bR~c, entones f(~a) = f(~b) = f(~c). Luego, ~aR~c.
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Dado un ierto ~a ∈ R
3 se tiene que

f(a1, a2, a3) = a21 + a22 + a23 = A2 ≥ 0 .La lase de equivalenia que ontiene al vetor ~a estará formada por todos aquellos puntos~b ∈ R
3que satisfagan f(~b) = A2. Resulta entones evidente que las lases de equivalenia vienen dadaspor super�ies esférias en R

3 parametrizadas por el valor de su radio A ≥ 0. Obviamente, lainterseión de dos esferas de distinto radio es vaía. Además, es posible representar ada unade las lases de equivalenia usando el únio punto en el que el semi-eje positivo x ≥ 0 orta ala orrespondiente esfera. De este modo, los elementos del onjunto oiente son de la forma
[(A, 0, 0)]R = {(a1, a2, a3) ∈ R

3 | a21 + a22 + a23 = A2} .y se tiene que
R

3/R = {[(A, 0, 0)]R | A ∈ R+} .PROBLEMA 24:Sea el onjunto V = {x | 1 ≤ x ≤ 20} ⊂ N. Sea el produto artesiano V × V y sobre élde�nimos la siguiente relaión
(x, y)R (a, b) ⇔ x+ b = y + a .1. Demostrar que es una relaión de equivalenia.2. Calular las lases de equivalenia. ¾Cuál es la lase que tiene mayor número de elementos?¾Cuál es la lase que tiene menor número de elementos?3. Calular el onjunto oiente (V × V )/R y deir su número de elementos.Soluión.1) R es una relaión de equivalenia porque es de la forma (x, y)R(a, b) si y sólo si f(x, y) =

f(a, b) on f(x, y) = x−y. La demostraión detallada de este punto se enuentra en el problema1 de este doumento.2) Las lases de equivalenia son de la forma x−y = onstante. La onstante etiqueta las lasesde equivalenia y puede tomar valores entre −19 y 19. Por ejemplo la lase de equivalenia del
(1, 1) orresponde a tomar diha onstante igual a ero y ontiene a los elementos

[(1, 1)]R = {(x, x) | 1 ≤ x ≤ 20} .En general podemos esribir las 19 · 2 + 1 = 39 lases de equivalenia de la siguiente manera:
[(x, 1)]R = {(x+ a, 1 + a) | 0 ≤ a ≤ 20− x} , 1 ≤ x ≤ 20 ,

[(1, x)]
R

= {(1 + a, x+ a) | 0 ≤ a ≤ 20− x} , 2 ≤ x ≤ 20 .En la segunda línea hemos suprimido el aso x = 1, al haberlo tenido en uenta en la primeralínea.El número de elementos de ada lase es
|[(x, 1)]R| = 21− x , 1 ≤ x ≤ 20 ,

|[(1, x)]R| = 21− x , 2 ≤ x ≤ 20 .Luego la lase on mayor número de elementos será la [(1, 1)]R que tiene 20 elementos. Laslases on menor número de elementos serán [(1, 20)]R y [(20, 1)]R on un sólo elemento.
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3) El onjunto oiente (V × V )/R tendrá 39 elementos y será igual a
(V × V )/R = {[(x, 1)]R | 1 ≤ x ≤ 20} ∪ {[(1, x)]R | 2 ≤ x ≤ 20} .PROBLEMA 25:Considera la siguiente relaión de�nida en N:

xRy ⇔ ∃ k ∈ Z+ : y = 2kx .(a) Demuestra que (N,R) es un onjunto parialmente ordenado.(b) Sea X = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 10}. Dibuja el diagrama de Hasse de (X,R).() Enuentra, si existen, el máximo, el mínimo, los elementos maximales y minimales y lasotas superiores e inferiores del onjunto X ⊂ N.Soluión.a) La relaión será una relaión de orden si es re�exiva, antisimétria y transitiva. La re�exividadde R se sigue diretamente de la igualdad x = 2kx, valida para k = 0 ∈ Z+.Para demostrar que la relaión satisfae la propiedad antisimétria debemos omprobar que sise umple que xRy e yRx entones neesariamente se sigue que x = y. En este punto es ruialdarse uenta de que la antisimetría de la relaión es onseuenia de que úniamente estamosonsiderando enteros no negativos en los exponentes de 2k. Si no fuera así, aun en el aso enque x 6= y, dado un k tal que x = 2ky, bastaría tomar −k para tener y = 2−kx.Para demostrar que R satisfae la propiedad transitiva debemos demostrar que, si x = 2ℓye y = 2mz, entones neesariamente x = 2kz para algún k ∈ Z+. Sustituyendo la segundaeuaión en la primera tenemos que, en efeto, x = 2ℓ2mz = 2ℓ+mz = 2kz, on k = ℓ+m ∈ Z+.b) El diagrama de Hasse pedido es el siguiente:
24
8

36 510) El onjunto de los elementos maximales de (X,R) es {8, 6, 10}. Por su parte, {2, 3, 5} es elonjunto de los elementos minimales. Obviamente no hay ni máximo ni mínimo en (X,R).Finalmente, tanto el onjunto de las otas inferiores omo el de las otas superiores de X ⊂ Nson vaíos. CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
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PROBLEMA 26:Resolver las siguientes uestiones:1. Calular el número de maneras de oloar en un tablero de ajedrez orientado y on 64asillas las siguientes piezas: un rey, una reina, un aballo, una torre y un al�l blanos yun rey, una torre, un aballo y un al�l negros.2. En los alambres que hay entre dos postes de un tendido trifásio de alta tensión en BodegaBay se distribuyen 99 mirlos indistinguibles. ¾De uántas maneras se pueden oloar enlos tres alambres si no onsideramos la distania entre pájaros?3. Si, por el ontrario, tenemos en uenta la distania entre pájaros y si en ada alambresolo hay 200 posiiones posibles para los pájaros, ¾de uántas maneras se pueden oloarlos 99 mirlos?Nota: Los resultados se darán en funión de números ombinatorios (a
b

) y/o fatoriales a!Soluión.1) Las piezas de ajedrez son todas distintas entre sí y las asillas del ajedrez también sondistintas entre sí (al estar orientado). Por lo tanto debemos oloar 5 + 4 = 9 piezas distintasen 82 = 64 asillas distintas. La primera pieza la podemos oloar de 64 maneras, una vezoloada, podemos oloar la segunda de 63 maneras distintas, et. Una vez oloadas las ohoprimeras piezas, hay 64 − 8 = 56 maneras de oloar la última pieza. Luego, la soluión delproblema es
64 · 63 · 62 · · ·57 · 56 =

64!

55!
= 9993927307714560 .También se podría haer de la siguiente manera: hay (

64

9

) maneras de elegir las 9 asillas aoupar y, una vez elegidas, hay 9! maneras de oloar las 9 piezas en ellas. Luego, la soluiónes (64
9

)

9! = 64!/55!2) Tenemos que distribuir 99 objetos iguales (los mirlos) en 3 ajas distintas (los alambres).Como en ada alambre puede haber ualquier número de mirlos (inluido ninguno), el resultadoes
(

99 + 2

2

)

=

(

101

2

)

= 5050 .3) En este aso, las posiiones de los mirlos son distinguibles. De heho hay 600 posiionesposibles que pueden oupar los 99 mirlos. Luego habrá
(

600

99

)maneras de oloar a los 99 mirlos.PROBLEMA 27:Resolver los siguientes problemas:(a) ¾De uántas maneras se pueden distribuir diez bolas idéntias en seis reipientes distintos?(b) ¾De uántas maneras se pueden distribuir si ningún reipiente puede quedar vaío?
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() ¾De uántas maneras se pueden distribuir si el uarto reipiente ontiene un número imparde bolas?Soluión.a) Representamos ada bola mediante un uadrado y ada reipiente por un par de barras.El enuniado nos die que las bolas son idéntias; pero los reipiente no lo son. Una maneraposible de haer el reparto es la siguiente:
| 2 2 2 | 2 2 2 | | 2 2 2 2 | | |Los restantes repartos se obtienen reordenando los objetos que apareen en la representaiónanterior. En onreto, ontamos on siete barras; pero las dos de los extremos no las podemosmover, de manera que sólo hay ino barras móviles y diez uadrados. Como no hay ningunarestriión en la manera de oloar las barras y los uadrados, la soluión pedida es

(

10 + 5

5

)

=

(

15

5

)

= 3003 .b) Si ningún reipiente puede quedar vaío, el argumento es el asi el mismo que en el apartadoa). La únia diferenia es que ahora las ino barras móviles hay que oloarlas obligatoriamenteentre dos uadrados para que siempre haya al menos un uadrado en ada reipiente (es deir,entre dos barras onseutivas). Una reparto posible es el siguiente:
| 2 2 | 2 2 | 2 | 2 2 2 | 2 | 2 |Como hay nueve espaios entre los diez uadrados, la soluión pedida es

(

9

5

)

= 126 .) Si el uarto reipiente tiene un numero impar de bolas, sólo puede ontener 1, 3, 5, 7 ó 9bolas. En el primer aso, tendríamos una bola en diho reipiente y nueve bolas en el resto aoloar sin ninguna restriión en los ino reipientes restantes. Usando el mismo argumentoque en el primer apartado, la soluión de este aso sería (

9+5−1

5−1

)

=
(

13

4

).Si oloamos 3 bolas en el uarto reipiente, tenemos que situar las siete bolas restantes enlos ino reipiente que nos quedan. La soluión es (7+5−1

5−1

)

=
(

11

4

). Claramente si oloamos kbolas en el uarto reipiente, el número de maneras de situar las 10 − k bolas restantes en losino reipientes es (10−k+5−1

5−1

)

=
(

14−k

4

). La soluión pedida es por tanto
(

13

4

)

+

(

11

4

)

+

(

9

4

)

+

(

7

4

)

+

(

5

4

)

= 1211 .PROBLEMA 28:Determinar el número de subonjuntos de un onjunto de 10 elementos que(a) tengan menos de 5 elementos,(b) tengan más de 7 elementos,() tengan un número impar de elementos.
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Soluión.La manera más rápida de soluionar este problema es aprovehar la biyeión entre el númerode subonjuntos de un onjunto de n elementos y el de las adenas binarias de longitud n, demanera que si un elemento pertenee a un subonjunto dado, el bit orrespondiente es 1 (y 0en aso ontrario).El apartado a) nos pide el número de adenas de bits de longitud 10 on menos de 5 unos. Elnúmero de adenas de bits de longitud 10 on k unos es simplemente
Nk =

(

10

k

)

, 0 ≤ k ≤ 10 .De esta modo, la soluión de a) es
Nk<5 =

4
∑

k=0

Nk =
4

∑

k=0

(

10

k

)

= 1 + 10 +
90

2
+

720

3!
+

10!

6! 4!
= 386 .El apartado b) onsiste en alular el número Nk>7 de adenas de bits de longitud 10 on másde 7 unos. Luego,

Nk>7 =
10
∑

k=8

Nk =
10
∑

k=8

(

10

k

)

=
90

2
+ 10 + 1 = 56 .El apartado ) onsiste en alular el número de adenas de bits de longitud 10 on un númeroimpar de unos. Luego,

Nk impar =

4
∑

p=0

N2p+1

=

4
∑

p=0

(

10

2p+ 1

)

= 2

[(

10

1

)

+

(

10

3

)]

+

(

10

5

)

= 512 .El resultado es lógio ya que el número total de adenas de bits de longitud 10 es 210 = 1024 yaquellas on un número impar de unos serán, por simetría, la mitad (i.e., 512).PROBLEMA 29:¾De uantas maneras se pueden reoloar las letras de la palabra BASEBALL de tal modo lasnuevas palabras empieen y terminen por voal?Soluión.
N = 3

6!

2!2!
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PROBLEMA 30:¾De uantas maneras se pueden reoloar las letras de la palabra MISSISSIPPI de tal modo lasnuevas palabras empieen por I? ¾Y para que la P estén juntas?Soluión.
N =

10!

3!4!2!

N = 10
9!

4!4!PROBLEMA 31:Dado el onjunto de símbolos {a, a, a, a, a, b, b, b, c, d, d} ¾Cuántas palabras de 11 letras se puedenformar reordenando sus elementos?Soluión.
N =

11!

5!3!1!2!PROBLEMA 32:De uantas maneras se puede obtener una mano de 3 espadas y 2 bastos de una baraja españolade 40 artas.Soluión.
N =

(

10

3

)

·

(

10

2

)

= 120× 45 = 5400PROBLEMA 33:De un grupo de 12 estudiantes se quiere enviar a 4 delegados a una onvenión. ¾De uántasmaneras se puede haer? ¾Y si dos no pueden asistir juntos? ¾Y si 2 que están asados sólopueden ir juntos?Soluión.- Como hay 12 si elegimas 4 de ellos tendremos
(

12

4

)

= 495- Los otros dos miembros de la delegaión pueden elegirse de
(

10

2

)maneras distintas, así que lo pedido es
(

12

4

)

−

(

10

2

)

= 450- Si los asados no van (

10

4

)

= 210, si van (

10

2

)

= 45. Así que N = 210 + 45 = 255 maneras.
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PROBLEMA 34:

Demostrar que 32n + 7 es divisible por 8 para todo n. Es decir, nos piden que demostremos el
siguiente enunciado:

P (n) : 8|(32n + 7).

Solución.

Paso base:
Podemos comprobar que se cumple para k = 1 porque 9 + 7 = 16 y 8|16 (16 es divisible por 8).

La hipótesis de inducción es precisamente: P (k) : 8|(32k + 7)

Paso de inducción:
Veamos que pasa para k + 1:

f(k + 1) = 32(k+1) + 7 = 32k+2 + 7 = 3232k + 7 = 9 · 32k + 7

Obsérvese que todavía no hemos usado la hipótesis de inducción, sólo hemos jugado con la
expresión, que podemos seguir desarrollando:

f(k + 1) = 8 · 32k + 32k + 7 = 8 · 32k + (32k + 7)

Esta última expresión tiene dos sumandos. El primero es múltiplo de 8 al estar multiplicado por
8. Así que hasta este punto podemos decir algo acerca de su divisibilidad por 8 sin necesidad de
recurrir a la hipótesis de inducción. Todas las operaciones iban encaminadas precisamente hacia
este punto y no eran un mero masaje de fórmulas. Se necesita cierta �picardía� para encaminar
las expresiones hacia donde queremos llegar.

Es ahora cuando podemos usar el principio de inducción. La expresión para k + 1 será di-
visible por 8 si ambos sumandos que la componen son divisibles por 8. Lo es el primero
por matemática elemental y el segundo es justamente la hipótesis de inducción. Luego co-
mo P (k + 1) : 8|(8 · 32k + (32k + 7)) es cierta si la hipótesis de inducción P (k) : 8|(32k + 7) es
cierta, por el principio de inducción podemos concluir que 32n + 7 es divisible por 8 para todo
n, como queríamos demostrar.

PROBLEMA 35:

Demostrar que n! > 3n para todo n > 7, en donde el factorial se de�ne de la forma habitual
n! = n(n− 1)(n− 2) . . . 1)).

Solución. Paso base:

vemos que para k = 6 la desigualdad no se cumple, pues 720 no es mayor que 729, pero para
k = 7 sí, pues 5040 es mayor que 2187.

Hipótesis de inducción: P (k) : k! > 3k

Paso inductivo:
La expresión para k+1 para el lado izquierdo será (k+1)! y para el derecho 3k+1, que podemos
simpli�car como (k + 1)k! y 3 · 3k respectivamente. Todavía no podemos decir nada acerca de
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si cumple o no la desigualdad.

Para que (k + 1)k! > 3 · 3k sea cierto lo primero que debe cumplirse es que k + 1 sea mayor
que 3, cosa que ocurre siempre, porque debido al paso base k > 6. Lo que resta es justo que se
cumpla la hipótesis de inducción P (k) : k! > 3k.

Así que la desigualdad se cumple para k + 1 si la hipótesis de inducción es cierta, luego por el
principio de inducción:

n! > 3n para todo n > 7

PROBLEMA 36:

Demostrar por inducción que 3 divide a n3 − n a partir de cierto n.

Solución.

Paso base:
Si n = 2 vemos que 23 − 2 = 8− 2 = 6 y 3|6.

Hipótesis de inducción para un entero k arbitrario: P (k) : 3|(k3 − k)

Veamos que pasa para k + 1:

(k + 1)3 − (k + 1) = (k3 + 3k2 + 3k + 1)− (k + 1) = k3 + 3k2 + 2k

En donde simplemente hemos operado. Ahora debemos agrupar para conseguir que la hipótesis
de inducción aparezca en algún momento.

k3 + 3k2 + 2k = (k3 − k)︸ ︷︷ ︸
a

+ 3(k2 − k)︸ ︷︷ ︸
b

Paso inductivo:
La expresión completa será divisible por tres si todos los sumandos lo son. Vemos que el segundo
sumando de la última expresión (b) es tres veces algo, así que necesariamente es divisible por
tres. Entonces la expresión P (k+1) : 3|(k+1)3+(k+1) es cierta si la hipótesis de inducción (a) es
cierta. Por tanto, según el principio de inducción 3|(n3−n) ∀n ≥ 2, como queríamos demostrar.

PROBLEMA 37:

Demostrar por inducción que 1 + 2n < 3n ∀n ≥ 2.
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Solución.

Paso base:
Veamos si se cumple el paso base.
Para n = 1 tenemos que 1 + 2n = 1 + 21 = 1 + 2 = 3 y 3n = 31 = 3, pero 3 ≮ 3. Sin embargo
para n = 2 tenemos que 1 + 2n = 1 + 22 = 1 + 4 = 5 y 3n = 32 = 9 y 5 < 9 así que ya tenemos
paso base.
Hipótesis de inducción para un k arbitrario pero �jo: 1 + 2k < 3k

Paso inductivo:
Veamos que pasa para k + 1:

1 + 2k+1 = 1 + 2 · 2k = 1 + 2k + 2k

que debe ser menor que 3k+1 = 3 · 3k = 3k + 3k + 3k

Así que
2k + 1 + 2k < 3k + 3k + 3k

se cumplirá si la hipótesis de inducción es cierta, pues

2k + 3k < 3k + 2 · 3k

es cierta, ya que 2k < 2 · 3k

Por tanto, por el principio de inducción:

1 + 2n < 3n ∀n ≥ 2,

como queríamos demostrar.

PROBLEMA 38:

Demostrar por inducción que 3 divide a n(n+ 1)(n+ 2) a partir de cierto n.

Solución.

Paso base:
Para n = 1 tenemos que: n(n+ 1)(n+ 2) = 1(1 + 1)(1 + 2) = 6 y claramente 3|6.

Hipótesis de inducción para un k arbitrario:

P (k) : 3|k(k + 1)(k + 2)

Vamos a ver qué pasa para k + 1:

(k + 1)(k + 1 + 1)(k + 1 + 2) = (k + 1)(k + 2)(k + 3) = (3 + k)︸ ︷︷ ︸
α

[(k + 1)(k + 2)]︸ ︷︷ ︸
β

Simplemente hemos operado, simpli�cado y recolocado los distintos términos. Ahora nos pode-
mos �jar en α, que tiene un tres dentro de él que podemos aprovechar. Así que multiplicamos
ese 3 por β y el k que queda de α ambos por β:

(3 + k)[(k + 1)(k + 2)] = 3(k + 1)(k + 2)︸ ︷︷ ︸
primer

+ k(k + 1)(k + 2)︸ ︷︷ ︸
segundo

Paso inductivo:
El primer sumando es divisible por 3 por de�nición, ya que es tres veces algo. El segundo es
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divisible por 3 según la hipótesis de inducción. Así que P (k + 1) : 3|(k + 1)(k + 2)(k + 3)
será cierta si la hipótesis de inducción es cierta, por tanto según el principio de inducción:
3|n(n+ 1)(n+ 2) ∀n ≥ 1, como queríamos demostrar.

PROBLEMA 39:

Demostrar por inducción que 3|(4n − 1) ∀n ≥ 1

Solución.

Paso base:
Para n = 1 vemos que: 4n − 1 = 41 − 1 = 3 y claramente 3|3.
Hipótesis de inducción:
Para un entero k arbitrario pero �jo tendríamos:

P (k) : 3|(4k − 1)

Paso inductivo:
Veamos qué pasa para k + 1:

4k+1 − 1 = 4 · 4k − 1 = 4k + 4k + 4k + 4k − 1

Ahora agrupamos para ver si podemos obtener la hipótesis de inducción en algún sitio y algo
que con un poco de suerte sea divisible por 3:

4k + 4k + 4k + 4k − 1 = 3 · 4k + 4k − 1 = 3(4k)︸ ︷︷ ︸
α

+ (4k − 1)︸ ︷︷ ︸
β

Esta expresión será divisible por tres si sus sumandos lo son. Como α es divisible por tres al ser
tres veces algo y β es justo la hipótesis de inducción entonces P (k+ 1) : 3|4k+1−1 será cierta si
la hipótesis de inducción es cierta y, por tanto, según el principio de inducción podemos a�rmar
que 3|(4n − 1) ∀n ≥ 1, como queríamos demostrar.

PROBLEMA 40:

Demostrar por inducción que 3 es divisor de n3 + 2n para todo n ∈ N.
Solución.

El caso base es trivial: para n = 1, tenemos que n3 + 2n = 3 es obviamente divisible por 3.
Supongamos ahora que, para un cierto natural k, arbitrario pero �jo, se cumple la hipótesis
de inducción: 3 | k3 + 2k; es decir, existe un p ∈ N tal que k3 + 2k = 3p. Veamos ahora qué
podemos decir del siguiente natural k + 1:

(k + 1)3 + 2(k + 1) = k3 + 3k2 + 5k + 3

= k3 + 2k + 3(k2 + k + 1) (1)

= (k3 + 2k) + 3(k2 + k + 1) .

Luego si k3 + 2k es divisible por 3, entonces (k+ 1)3 + 3(k+ 1)2 también lo es ya que el segundo
término de la suma de (1) lo es (es tres veces algo). Por tanto, el principio de inducción nos
garantiza que esto es cierto para todo natural k.

PROBLEMA 41:

Demostrar por inducción que para todo natural n ≥ 2 se satisface que 5n ≥ 3n + 4n .

Solución.

El caso base es sencillo: si n = 2, 52 = 25 ≥ 32 + 42 = 9 + 16 = 25.
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Supongamos ahora que para un cierto k, arbitrario pero �jo, se cumple la hipótesis de inducción:
5k ≥ 3k + 4k y queremos averiguar qué ocurre con el siguiente entero k + 1:

5k+1 = 5 · 5k

≥ 5(3k + 4k) (si usamos la hipótesis de inducción)

> 3k+1 + 4k+1 (ya que 5 > 3 y 5 > 4) .

Luego también se cumple para k + 1 si la hipótesis de inducción se cumple y por tanto el
principio de inducción nos garantiza que se cumple para todo entero k ≥ 2.

PROBLEMA 42:

Probar por inducción que si h > −1 entonces 1 + nh ≤ (1 + h)n para todo n ∈ N.

Solución.

El paso base corresponde a n = 1: tenemos que 1 + h ≤ 1 + h que se cumple para todo h, en
particular, para h > −1.
La hipótesis de inducción corresponde a suponer que 1 + kh ≤ (1 + h)k para un cierto k ∈ N
arbitrario pero �jo. Queremos ahora saber qué ocurre con el siguiente entero k + 1. Tenemos
que

1 + (k + 1)h = 1 + kh+ h

≤ (1 + h)k + h (por la hipótesis de inducción)

= (1 + h)k+1 − (1 + h)k+1 + (1 + h)k + h (sumando y restando (1 + h)k+1)

= (1 + h)k+1 + h
[
1− (1 + h)k

]
.

Pero de la hipótesis de inducción se sigue que 1 − (1 + h)k ≤ −kh y, por tanto, si h ≥ 0,
deducimos que

1 + (k + 1)h ≤ (1 + h)k+1 − kh2 < (1 + h)k+1 ,

ya que −kh2 < 0. Si h < 0 este argumento no es válido, pero se puede usar el siguiente
razonamiento: si h ∈ (−1, 0), entonces 1 − (1 + h)k > 0 y como h < 0, h

[
1− (1 + h)k

]
< 0

y, por tanto, 1 + (k + 1)h ≤ (1 + h)k+1 también para este caso. Luego se veri�ca el paso de
inducción y el principio de inducción nos garantiza que esta desigualdad es cierta para todo
n ∈ N.

PROBLEMA 43:

Resolver las siguientes ecuaciones de recurrencia

an = 2 an−1 + n para n ≥ 1, con a0 = 1 .

an+1 − an = 3n para n ≥ 0, con a0 = 1 .

Solución.

Es una ecuación de recurrencia no homogénea, lineal de orden uno. La solución general
es la suma de una solución general de la homogénea y una solución particular de la no
homogénea.

La solución general de la ecuación homogénea asociada ahn = 2ahn−1 es

ahn = A2n ,

donde A es una constante a determinar.

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



La solución particular de la no homogénea es del tipo Bn+ C y las constantes B y C se
determinan al imponer que sea efectivamente solución de la ecuación de recurrencia:

Bn+ C = 2B(n− 1) + 2C + n ⇒ n(B + 1) + (C − 2B) = 0 .

Como debe ser cierto para todo n, cada coe�ciente B+1 y C−2B se debe anular: B = −1
y C = 2B = −2. Luego la solución particular es apn = −(n + 2) y la solución general de
la ecuación es:

an = −(n+ 2) + A2n .

La constante A se determina usando la condición inicial a0 = 1 = −2 + A ⇒ A = 3.
Luego la solución buscada es:

an = −(n+ 2) + 3 · 2n .

Es una ecuación de recurrencia lineal de orden uno, con coe�cientes constantes y no
homogénea. La solución general de la ecuación homogénea asociada es ahn = K, con K
constante. Por otro lado, para encontrar una solución particular ensayamos con

apn = C 3n .

Es decir

C 3n+1 − C 3n = 3n ⇒ C =
1

2
.

Por tanto, la solución general de nuestra ecuación es

an = ahn + apn = K +
3n

2
.

Ahora bien, imponiendo a0 = 1, la solución de la ecuación del enunciado es

an =
1 + 3n

2
.

PROBLEMA 44:

Resolver la siguiente relación de recurrencia no homogénea:

an = 4an−1 − 4an−2 + 4n con a0 = 1 y a1 = 10

Solución.

La ecuación característica de la homogénea es

x2 = 4x− 4

que tiene a 2 como raíz doble (multiplicidad 2).
Como siempre, la solución general será la suma de la solución a la homogénea y una solución
particular:

an = a(h)n + a(p)n

La solución la homogénea es de la forma

a(h)n = (k1 + nk2)2
n.

La solución particular será de la forma
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a(p)n = p04
n.

Sustituyendo esta solución particular en la recurrencia original tenemos:

p0 · 4n = p0 · 4 · 4n−1 − p0 · 4 · 4n−2 + 4n.

Operamos para obtener un buen factor común, que en este caso es 4n, quedando:

p0 · 4n = p0 · 4n −
p0
4
· 4n + 4n

que simpli�cando queda

p0 ·��4n = p0 ·��4n −
p0
4
·��4n +��>

1
4n

que despejando nos queda p0 = 4. Así que una solución particular puede ser:

a(p)n = 4n+1.

La solución general será de la forma:

an = (k1 + nk2)2
n + 4n+1.

Imponemos ahora la las condiciones iniciales.

Caso n = 0:

Tenemos que a0 = 1, que en la general nos da 1 = (k1 + 020 + 4). Es decir que k1 = −3

Caso n = 1:

Tenemos que a1 = 10, que nos da 10 = (−3 + k2)2 + 42. Es decir que k2 = 0.

Así que �nalmente tendremos como solución general es:

an = −3 · 2n + 4n+1.

PROBLEMA 45:

Resolver las siguientes recurrencias:

a) an = an−1 + 3n−1, a0 = 1
b) an+2 − 3an+1 + 2an = 0, a0 = 1, a1 = 6

Solución: a) an = 1/2(3n + 1), b) an = 5 · 2n − 4

PROBLEMA 46:

Resolver la siguiente recurrencia:

an − 2an−1 + an−2 = 2n−2, a0 = 1, a1 = 2

Solución: an = 2n

PROBLEMA 47:

Resolver la siguiente recurrencia:
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an = 6an−1 − 9an−2 + 3n, a0 = 0, a1 = 3

Solución.

La homogénea es:
an − 6an−1 + 9an−2 = 0

cuya ecuación característica es: r2 − 6r + 9 = 0, que tiene una raíz doble r = 3.
Por tanto, la solución de la homogénea es de la forma:

a(h)n = (k1 + nk2)3
n

Nos falta una solución particular:

La función que nos convierte la recurrencia en no homegénea es del tipo sn[p0] (potencia por
polinomio de grado cero), siendo s = 3 que es raíz de la ecuación homegénea. Como además 3
es raíz de multiplicidad 2 una solución particular será de la forma:

a(p)n = p0n
23n

Si ensayamos esta solución particular en la ecuación original obtenemos que

p0n
23n − 6p0(n− 1)23n−1 + 9p0(n− 2)23n−2 − 3n = 0.

Podemos ahora multiplicar por 32 todos los términos

p03
2n23n − 6 · 32p0(n− 1)23n−1 + 9 · 32p0(n− 2)23n−2 − 323n = 0

y aumentar exponentes en las potencias, en donde sea necesario, gracias a esos 32

p03
2n23n − 6 · 3p0(n− 1)23n + 9 · p0(n− 2)23n − 323n = 0

Operamos un poco

p03
2n23n − 2 · 3 · 3p0(n− 1)23n + 32 · p0(n− 2)23n − 323n = 0

p03
2n23n − 2 · 32p0(n− 1)23n + 32 · p0(n− 2)23n − 323n = 0

Ahora podemos dividir todos los sumandos por 323n. De esta forma eliminamos las potencias
y podemos despejar p0. El método suele ser habitual en este punto y los pasos dados con
anterioridad estaban encaminados a conseguir esto mismo. Por tanto, ahora nos queda:

p0n
2 − 2p0(n− 1)2 + p0(n− 2)2 − 1 = 0

Ya sólo falta operar un poco

p0n
2 − 2p0n

2 + 4p0n− 2p0 + p0n
2 − 4p0n+ 4p0 − 1 = 0

agrupando

(p0n
2 − 2p0n

2 + p0n
2) + (4p0n− 4p0n) + (−2p0 + 4p0 − 1) = 0

nos queda 0 + 0 + 2p0 − 1 = 0 y nos sale que para que se cumpla dicha solución particular
tiene que ocurrir p0 = 1/2. Obsérvese que para polinomios de grados mayores que cero lo que
tenemos que obtener es un polinomio del grado correspondiente.
En este caso la solución particular �nalemente es:
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a(p)n =
1

2
n23n

Así que la solución de la recurrencia general es:

an = a(h)n + a(p)n = (k1 + nk2)3
n +

1

2
n23n.

Ya sólo nos queda ensayar esta solución con las condiciones iniciales para así averiguar los va-
lores de k1 y k2.

La primera condición (a0 = 0) nos dice que

0 = (k1 + 0 · k2)30 +
1

2
0230

y por tanto que k1 = 0.

La segunda (a1 = 3) nos dice que 3 = 3(0 + k2) + 1
2
3 y por tanto que k2 = 1/2.

Normalmente estas constantes no salen una tras otra tan directamente, sino que son solución
de un sistema de dos ecuaciones (una de cada condición inicial) con dos incógnitas.

En este caso la solución general es an = n
2
3n + 1

2
n23n = 1

2
3n(n+ n2).

O lo que es lo mismo:

an =
1

2
3n(n2 + n)

PROBLEMA 48:

Un distribuidor de ordenadores portátiles efectúa un pedido comprendido entre 1000 y 1500
equipos a una fábrica. Le envían dichos equipos en contenedores completos con capacidad
de 68 ordenadores cada uno. El distribuidor los reparte entre sus clientes en furgonetas con
capacidad de 20 ordenadores, quedando 32 sin repartir en el almacén. ¾Cuántos equipos pidió
el distribuidor a la fábrica?

Solución.

Sea N el número de equipos que nos piden calcular. Sabemos que

N = 68k , k ∈ Z ,

para algún entero (positivo) k. Además sabemos que

N (mód 20) ≡ 32 ⇒ N = 32− 20p , p ∈ Z .

Nótese que se ha elegido el signo menos en `−20p' por conveniencia. De ambas ecuaciones se
deduce la ecuación diofántica

68k + 20p = 32 .

Calculamos el máximo común divisor de 468 y 20 usando el algoritmo de Euclides:

68 = 20 · 3 + 8 ,

20 = 8 · 2 + 4 ,

8 = 4 · 2 + 0 .
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Luego mcd(68, 20) = 4. Como mcd(68, 20) = 4|32 = 8 · 4, la ecuación anterior admite in�nitas
soluciones. Usando el algoritmo de Euclides encontramos la siguiente relación (identidad de
Bezout):

4 = −2 · 68 + 7 · 20 .

Si multiplicando por 8 la ecuación anterior, resulta evidente que los números k0 = −16 y p0 = 56
nos proporcionan una solución particular de la ecuación diofántica 68k+ 20p = 32. La solución
general es

kq = −16 + 5q ,

pq = 56− 17q ,

donde q ∈ Z. La expresión de N en función de q es inmediata:

N = −1088 + 340q .

Como N > 1000, entonces deducimos que

q >
2088

340
⇒ qmin = 7 .

El número mínimo de equipos es por tanto

Nmin = 1292 .

PROBLEMA 49:

Un profesor reparte equitativamente los libros de su biblioteca entre sus 17 alumnos y sobra un
libro. Uno de sus alumnos se queja del número de libros recibido y decide excluirse del reparto.
Al volver a repartir sus libros equitativamente entre los alumnos restantes, sigue sobrando un
libro. ¾Cuál es el mínimo número de libros que reparte el profesor?

Solución.

El enunciado nos dice que debemos resolver el siguiente sistema de congruencias lineales:

N ≡ 1 (mód 17) ,

N ≡ 1 (mód 16) ,

donde N es el número de libros a repartir. Como 17 y 16 son primos relativos, el teorema chino
del resto nos garantiza la existencia de una única solución módulo m = 17 · 16 = 272. Dicha
solución es trivialmente

N ≡ 1 (mód 272) ,

y por tanto
N = 1 + 272k , con k ∈ Z .

El número mínimo de libros corresponderá a tomar k = 1:

Nmin = 273 libros .

Nótese que para k = 0 tendríamos un sólo libro y del enunciado se deduce que hay al menos
dos libros.

PROBLEMA 50:

Calcula las soluciones enteras de la ecuación

28x+ 36y = 44 .
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Solución.

La ecuación es equivalente a
7x+ 9y = 11 .

Dicha ecuación admite soluciones enteras ya que mcd(7, 9) = 1 | 11. En concreto, mediante la
identidad de Bezout, es trivial encontrar una solución particular. Puesto que

1 = 4 · 7− 3 · 9 ⇒ 11 = 44 · 7− 33 · 9 ,

se tiene que x0 = 44 e y0 = −33 son una solución del sistema. El resto de soluciones son de la
forma

xk = 44 + 9k , yk = −33− 7k , con k ∈ Z .

PROBLEMA 51:

Usa el algoritmo de Euclides para calcular:

mcd(1476, 2808),
mcd(23345, 23545),
mcd(35234, 2178),
mcd(36735, 8347),
mcd(52, 13, 65, 26)

Solución.

mcd(1476, 2808) = 36,
mcd(23345, 23545) = 5,
mcd(35234, 2178) = 2,
mcd(36735, 8347) = 1,
mcd(52, 13, 65, 26) = 13

PROBLEMA 52:

Convierte los siguiente enteros en base binaria a base decimal

a) 1010101010 b) 10101111010 c) 1001111010 d) 101111010

Convierte los siguientes enteros en notación hexadecimal a notación binaria:

a) ACDC b) BECA c) BACA d) FABE

Solución.

a) 682 b) 1402 c) 634 d) 378

a) 2AA b) 57A c) 27A d) 17A

a) 1010110011011100 b) 1011111011001010 c) 1011101011001010 d) 1111101010111110
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PROBLEMA 53:

Utilizar aritmética modular para calcular los restos de dividir 38 por 13 y 214 por 19.

Solución.

Primer caso:

sabemos, por ejemplo, que 33 = 27 ≡ 1 (mód 13) y además que 38 = (33)2 · 32. Por tanto

38 ≡ 1 · 32 (mód 13) ≡ 9 (mód 13).

Así que el resto es 9.

Segundo caso:

En este caso podemos usar, por ejemplo, la siguiente propiedad: 24 = 16 ≡ −3 (mód 19). Aun-
que podríamos usar cualquier otra que nos permita cierta simpli�cación.

Como 14 = 4 × +2 podemos rescribir 214 = (24)3 × 22 ≡ (−3)3 × 22 (mód 19), que es igual a
−27× 4 = −108 ≡ −13 (mód 19) ≡ 6 (mód 19).

Así que el resto pedido es 6.

PROBLEMA 54:

Usa el algoritmo de Euclides para calcular:

mcd(111, 201), mcd(12345, 54321), mcd(1529, 14039), mcd(9888, 6060)

Soluciones: 3, 3, 139, 12

PROBLEMA 55:

Calcular mcd(36, 24, 54, 27)
Pista: Calcular el mcd de los dos primeros, luego el mcd de lo obtenido y el tercero y así suce-
sivamente.

Solución: 3

PROBLEMA 56:

Simpli�ca las expresiones:

a) 4x ≡ 5 (mód 9), b) 13x ≡ 14 (mód 19)

Soluciones: a) x ≡ 8 (mód 9), b) x ≡ 4 (mód 19)

PROBLEMA 57:

Expresar 15 como combinación lineal de 321 y 433. Hacer lo mismo con 4 como combinación
lineal de 92 y 84

Solución: 15 = 433× 3− 321× 4 y 4 = −10× 92 + 11× 84

PROBLEMA 58:
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Revolver la ecuación diofántica lineal: 37x− 107y = 25

Solución: x = −8 + 107k y y = −3 + 37k.

PROBLEMA 59:

Convierte los siguiente enteros en base binaria a base decimal

a) 11111 b) 101010101 c) 1000000001 d) 110100100010000

Soluciones: 31, 341 ,513, 26896

PROBLEMA 60:

Convierte los siguientes enteros en notación hexadecinal a notación binaria:

a) 80E b) 135AB c) ABBA d) ABCDEF

Soluciones: 100000001110, 10011010110101011, 101010111011, 101010111100110111101111

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



PROBLEMA 61:Considérese el grafo G siguiente:

fb6 44 g2 64 
a1 642 d 56 e6i15622 h
j1 56

6
(a) ¾Es G un grafo simple? ¾Es plano? ¾Es bipartito? ¾Es ompleto? ¾Es regular? ¾Es onexo?(b) Hallar el número de regiones, vérties y aristas del grafo dual G⋆.() ¾Es G Euleriano? Hallar un amino o iruito euleriano si es posible.(d) Hallar un árbol A generador mínimo de G y el peso total de diho árbol.Soluión.a) No es un grafo simple, porque hay tres aristas entre los vérties h y g. Es plano, ya quesu representaión grá�a no tiene aristas que se ruen. No es bipartito porque tiene ilosde longitud tres (por ejemplo, (f, g, b, f). No es ompleto porque no todos sus vérties estánonetados entre sí (por ejemplo, los vérties a y f no son adyaentes). No es regular porqueno todos los vérties tiene el mismo grado (por ejemplo, el grado de a es 2 y el de d, 4). Esonexo, porque dado ualquier par de vérties, existe un amino elemental que los une.b) Al ser G plano, podemos de�nir su dual G⋆. El número de vérties, aristas y regiones delgrafo original puede ser ontado diretamente de la �gura

|V | = 10 , |E| = 21 , R = 13 .Estas antidades satisfaen la euaión de Euler: |V | − |E| + R = 10 − 21 + 13 = 2. Lasorrespondientes antidades para el grafo dual son
|V ⋆| = R = 13 , |E⋆| = |E| = 21 , R⋆ = |V | = 10 .) No es euleriano porque hay vérties de grado impar (g y h). Sin embargo, es semi-eulerianoya que sólo hay dos vérties on grado impar por lo que admite un amino euleriano que, porejemplo, omienza en g y aaba en h. Este amino se puede obtener mediante la modi�aióndel algoritmo de Fleury: g → c

2
→ d

4
→ c → b → g

4↑
→ f → b → a → e → d → h → e → i

6↑
→

h
6↓
→ i → j → f

4↓
→ g

2↓
→ h

2↑
→ g

6
→ h, donde h

p
→ i signi�a la arista de peso p que une h on

i. Cuando hay dos aristas entre los mismos vérties y on el mismo peso p, esribimos h p↑
→ ipara denotar la que está enima y h

p↓
→ i la que está debajo.
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fb6 44 g2 64 
a1 642 d 56 e6i15622 h
j1 56

6
d) Un árbol de peso mínimo lo obtenemos por ejemplo usando el algoritmo de Kruskal. Elresultado A = (V, F ) lo podemos esribir dando el onjunto F de las aristas del árbol

F = {{a, b}, {e, h}, {f, j}, {b, g}, {c, d}2, {g, h}2, {b, c}, {f, g}4, {i, j}} ,donde, por ejemplo, {g, h}2 signi�a que tomamos una de las aristas de peso ω = 2 (si hubiesevarias) entre los vérties g y h. Hay |F | = 9 aristas, omo es de esperar (|F | = |V |−1). El pesototal de este árbol es
ω =

∑

i∈F

ωi = 3 · 1 + 3 · 2 + 2 · 4 + 1 · 5 = 22 .Nótese que en este aso no hay un únio árbol reubridor de peso mínimo.

fb6 44 g2 64 
a1 642 d 56 e6i15622 h
j1 56
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PROBLEMA 62:Considérese el grafo ponderado de la �gura y ontéstese a las siguientes preguntas:
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1. Calular el árbol reubridor de peso mínimo sobre diho grafo y dar su peso.2. Deir si el grafo es euleriano o semi-euleriano y por qué. En aso de que alguna delas respuestas sea a�rmativa, enontrar el orrespondiente reorrido euleriano o semi-euleriano.3. Deir si es regular, bipartito y ompleto y por qué.

a 
b d

zs
78 5 141016 1113 617

Soluión.1) El árbol generador de peso mínimo está formado por las aristas {s,b}, {b,d}, {d,z}, {z,a}, y{b,} y pesa 37 unidades.

a 
b d

zs
78 5 141016 1113 617

2) Puesto que hay más de dos vérties on grado impar el grafo no es ni euleriano ni semi-euleriano.3) El grafo no es regular ya que hay vérties on grados distintos. No es ompleto porque hayvérties que no son adyaentes. Tampoo es bipartito ya que ontiene ilos de longitud tres,por ejemplo, (s,d,b,s).PROBLEMA 63:Sea el grafo G = (V,E) de�nido por la siguiente matriz de adyaenia
AG =

























0 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0

























.
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1. ¾Es bipartito? ¾Es planar?2. Enontrar, si es posible, un árbol generador.3. ¾Es G semi-euleriano? ¾Cuál es el número mínimo de aristas que neesitamos añadir a Gpara que sea euleriano?Soluión.1) Si nombramos los vérties 1, 2, 3, . . . , 8 según el orden en la matriz de adyaenia, unarepresentaión grá�a de G es
74

1

8

6

3

5

2

G no es bipartito porque ontiene ilos de longitud impar: por ejemplo, (2, 7, 5, 2). Es pla-nar porque se puede representar en el plano sin que se ruen las aristas: la arista {3, 4} sepuede llevar por fuera del vértie 1, mientras que la arista {3, 8} se puede llevar entre las dosomponentes onexas de G.2) No existe un árbol generador de G porque G no es onexo: tiene dos omponentes onexas
G = G1 ∪G2 on V1 = {1, 3, 4, 6, 8} y V2 = {2, 5, 7}.3) G no es semi-euleriano porque no es onexo (para que un grafo sea euleriano no basta onque todos sus vérties tengan grado par). Los vérties de grado impar son {1, 4, 6, 8} y todosellos perteneen a la omponente onexa G1.Para onseguir un grafo euleriano a partir de G neesitamos en primer lugar unir las dosomponentes onexas de G. Para ello debemos añadir una arista que onete uno de los vértiesde V2 = {2, 5, 7} (por ejemplo, el 2) on un vértie de V1 = {1, 3, 4, 6, 8} on grado impar (porejemplo, el 1). El nuevo grafo obtenido de esta forma es onexo y tiene uatro vérties de gradoimpar: {2, 4, 6, 8}. En segundo lugar es neesario añadir dos aristas más en las que uno de susextremos sea un vértie de grado impar y sin repetir ninguno (por ejemplo, las aristas {2, 8}y {4, 6}). Ahora todos los vérties tienen grado par y el grafo es euleriano. En de�nitiva, elnúmero mínimo de aristas adiionales que es neesario añadir es tres.PROBLEMA 64:Sea el grafo de la �gura de más adelante.(a) ¾Es diho un grafo simple? ¾Es plano? ¾Es bipartito? ¾Es ompleto? ¾Es regular? ¾Esonexo? Justi�a las respuestas.(b) ¾Es Euleriano? Hallar un amino o iruito euleriano si es posible (omo los vérties estánetiquetados dar la seuenia de los mismos que de�nen el amino o iruito si existe).() Hallar un árbol generador de peso mínimo y el peso total de diho árbol sobre el grafo.
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Soluión.a) Es un grafo simple, pues solamenten una arista una dos vérties. Es plano, pues se puederepresentar sin que las aristas se ruen. No es bipartido, pues hay ilos de longitud 3. No esompleto, pues no todos los vérties están unidos on todos. No es regular, ya que no todos losvérties tienen el mismo grado. Es onexo ya que sólo tiene una omponente onexa.b) Sí es euleriano, ya que el grado de todos los verties es par. Un posible amino obtenible porFleury sería:
{a, b, e, f, b, c, f, g, c, d, g, i, h, e, a}) Un árbol reubridor de peso mínimo obtenible por Kruskal sería:

{(ih), (he), (ea), (ab), (bf), (fc), (cg), (gd)}El peso de este árbol, o de ualquier otro árbol reubridor de peso mínimo sobre el grafo, es 21.PROBLEMA 65:Sea el grafo de la �gura de más adelante.(a) ¾Es diho un grafo simple? ¾Es plano? ¾Es bipartito? ¾Es ompleto? ¾Es regular? ¾Esonexo? Justi�a las respuestas.
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(b) ¾Es Euleriano? Hallar un amino o iruito euleriano si es posible (omo los vérties estánetiquetados dar la seuenia de los mismos que de�nen el amino o iruito si existe).() Hallar un árbol generador de peso mínimo de y el peso total de diho árbol sobre el grafo.

Soluión.a) Es un grafo simple, pues solamenten una arista una dos vérties. Es plano, pues se puederepresentar sin que las aristas se ruen. No es bipartido, pues hay ilos de longitud 3. No esompleto, pues no todos los vérties están unidos on todos. No es regular, ya que no todos losvérties tienen el mismo grado. Es onexo ya que sólo tiene una omponente onexa.b) Sí es Euleriano, ya que el grado de todos sus vérties es par. Un posible amino que se puedeobtener por Fleury sería:
{a, b, e, f, b, c, f, c, g, d, c, g, h, e, a}) Usando Kruskal es posible obtener un árbol reubridor de peso mínimo omo este:

{(gh), (he), (ea), (ab), (bf), (fc), (cd)}El peso de este árbol, o de ualquier otro árbol reubridor de peso mínimo sobre el grafo, es 18.PROBLEMA 66:Sea el grafo de la �gura de más adelante.(a) ¾Es diho un grafo simple? ¾Es plano? ¾Es bipartito? ¾Es ompleto? ¾Es regular? ¾Esonexo? Justi�a las respuestas.(b) ¾Es Euleriano? Hallar un amino o iruito euleriano si es posible (omo los vérties estánetiquetados dar la seuenia de los mismos que de�nen el amino o iruito si existe).() Hallar un árbol generador de peso mínimo y el peso total de diho árbol sobre el grafo.
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Soluión.a) No es un grafo simple, es un multigrafo, pues a vees dos vérties son unidos por más de unaarista. Es plano, pues se puede representar sin que las aristas se ruen. No es bipartido, pueshay ilos de longitud 3. No es ompleto, pues no todos los vérties están unidos on todos. Noes regular, ya que no todos los vérties tienen el mismo grado. Es onexo ya que sólo tiene unaomponente onexa.b) Sí es Euleriano ya que el grado de todos sus vérties es par. Un posible amino que se puedeobtener por Fleury sería:
{a, c, b, f, (1)c, (3)f, g, c, d, g, h, (5)d, (6)h, e, d, a}d)Usando Kruskal se puede obtener un árbol reubridor omo el siguiente:

{(bf), (f1c), (fg), (ca), (ad), (d5h), (de)}El peso de este árbol, o de ualquier otro árbol reubridor de peso mínimo sobre el grafo, es 19.PROBLEMA 67:Sea la gramátia G = {V, T, S, P}, donde V = {a, b, A, A,B, S}, T = {a, b}, S es el símboloiniial y P = {S ::= ABa,A ::= BB,B ::= ab, AB ::= b}. ¾Se deriva la adena BBBa de
ABa?, ¾ómo?, ¾y ba?Soluión.Efetivamente la adena BBBa se deriva diretamente de ABa en diha gramátia, puesto que
A ::= BB es una produión de diha gramátia. La adena ba se deriva de ABa, puesto que
ABa ⇒ ba usando la produión AB ::= b.PROBLEMA 68:Sea la gramátia on voabulario V = {S, A, a, b}, onjunto terminales T = {a, b}, símboloiniial S y las produiones P = {S ::= aaA, S ::= Ab, A ::= aaa}. ¾Cuál es el lenguaje L(G)generado por esta gramátia?Soluión. A partir del estado iniial S, se puede derivar aaA utilizando la produión S ::=

aaA. De aaA, mediante la produión A ::= aaa se deriva aaaaa. También se puede usar la
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produión S ::= Ab para derivar Ab y a partir de aquí obtener aaab.Puesto que no puedederivarse ninguna otra palabra utilizando las produiones, se tiene que L(G) = {aaab, aaaaa}PROBLEMA 69:Determina si la palabra bab pertenee o no al lenguaje generado por la gramátiaG = {V, T, S, P},donde V = {a, b, c, A,B, C, S}, el subonjunto terminal es T = {a, b, c}, S es el símbolo iniialy las produiones S ::= AB, A ::= Ca, B ::= Ba, B ::= Cb, B ::= b, C ::= cb y C ::= b.Soluión. Hay dos maneras de soluionar este problema. La primera utilizando una estrategiade análisis desendente y otra on un análisis asendente. Utilizando la primera podemos partirdel símbolo iniial y utilizar las produiones hasta llegar a bab. De este modo S ⇒ AB y usarla produión A ::= Ca para obtener S ⇒ AB ⇒ CaB. Luego usando B ::= b llegamos a
CaB ⇒ Cab �nalmente usando C ::= b llgeamos a Cab ⇒ bab. Por tanto bab sí pertenee allenguaje.PROBLEMA 70:A) Sea la gramátia G = {V, T, S, P} en donde V = {0, 1, S}, T = {0, 1} y S es el símboloiniial. Las produiones son S ::= 0S1 y S ::= λ. La gramátia que genera será C = {0n1n|n =
0, 1, 2, ...} en donde hemos empleado la notaión de tal modo que C es el onjunto de adenasdel tipo 000..,111... en donde hay n eros seguidos de n unos.Construye una derivaión (seuenia) que partiendo del elemento iniial llegue hasta 0313 (treseros seguidos de tres unos) utilizando la gramátia anterior.B) Sean la gramátia G = {V, T, S, P} en donde V = {0, 1, 2, S, A,B}, T = {0, 1, 2} y S es elsímbolo iniial. Las produiones son S ::= 0SAB, S ::= λ, BA ::= AB, 0A ::= 01, 1A ::= 11,
1B ::= 12 y 2B ::= 22. Se puede demostrar que el onjunto generado es C = {0n1n2n|n =
0, 1, 2, . . . }Construye una derivaión (seuenia) que partiendo el elemento iniial llegue a 021222 utilizandola gramátia anterior. Pista: la seuenia pedida puede empezar así

S0SAB ⇒ 00SABAB ⇒ 00ABAB ⇒ 00AABB . . .Soluión.A) S ⇒ 0S1 ⇒ 00S11 ⇒ 000S111 ⇒ 000111B) S ⇒ 0SAB ⇒ 00SABAB ⇒ 00ABAB ⇒ 00AABB ⇒ 001ABB ⇒ 0011BB ⇒
00112B ⇒ 001122PROBLEMA 71:Contruye una derivaión de 0214 on estas dos gramátias distintas.La primera Ga = {V, T, S, P} en donde V = {S, 0, 1}, T = {0, 1} y S es el símbolo iniial. Lasproduiones son S ::= 0S, S ::= S1 y S ::= λ.La segunda Gb = {V, T, S, P} en donde V = {S,A, 0, 1}, T = {0, 1} y S es el símbolo iniial.Las produiones son S ::= 0S, S ::= 1A, S ::= 1, A ::= 1A, A ::= 1 y S ::= λ.Soluión. Para la primera gramátia podemos onstruir esta derivaión:
S ⇒ 0S ⇒ 00S ⇒ 00S1 ⇒ 00S11 ⇒ 00S111 ⇒ 00S111 ⇒ 00S1111 ⇒ 001111
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Para la segunda gramátia podemos onstruir esta derivaión:
S ⇒ 0S ⇒ 00S ⇒ 001A ⇒ 0011A ⇒ 00111A ⇒ 001111PROBLEMA 72:Las tablas de transiión y de salida de una máquina seuenial o máquina de estado �nito sonlas siguientes:
f Entrada

Estado 0 1
s0 s1 s0
s1 s3 s0
s2 s1 s2
s3 s2 s1

g Entrada

Estado 0 1
s0 1 0
s1 1 1
s2 0 1
s3 0 0De las que se puede deduir el siguiente diagrama de estados:

Hallar la adena de salida generada por la máquina de estado �nito del ejeriio anterior si laadena de entrada es 11011011.Soluión.00110110Los suesivos estados on sus salidas son:
Entrada 1 1 0 1 1 0 1 1 −
Estado s0 s0 s0 s1 s0 s0 s1 s0 s0
Salida 0 0 1 1 0 1 1 0 −PROBLEMA 73:Las tablas de transiión y de salida de una máquina de estado �nito son las siguientes:

f Entrada

Estado 0 1
s0 s1 s3
s1 s1 s2
s2 s3 s4
s3 s1 s0
s4 s3 s4

g Entrada

Estado 0 1
s0 1 0
s1 1 1
s2 0 0
s3 0 0
s4 0 0
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De las que se puede deduir el siguiente diagrama de estados:

Hallar la adena de salida generada por la máquina de estado �nito del ejeriio anterior si laadena de entrada es 11011011Soluión.Los suesivos estados on sus salidas son:
Entrada 1 1 0 1 1 0 1 1 −
Estado s0 s3 s0 s1 s2 s4 s3 s0 s3
Salida 0 0 1 1 0 0 0 0 −PROBLEMA 74:Hállese el diagrama de estados para una máquina de estado �nito uyas tablas de transiión yde salida son las siguientes:

f Entrada

Estado 0 1
s0 s1 s0
s1 s2 s0
s2 s0 s3
s3 s1 s2

g Entrada

Estado 0 1
s0 0 0
s1 1 1
s2 0 1
s3 1 0Soluión.
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PROBLEMA 75:Hállese el diagrama de estados para una máquina de estado �nito uyas tablas de transiión yde salida son las siguientes:
f Entrada

Estado 0 1
s0 s0 s4
s1 s0 s3
s2 s0 s2
s3 s1 s1
s4 s1 s0

g Entrada

Estado 0 1
s0 1 1
s1 0 1
s2 0 0
s3 1 1
s4 1 0Soluión.

PROBLEMA 76:Sea la gramátia G = {V, T, S, P}, donde V = {a, b, A, A,B, S}, T = {a, b}, S es el símboloiniial y P = {S ::= ABa,A ::= BB,B ::= ab, AB ::= b}. ¾Se deriva la adena Aaba de ABa?,¾ómo?, ¾y la adena abababa?Soluión.Efetivamente la adena Aaba se deriva diretamente de ABa en diha gramátia, puesto que
B ::= ab es una produión de diha gramátia. La adena abababa se deriva de ABa, puesto que
ABa ⇒ Aaba ⇒ BBaba ⇒ Bababa ⇒ bababa usando las produiones B ::= ab, A ::= BB,
B ::= ab y B ::= ab suesivamente.PROBLEMA 77:Sea la gramátia on voabulario V = {S, A, a, b}, onjunto terminales T = {a, b}, símboloiniial S y las produiones P = {S ::= aA, S ::= b, A ::= aa}. ¾Cuál es el lenguaje L(G)generado por esta gramátia?Soluión.A partir del estado iniial S, se puede derivar aA utilizando la produión S ::= aA. Tambiénse puede usar la produión S ::= b para derivar b. De aA, mediante la produión A ::= aa sederiva aaa. Puesto que no puede derivarse ninguna otra palabra utilizando las produiones, setiene que L(G) = {b, aaa}
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PROBLEMA 78:Determina si la palabra cbab pertenee o no al lenguaje generado por la gramátia G =
{V, T, S, P}, donde V = {a, b, c, A,B, C, S}, el subonjunto terminal es T = {a, b, c}, S esel símbolo iniial y las produiones S ::= AB, A ::= Ca, B ::= Ba, B ::= Cb, B ::= b,
C ::= cb y C ::= b.Soluión.Hay dos maneras de soluionar este problema. La primera utilizando una estrategia de análisisdesendente y otra on un análisis asendente. Utilizando la primera podemos partir del símboloiniial y utilizar las produiones hasta llegar a cbab. De este modo S ⇒ AB y usar la produión
A ::= Ca para obtener S ⇒ AB ⇒ CaB ⇒ cbaB. Puesto que cbab omienza por cb utilizamos laproduión C ::= cb. Esto da lugar a A ::= Ca para obtener S ⇒ AB ⇒ CaB ⇒ cbaB ⇒ cbab.También se podría haber partido de cbab y usar produiones en hasta llegar a S (análisisasendente).PROBLEMA 79:Determina si las palabras de la lista de abajo perteneen o no al lenguaje generado por lagramátia G = {V, T, S, P}, donde V = {a, b, c, A,B, C, S}, el subonjunto terminal es T =
{a, b, c}, S es el símbolo iniial y las produiones S ::= AB, A ::= Ca, B ::= Ba, B ::= Cb,
B ::= b, C ::= cb y C ::= b.

a) baba b) abab c) cbaba d) bbbcbaSoluión.Sí, No, Sí, No.PROBLEMA 80:¾Qué onjunto genera la gramátia G = {V, T, S, P} en donde V = {0, 1, S}, T = {0, 1} y S esel símbolo iniial? Las produiones son S ::= 0S1 y S ::= λ.Notaión: Podemos denotar un onjunto C = {0n1n|n = 0, 1, 2, ...} omo el onjunto de adenasdel tipo 000..,111... en donde hay n eros seguidos de n unos.Soluión.Será preisamente C = {0n1n|n = 0, 1, 2, ...}PROBLEMA 81:¾Qué onjunto genera la gramátia G = {V, T, S, P} en donde V = {0, 1, S}, T = {0, 1} y S esel símbolo iniial? Las produiones son S ::= 0S, S ::= S1 y S ::= λ.Soluión.El onjunto pedido es {0m1n| m y n enteros no negativos}PROBLEMA 82:¾Qué onjunto genera la gramátia G = {V, T, S, P} en donde V = {0, A, 1, S}, T = {0, 1} y
S es el símbolo iniial? Las produiones son S ::= 0S, S ::= 1 S ::= 1, A ::= 1A, A ::= 1, y
S ::= λ.
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Soluión.El onjunto pedido es {0m1n| m y n enteros no negativos}PROBLEMA 83:deir si la gramátiaG = {V, T, S, P} en donde V = {S,A,B, a, b}, T = {a, b} es una gramátiade tipo 0, pero no de tipo 1; de tipo 1, pero no de tipo 2, o una gramátia de tipo 2 pero no detipo 3, et, si P, el onjunto de produiones, es:
a) S ::= aAB, A ::= Bb, B ::= λ

b) S ::= aA, A ::= a, A ::= b

c) S ::= ABa, AB ::= a

d) S ::= ABA, A ::= aB, B ::= ab

e) S ::= bA, A ::= B, B ::= aSoluión.a) de tipo 2 pero no de tipo 3.b) de tipo 3.) de tipo 0, pero no de tipo 1.d) de tipo 2, pero no de tipo 3.e) de tipo 2.PROBLEMA 84:Las tablas de transiión y de salida de una máquina de estado �nito son las siguientes:
f Entrada

Estado 0 1
s0 s1 s0
s1 s3 s0
s2 s1 s2
s3 s2 s1

g Entrada

Estado 0 1
s0 1 0
s1 1 1
s2 0 1
s3 0 0De las que se puede deduir el siguiente diagrama de estados:

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Hállese el diagrama de estados para una máquina de estado �nito uyas tablas son:
f Entrada

Estado 0 1
s0 s1 s3
s1 s1 s2
s2 s3 s4
s3 s1 s0
s4 s3 s4

g Entrada

Estado 0 1
s0 1 0
s1 1 1
s2 0 0
s3 0 0
s4 0 0Soluión.

PROBLEMA 85:Hallar la adena de salida generada por la máquina de estado �nito del ejeriio anterior si laadena de entrada es 101011Soluión.001000Los suesivos estados on sus salidas son:
Entrada 1 0 1 0 1 1 −
Estado s0 s3 s1 s2 s3 s0 s3
Salida 0 0 1 0 0 0 −
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