
Solu
iones a los ejer
i
iosPROBLEMA 1:Sea A = {x ∈ Z : x2 < 16}. De
idir la vera
idad o falsedad de las siguientes a�rma
iones:1. {0, 1, 2, 3} ⊂ A2. {3, 1} ∈ A3. {x ∈ Z : |x| < 4} ⊂ A4. ∅ ⊂ A5. 3 ∈ A6. {3} ∈ A7. A ⊂ {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}8. A = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}Solu
ión. : V, F, V, V, V, F, F, V.PROBLEMA 2:Si A ∩ B = A ∩ C, ¾tiene que ser B = C? Si A ∪ B = A ∪ C, ¾tiene que ser B = C?Solu
ión. La respuesta en negativa en ambos 
asos. Se puede ver muy fá
ilmente 
on diagra-mas de Venn.PROBLEMA 3:Utilizando diagramas de Venn 
omprobar que
(A△C) ⊆ (A△B) ∪ (B△C),donde △ denota la diferen
ia simétri
a A△B = (A \ B) ∪ (B \ A), y siendo A \ B = A − B.¾Es en general una igualdad esa rela
ión de 
ontenido?Solu
ión. La rela
ión de 
ontenido no es en general una igualdad, 
omo se desprende fá
il-mente de los diagramas.
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PROBLEMA 4:Elegir la op
ión verdadera de las siguientes a�rma
iones:1. ∅ ⊂ {0}2. 0 ∈ ∅3. ∅ ∈ 04. 0 ⊂ ∅Solu
ión. La primera. El 
onjunto va
ío está 
ontenido dentro del 
onjunto que 
ontiene alelemento 0.PROBLEMA 5:Usando diagramas de Venn en
ontrar 
uál de las siguientes a�rma
iones entre los 
onjuntos Ay B es falsa:1. A ∩B = A ∪B2. A = A3. A ∪ (A ∩ B) = A4. A ∩ (A ∪ B) = ASolu
ión.La primera.Otra forma sen
illa de demostrar la falsedad de una a�rma
ión es dar un 
ontraejemplo:Sean A = {1, 4}, B = {2, 4, 5, 6}, U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Enton
es:
A ∩B = {4} Pero
A ∪B = {1, 4} ∪ {2, 3, 4, 5} = {2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ∪ {1, 6, 7, 8, 9, 10} = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.Por tanto en general A ∩B 6= A ∪ B.PROBLEMA 6:Usando diagramas de Venn en
ontrar 
uál de las siguientes a�rma
iones entre los 
onjuntos Ay B es falsa:1. A ∪ (B \ A) = A ∩B2. A ∪ (B \ A) = A ∪B3. A \B = A ∩ B4. (A ∩B) ∪ (A ∩ B) = A
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Solu
ión.La primera.Otra forma sen
illa de demostrar la falsedad de una a�rma
ión es dar un 
ontraejemplo:Sean A = {1, 4}, B = {2, 4, 5, 6}, U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.Enton
es A ∩ B = {4}.Por otro lado B \ A = {2, 5, 6}, así que A ∪ (B \ A) = {1, 2, 4, 5, 6} 6= {4} = A ∩ B
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PROBLEMA 7:Simpli�
ar la siguiente expresión:
(A ∪ B) ∪ (A ∪B)Solu
ión.Teniendo en 
uenta la ley de Morgan: A ∪ B = A ∩ B podemos rees
ribir la expresión delsiguiente modo: (A ∩ B) ∪ (A ∪ B) y apli
ando lo mismo a la segunda parte de la expresióntenemos (A∩B)∪ (A∩B) y teniendo en 
uenta la propiedad distributiva ((A∩B)∪A)∩ (A∩

B ∩B) = A ∩A = A, pues B ∩ B = ∅.PROBLEMA 8:Demostrar que se veri�
an las siguientes igualdades:1. A ∪ (A ∩ B) = A ∩ (A ∪ B) = A2. (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C)3. (A△B)△C = A△ (B△C)4. A \B = A△ (A ∩ B)Solu
ión.1. (Obvia)2. Es obvia, basta usar unos digramas de Venn.3. Propiedad aso
iativa de la diferen
ia simétri
a.4. Si tenemos en 
uenta que A△C = A ∪ C \ A ∩ C y asumimos que C = A ∩ B enton
esla segunda parte de la igualdad será A ∪ (A ∩B) \ A ∩ (A ∩ B) y por tanto A \B.PROBLEMA 9:Simpli�
ar la expresión:
([(A ∪ B) ∩ C] ∪B)Solu
ión.Usando la ley de Morgan obtenemos [[(A∪B)∩C]∩B] que es igual a (A∪B)∩B ∩C, y 
omolos tres primeros miembros son B el resultado pedido es B ∩ C.PROBLEMA 10:1. ¾Cuál de los siguiente 
onjuntos es P(A) para algún 
onjunto A?

∅, {∅, a}, {∅, {a}}, {∅, {a}, {∅, a}}, {∅, {a}, {b}, {a, b}}
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2. Determinar el 
ardinal de los siguientes 
onjuntos:
A = P({a, b, {a, b}}), B = P({∅, a, {a}, {{a}}}), P(P(∅))Solu
ión.1. La ter
era y última expresión.2. 8, 16 y 2 respe
tivamente.PROBLEMA 11:Si |A| = 55, |B| = 40, |C| = 80, |A∩B| = 20, |A∩B ∩C| = 17, |B ∩C| = 24 y |A∪C| = 100,hallar1. |A ∩ C|2. |C \B|3. |(B ∩ C) \ (A ∩B ∩ C)|.Solu
ión.1. Como |A ∪ C| = |A|+ |C| − |A ∩ C| enton
es 100 = 55 + 80− |A ∩ C|2. 80− 24 = 56.3. 24− 17 = 7.PROBLEMA 12:Un biólogo trabaja 
on 66 espe
ies de plantas, de las 
uales 29, 41 y 25 viven en e
osistemas detipo A, B y C respe
tivamente. Sabiendo que 16 pueden vivir tanto en e
osistemas A 
omo B,

8 en e
osistemas A y C, y 7 en e
osistemas B y C, obtener el número de espe
ies que puedenestar presentes en los tres e
osistemas. Cal
ular también el número de espe
ies que pueden viviren e
osistemas de tipo A y B pero que no pueden vivir en los de tipo C.Solu
ión. Vamos a e
har mano del prin
ipio de in
lusión ex
lusión para tres 
onjuntos:
|A ∪ B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩ B ∩ C|En este 
aso tendremos podemos tradu
irlos a números según el enun
iado de la siguientemanera:

66 = 29 + 41 + 25− 16− 8 − 7 + |A ∩B ∩ C|. Despejado |A ∩ B ∩ C| que es lo que nos pidensale 2Sobre el número de espe
ies que pueden vivir en e
osistemas de tipo A y B pero que no puedenvivir en los de tipo C se puede dedu
ir fá
ilmente que son 14, es de
ir 16− 2.PROBLEMA 13:Sea la fun
ión f(x) = ⌈x⌉ la �fun
ión parte entera por arriba� (fun
ión te
ho) y f(x) = ⌊x⌋la fun
ión �parte entera por abajo� (fun
ión suelo). Así por ejemplo ⌈1,1⌉ = 2 y ⌊0,3⌋ = 0.Enton
es 
al
ular:
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a) ⌈3/4⌉b) ⌊7/8⌋
) ⌈−3/4⌉d) ⌊−7/8⌋Solu
ión.a) 1 b) 0 
) 0 d) -1PROBLEMA 14:1. Usar la propiedad ⌈x+ n⌉ = ⌈x⌉ + n para 
al
ular ⌈3,01⌉2. Demostrar la falsedad o ver
idad de la expresión: ⌈x+ y⌉ = ⌈x⌉ + ⌈y⌉Solu
ión.1. ⌈3,01⌉ = ⌈0,01 + 3⌉ = ⌈0,01⌉+ 3 = 1 + 3 = 42. La expresión ⌈x + y⌉ = ⌈x⌉ + ⌈y⌉ es falsa. Basta un 
ontraejemplo para demostralo
⌈1/2 + 1/2⌉ = 1, pero ⌈1/2⌉+ ⌈1/2⌉ = 1 + 1 = 2PROBLEMA 15:Determinar si las siguientes fun
iones son biye

iones:a) f(x) = 2x+ 2b) f(x) = x2 − 1
) f(x) = x3d) f(x) = (x2 + 1)/(x2 + 2)Solu
ión.Sí, No, Sí, No.PROBLEMA 16:En un grupo de 15 personas hay 7 que tienen na
ionalidad fran
esa, 8 que tienen na
ionali-dad británi
a y otros 8 que tienen na
ionalidad española. Además hay 2 que son británi
os yespañoles a la vez, 4 que son españoles y fran
eses simultáneamente y 3 que tienen la doblena
ionalidad británi
a y fran
esa. ¾Cuántos tienen triple na
ionalidad?Solu
ión.Por el prin
ipio de in
lusión ex
lusión es fá
il ver que sólo hay uno.

|(E ∩ B ∩ F )| = 15− 7− 8− 8 + 2 + 4 + 3 = 1PROBLEMA 17:En un grupo de 12 estudiantes hay 7 matri
ulados en Matemáti
a Dis
reta, 9 que están matri-
ulados en Álgebra y 10 en Estadísti
a. Además se sabe que hay 3 que están matri
ulados en
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las tres a la vez, en Álgebra y Estadísti
a hay hay 8, y 5 que lo están en Estadísti
a y Dis
retasimultáneamente. ¾Cuántos están matri
ulados en Álgebra y Dis
reta?Solu
ión. Por el prin
ipio de in
lusión ex
lusión es fá
il ver que sólo hay uno.
|(E ∩ A ∩D)| = 3 = 12− 9− 10− 7 + 8 + 5 + |A ∩D| y despejando obtenemos |A ∩D| = 4PROBLEMA 18:Sea el 
onjunto A = {2, 3, 4, 6, 12, 15, 24, 90, 180, 360} y la rela
ión de divisibilidad

aRb ⇐⇒ a | b .Teniendo en 
uenta que el digrama de Hasse del 
onjunto ordenado (A, | ) que se muestra en la�gura.(a) En
ontrar (si existen) los elementos maximales, minimales, máximo y mínimo de A.(b) Dado el sub
onjunto B = {2, 3, 4, 6, 12}, en
ontrar (si existen) los 
onjuntos mayorante yminorante y el supremo e ín�mo de B.

2 34 6 1512 9024 180360
B

Figura 1: El diagrama de Hasse aso
iado al problema.Solu
ión.a) El úni
o elemento maximal de A es 360, luego, al tratarse de un 
onjunto �nito, máx(A) =
360. Los elementos minimales de A son {2, 3} y por tanto no existe mı́n(A).b) El 
onjunto mayorante de B es mayor(B) = {12, 24, 180, 360}, luego sup(B) = 12. El
onjunto minorante de B es minor(B) = ∅, luego no existe ı́nf(B).PROBLEMA 19:Considérese la rela
ión de orden par
ial � de�nida en el 
onjunto D de los divisores positivosde 84, ex
luyendo el 1, mediante

a � b ⇔ a divide a b .
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1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden par
ial (D,�).2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, así 
omo el máximo y mínimo de
(D,�).3. Dar, si existen, el 
onjunto de 
otas superiores, 
otas inferiores, supremo e ín�mo en
(D,�) del 
onjunto B = {2, 3, 6, 28} ⊂ D.Solu
ión.1) Es trivial enumerar los elementos que forman parte del 
onjunto D. En 
on
reto

D = {2, 3, 7, 4, 6, 14, 21, 12, 28, 42, 84} .El diagrama de Hasse aso
iado al 
onjunto par
ialmente ordenado (D,�) es

2 3 7
4 6 14 21

12 28
84

42

2) Trivialmente 84 es maximal y máximo; 2, 3, 7 son minimales y no hay mínimo.3) El 
onjunto de las 
otas superiores de B es {84} por lo que 84 es el supremo. El 
onjuntode las 
otas inferiores de B es va
ío por lo que no hay ín�mo.PROBLEMA 20:Considérese la rela
ión de orden par
ial � de�nida en el 
onjunto D de los divisores positivosde 36 , ex
luyendo el 1, mediante
a � b ⇔ a divide a b .1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden par
ial (D,�).2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, así 
omo el máximo y mínimo de
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Solu
ión.

Maximales: 36. Mimales: 2 y 3. Máximo: 36. No existe mínimo.PROBLEMA 21:Considérese la rela
ión de orden par
ial � de�nida en el 
onjunto D de los divisores positivosde 24 , ex
luyendo el 1, mediante
a � b ⇔ a divide a b .1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden par
ial (D,�).2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, así 
omo el máximo y mínimo de

(D,�).
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Solu
ión.

Maximales: 24. Minimales; 2 y 3. Máximo: 24. No existe mínimo.PROBLEMA 22:Considérese la rela
ión de orden par
ial � de�nida en el 
onjunto D de los divisores positivosde 40 , ex
luyendo el 1, mediante
a � b ⇔ a divide a b .1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden par
ial (D,�).2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, así 
omo el máximo y mínimo de

(D,�).Solu
ión.

Maximales: 40. Minimales 2 y 5. Máximo: 40. No existe mínimo.
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PROBLEMA 23:Sea R la rela
ión en R
3 de�nida 
omo

(a1, a2, a3) R (b1, b2, b3) ⇔ a21 + a22 + a23 = b21 + b22 + b23.Demostrar queR es de equivalen
ia y en
ontrar las 
lases de equivalen
ia y el 
onjunto 
o
iente.Solu
ión.Para demostrar que R es una rela
ión de equivalen
ia hay que demostrar que es re�exiva,simétri
a y transitiva. De�namos la fun
ión f(~x) = f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3, enton
es

~aR~b ⇔ f(~a) = f(a1, a2, a3) = f(b1, b2, b3) = f(~b). Esta observa
ión simpli�
a el razonamien-to: Re�exiva: f(~a) = f(~a), luego ~aR~a.Simétri
a: Si ~aR~b, enton
es f(~a) = f(~b), y por tanto f(~b) = f(~a) ⇒ ~bR~a.Transitiva: Si ~aR~b y ~bR~c, enton
es f(~a) = f(~b) = f(~c). Luego, ~aR~c.Dado un 
ierto ~a ∈ R
3 se tiene que

f(a1, a2, a3) = a21 + a22 + a23 = A2 ≥ 0 .La 
lase de equivalen
ia que 
ontiene al ve
tor ~a estará formada por todos aquellos puntos~b ∈ R
3que satisfagan f(~b) = A2. Resulta enton
es evidente que las 
lases de equivalen
ia vienen dadaspor super�
ies esféri
as en R

3 parametrizadas por el valor de su radio A ≥ 0. Obviamente, lainterse

ión de dos esferas de distinto radio es va
ía. Además, es posible representar 
ada unade las 
lases de equivalen
ia usando el úni
o punto en el que el semi-eje positivo x ≥ 0 
orta ala 
orrespondiente esfera. De este modo, los elementos del 
onjunto 
o
iente son de la forma
[(A, 0, 0)]R = {(a1, a2, a3) ∈ R

3 | a21 + a22 + a23 = A2} .y se tiene que
R

3/R = {[(A, 0, 0)]R | A ∈ R+} .PROBLEMA 24:Sea el 
onjunto V = {x | 1 ≤ x ≤ 20} ⊂ N. Sea el produ
to 
artesiano V × V y sobre élde�nimos la siguiente rela
ión
(x, y)R (a, b) ⇔ x+ b = y + a .1. Demostrar que es una rela
ión de equivalen
ia.2. Cal
ular las 
lases de equivalen
ia. ¾Cuál es la 
lase que tiene mayor número de elementos?¾Cuál es la 
lase que tiene menor número de elementos?3. Cal
ular el 
onjunto 
o
iente (V × V )/R y de
ir su número de elementos.Solu
ión.1) R es una rela
ión de equivalen
ia porque es de la forma (x, y)R(a, b) si y sólo si f(x, y) =

f(a, b) 
on f(x, y) = x−y. La demostra
ión detallada de este punto se en
uentra en el problema1 de este do
umento.
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2) Las 
lases de equivalen
ia son de la forma x−y = 
onstante. La 
onstante etiqueta las 
lasesde equivalen
ia y puede tomar valores entre −19 y 19. Por ejemplo la 
lase de equivalen
ia del
(1, 1) 
orresponde a tomar di
ha 
onstante igual a 
ero y 
ontiene a los elementos

[(1, 1)]R = {(x, x) | 1 ≤ x ≤ 20} .En general podemos es
ribir las 19 · 2 + 1 = 39 
lases de equivalen
ia de la siguiente manera:
[(x, 1)]R = {(x+ a, 1 + a) | 0 ≤ a ≤ 20− x} , 1 ≤ x ≤ 20 ,

[(1, x)]
R

= {(1 + a, x+ a) | 0 ≤ a ≤ 20− x} , 2 ≤ x ≤ 20 .En la segunda línea hemos suprimido el 
aso x = 1, al haberlo tenido en 
uenta en la primeralínea.El número de elementos de 
ada 
lase es
|[(x, 1)]R| = 21− x , 1 ≤ x ≤ 20 ,

|[(1, x)]R| = 21− x , 2 ≤ x ≤ 20 .Luego la 
lase 
on mayor número de elementos será la [(1, 1)]R que tiene 20 elementos. Las
lases 
on menor número de elementos serán [(1, 20)]R y [(20, 1)]R 
on un sólo elemento.3) El 
onjunto 
o
iente (V × V )/R tendrá 39 elementos y será igual a
(V × V )/R = {[(x, 1)]R | 1 ≤ x ≤ 20} ∪ {[(1, x)]R | 2 ≤ x ≤ 20} .PROBLEMA 25:Considera la siguiente rela
ión de�nida en N:

xRy ⇔ ∃ k ∈ Z+ : y = 2kx .(a) Demuestra que (N,R) es un 
onjunto par
ialmente ordenado.(b) Sea X = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 10}. Dibuja el diagrama de Hasse de (X,R).(
) En
uentra, si existen, el máximo, el mínimo, los elementos maximales y minimales y las
otas superiores e inferiores del 
onjunto X ⊂ N.Solu
ión.a) La rela
ión será una rela
ión de orden si es re�exiva, antisimétri
a y transitiva. La re�exividadde R se sigue dire
tamente de la igualdad x = 2kx, valida para k = 0 ∈ Z+.Para demostrar que la rela
ión satisfa
e la propiedad antisimétri
a debemos 
omprobar que sise 
umple que xRy e yRx enton
es ne
esariamente se sigue que x = y. En este punto es 
ru
ialdarse 
uenta de que la antisimetría de la rela
ión es 
onse
uen
ia de que úni
amente estamos
onsiderando enteros no negativos en los exponentes de 2k. Si no fuera así, aun en el 
aso enque x 6= y, dado un k tal que x = 2ky, bastaría tomar −k para tener y = 2−kx.Para demostrar que R satisfa
e la propiedad transitiva debemos demostrar que, si x = 2ℓye y = 2mz, enton
es ne
esariamente x = 2kz para algún k ∈ Z+. Sustituyendo la segundae
ua
ión en la primera tenemos que, en efe
to, x = 2ℓ2mz = 2ℓ+mz = 2kz, 
on k = ℓ+m ∈ Z+.b) El diagrama de Hasse pedido es el siguiente:
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24
8

36 510
) El 
onjunto de los elementos maximales de (X,R) es {8, 6, 10}. Por su parte, {2, 3, 5} es el
onjunto de los elementos minimales. Obviamente no hay ni máximo ni mínimo en (X,R).Finalmente, tanto el 
onjunto de las 
otas inferiores 
omo el de las 
otas superiores de X ⊂ Nson va
íos.PROBLEMA 26:Resolver las siguientes 
uestiones:1. Cal
ular el número de maneras de 
olo
ar en un tablero de ajedrez orientado y 
on 64
asillas las siguientes piezas: un rey, una reina, un 
aballo, una torre y un al�l blan
os yun rey, una torre, un 
aballo y un al�l negros.2. En los alambres que hay entre dos postes de un tendido trifási
o de alta tensión en BodegaBay se distribuyen 99 mirlos indistinguibles. ¾De 
uántas maneras se pueden 
olo
ar enlos tres alambres si no 
onsideramos la distan
ia entre pájaros?3. Si, por el 
ontrario, tenemos en 
uenta la distan
ia entre pájaros y si en 
ada alambresolo hay 200 posi
iones posibles para los pájaros, ¾de 
uántas maneras se pueden 
olo
arlos 99 mirlos?Nota: Los resultados se darán en fun
ión de números 
ombinatorios (a
b

) y/o fa
toriales a!Solu
ión.1) Las piezas de ajedrez son todas distintas entre sí y las 
asillas del ajedrez también sondistintas entre sí (al estar orientado). Por lo tanto debemos 
olo
ar 5 + 4 = 9 piezas distintasen 82 = 64 
asillas distintas. La primera pieza la podemos 
olo
ar de 64 maneras, una vez
olo
ada, podemos 
olo
ar la segunda de 63 maneras distintas, et
. Una vez 
olo
adas las o
hoprimeras piezas, hay 64 − 8 = 56 maneras de 
olo
ar la última pieza. Luego, la solu
ión delproblema es
64 · 63 · 62 · · ·57 · 56 =

64!

55!
= 9993927307714560 .También se podría ha
er de la siguiente manera: hay (

64

9

) maneras de elegir las 9 
asillas ao
upar y, una vez elegidas, hay 9! maneras de 
olo
ar las 9 piezas en ellas. Luego, la solu
iónes (64
9

)

9! = 64!/55!2) Tenemos que distribuir 99 objetos iguales (los mirlos) en 3 
ajas distintas (los alambres).Como en 
ada alambre puede haber 
ualquier número de mirlos (in
luido ninguno), el resultadoes
(

99 + 2

2

)

=

(

101

2

)

= 5050 .
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3) En este 
aso, las posi
iones de los mirlos son distinguibles. De he
ho hay 600 posi
ionesposibles que pueden o
upar los 99 mirlos. Luego habrá
(

600

99

)maneras de 
olo
ar a los 99 mirlos.PROBLEMA 27:Resolver los siguientes problemas:(a) ¾De 
uántas maneras se pueden distribuir diez bolas idénti
as en seis re
ipientes distintos?(b) ¾De 
uántas maneras se pueden distribuir si ningún re
ipiente puede quedar va
ío?(
) ¾De 
uántas maneras se pueden distribuir si el 
uarto re
ipiente 
ontiene un número imparde bolas?Solu
ión.a) Representamos 
ada bola mediante un 
uadrado y 
ada re
ipiente por un par de barras.El enun
iado nos di
e que las bolas son idénti
as; pero los re
ipiente no lo son. Una maneraposible de ha
er el reparto es la siguiente:
| 2 2 2 | 2 2 2 | | 2 2 2 2 | | |Los restantes repartos se obtienen reordenando los objetos que apare
en en la representa
iónanterior. En 
on
reto, 
ontamos 
on siete barras; pero las dos de los extremos no las podemosmover, de manera que sólo hay 
in
o barras móviles y diez 
uadrados. Como no hay ningunarestri

ión en la manera de 
olo
ar las barras y los 
uadrados, la solu
ión pedida es

(

10 + 5

5

)

=

(

15

5

)

= 3003 .b) Si ningún re
ipiente puede quedar va
ío, el argumento es el 
asi el mismo que en el apartadoa). La úni
a diferen
ia es que ahora las 
in
o barras móviles hay que 
olo
arlas obligatoriamenteentre dos 
uadrados para que siempre haya al menos un 
uadrado en 
ada re
ipiente (es de
ir,entre dos barras 
onse
utivas). Una reparto posible es el siguiente:
| 2 2 | 2 2 | 2 | 2 2 2 | 2 | 2 |Como hay nueve espa
ios entre los diez 
uadrados, la solu
ión pedida es

(

9

5

)

= 126 .
) Si el 
uarto re
ipiente tiene un numero impar de bolas, sólo puede 
ontener 1, 3, 5, 7 ó 9bolas. En el primer 
aso, tendríamos una bola en di
ho re
ipiente y nueve bolas en el resto a
olo
ar sin ninguna restri

ión en los 
in
o re
ipientes restantes. Usando el mismo argumentoque en el primer apartado, la solu
ión de este 
aso sería (

9+5−1

5−1

)

=
(

13

4

).Si 
olo
amos 3 bolas en el 
uarto re
ipiente, tenemos que situar las siete bolas restantes enlos 
in
o re
ipiente que nos quedan. La solu
ión es (7+5−1

5−1

)

=
(

11

4

). Claramente si 
olo
amos k
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bolas en el 
uarto re
ipiente, el número de maneras de situar las 10 − k bolas restantes en los
in
o re
ipientes es (10−k+5−1

5−1

)

=
(

14−k

4

). La solu
ión pedida es por tanto
(

13

4

)

+

(

11

4

)

+

(

9

4

)

+

(

7

4

)

+

(

5

4

)

= 1211 .PROBLEMA 28:Determinar el número de sub
onjuntos de un 
onjunto de 10 elementos que(a) tengan menos de 5 elementos,(b) tengan más de 7 elementos,(
) tengan un número impar de elementos.Solu
ión.La manera más rápida de solu
ionar este problema es aprove
har la biye

ión entre el númerode sub
onjuntos de un 
onjunto de n elementos y el de las 
adenas binarias de longitud n, demanera que si un elemento pertene
e a un sub
onjunto dado, el bit 
orrespondiente es 1 (y 0en 
aso 
ontrario).El apartado a) nos pide el número de 
adenas de bits de longitud 10 
on menos de 5 unos. Elnúmero de 
adenas de bits de longitud 10 
on k unos es simplemente
Nk =

(

10

k

)

, 0 ≤ k ≤ 10 .De esta modo, la solu
ión de a) es
Nk<5 =

4
∑

k=0

Nk =

4
∑

k=0

(

10

k

)

= 1 + 10 +
90

2
+

720

3!
+

10!

6! 4!
= 386 .El apartado b) 
onsiste en 
al
ular el número Nk>7 de 
adenas de bits de longitud 10 
on másde 7 unos. Luego,

Nk>7 =

10
∑

k=8

Nk =

10
∑

k=8

(

10

k

)

=
90

2
+ 10 + 1 = 56 .El apartado 
) 
onsiste en 
al
ular el número de 
adenas de bits de longitud 10 
on un númeroimpar de unos. Luego,

Nk impar =

4
∑

p=0

N2p+1

=
4

∑

p=0

(

10

2p+ 1

)

= 2

[(

10

1

)

+

(

10

3

)]

+

(

10

5

)

= 512 .
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El resultado es lógi
o ya que el número total de 
adenas de bits de longitud 10 es 210 = 1024 yaquellas 
on un número impar de unos serán, por simetría, la mitad (i.e., 512).PROBLEMA 29:¾De 
uantas maneras se pueden re
olo
ar las letras de la palabra BASEBALL de tal modo lasnuevas palabras empie
en y terminen por vo
al?Solu
ión.
N = 3

6!

2!2!
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PROBLEMA 30:¾De 
uantas maneras se pueden re
olo
ar las letras de la palabra MISSISSIPPI de tal modo lasnuevas palabras empie
en por I? ¾Y para que la P estén juntas?Solu
ión.
N =

10!

3!4!2!

N = 10
9!

4!4!PROBLEMA 31:Dado el 
onjunto de símbolos {a, a, a, a, a, b, b, b, c, d, d} ¾Cuántas palabras de 11 letras se puedenformar reordenando sus elementos?Solu
ión.
N =

11!

5!3!1!2!PROBLEMA 32:De 
uantas maneras se puede obtener una mano de 3 espadas y 2 bastos de una baraja españolade 40 
artas.Solu
ión.
N =

(

10

3

)

·

(

10

2

)

= 120× 45 = 5400PROBLEMA 33:De un grupo de 12 estudiantes se quiere enviar a 4 delegados a una 
onven
ión. ¾De 
uántasmaneras se puede ha
er? ¾Y si dos no pueden asistir juntos? ¾Y si 2 que están 
asados sólopueden ir juntos?Solu
ión.- Como hay 12 si elegimas 4 de ellos tendremos
(

12

4

)

= 495- Los otros dos miembros de la delega
ión pueden elegirse de
(

10

2

)maneras distintas, así que lo pedido es
(

12

4

)

−

(

10

2

)

= 450- Si los 
asados no van (

10

4

)

= 210, si van (

10

2

)

= 45. Así que N = 210 + 45 = 255 maneras.
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