Soluciones a los ejercicios

PROBLEMA 1:

Sea A= {x € Z : z* < 16}. Decidir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1. {0,1,2,3} Cc A

2. {3,1} e A

3.{ze€Z: |z|]<4} CA

4. 0cC A

5. 3€ A

6. {3} A

7. Ac{-3,-2,-1,0,1,2,3}

8. A={-3,-2,-1,0,1,2,3}
SOLUCION. : V, F, V., V., V. F, F, V.

PROBLEMA 2:
SiANB=ANC, ;tiene que ser B =C? Si AUB = AUC, jtiene que ser B = (C?

SOLUCION. La respuesta en negativa en ambos casos. Se puede ver muy facilmente con diagra-

mas de Venn.

PROBLEMA 3:

Utilizando diagramas de Venn comprobar que

(AAC) C (AAB)U (BAC),

donde A denota la diferencia simétrica AAB = (A\ B)U (B \ A), y siendo A\ B = A — B.
.Es en general una igualdad esa relacion de contenido?

Qnr111AN Toa rolaciAn A contonida na oc on gonoral nna donaldad caoma co docnrondoe fi0i11
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Jdc € (AAR) U(BRIC)

Anc 7 (AAR) V(DA

Anw) U (BAC)
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PROBLEMA 4:

Elegir la opcion verdadera de las siguientes afirmaciones:
1. 0 c {0}
2.0€0

3.0€0

4. 0C 0

SOLUCION. La primera. El conjunto vacio esta contenido dentro del conjunto que contiene al

elemento 0.

PROBLEMA 5:

Usando diagramas de Venn encontrar cuél de las siguientes afirmaciones entre los conjuntos A
y B es falsa:

1. ANB=AUB
2. A=A

3. AU(AnB)=A
AN

4. AN(AUB) = A

SOLUCION.

La primera.
Otra forma sencilla de demostrar la falsedad de una afirmacion es dar un contraejemplo:
Sean A = {1,4}, B=1{2,4,5,6}, U={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Entonces:

AN B = {4} Pero

AUB=1{1,4yuU{2,3,4,5} = {2,3,5,6,7,8,9,10} U {1,6,7,8,9,10} = {1,2,3,5,6,7,8,9,10}.
Por tanto en general AN B # AU B.

PROBLEMA 6:

Usando diagramas de Venn encontrar cuél de las siguientes afirmaciones entre los conjuntos A
y B es falsa:
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SOLUCION.

La primera.

Otra forma sencilla de demostrar la falsedad de una afirmacion es dar un contraejemplo:
Sean A = {1,4}, B={2,4,5,6}, U=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Entonces AN B = {4}.

Por otro lado B\ A = {2,5,6}, asi que AU (B \ A) ={1,2,4,5,6} # {4} =ANB

&

0@

AUl #F AAB

o
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PROBLEMA T7:

Simplificar la siguiente expresion:

(AUB)U (AU B)

SOLUCION.

Teniendo en cuenta la ley de Morgan: A U B = AN B podemos reescribir la expresion del

siguiente modo: (AN B) U (AU B) y aplicando lo mismo a la segunda parte de la expresion
tenemos (AN B)U (AN B) y teniendo en cuenta la propiedad distributiva ((ANB)UA)N (AN
BNB)=ANA=A, pues BNB = 0.

PROBLEMA 8:

Demostrar que se verifican las siguientes igualdades:
1. AU(ANB)=ANn(AUB)=A
2. (AUB)\C=(A\C)u(B\C(O)
3. AAB)AC=ANAN(BACQC)
4. A\B=AA(ANB)
SOLUCION.
1. (Obvia)
2. Es obvia, basta usar unos digramas de Venn.

3. Propiedad asociativa de la diferencia simétrica.

4. Si tenemos en cuenta que AANC = AUC\ ANC y asumimos que C' = AN B entonces
la segunda parte de la igualdad serda AU (AN B)\ AN (AN B) y por tanto A\ B.

PROBLEMA 9:

Simplificar la expresion:

([(AuB)NC]UB)

SOLUCION.
Usando la ley de Morgan obtenemos [[(AU B)NC|N B] que es igual a (AUB)NBNC, y como

1. - 4 - PR S P I 1
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2. Determinar el cardinal de los siguientes conjuntos:

A = P({a,b,{a,b}}), B = P({0,a {a},{{a}}}), P(P©))
SOLUCION.

1. La tercera y ultima expresion.

2. 8, 16 y 2 respectivamente.

PROBLEMA 11:
Si |A| = 55, |B| = 40, |C| = 80, |[AN B| = 20, [ANBNC| =17, |[BNC| = 24 y |[AUC| = 100,

hallar
1. [ANC|
2. |C'\ B|

3. [(BNC)\ (AnBNQO)|.
SOLUCION.

1. Como |[AUC| = |A| +|C| —|ANC| entonces 100 = 55+ 80 — |[ANC|
2. 80 — 24 = 56.
3.24-17T=T17.

PROBLEMA 12:

Un bitdlogo trabaja con 66 especies de plantas, de las cuales 29, 41 y 25 viven en ecosistemas de
tipo A, B y C respectivamente. Sabiendo que 16 pueden vivir tanto en ecosistemas A como B,
8 en ecosistemas A y C, y 7 en ecosistemas B y C, obtener el nimero de especies que pueden
estar presentes en los tres ecosistemas. Calcular también el nimero de especies que pueden vivir
en ecosistemas de tipo A y B pero que no pueden vivir en los de tipo C.

SOLUCION. Vamos a echar mano del principio de inclusion exclusion para tres conjuntos:

JAUBUC| = |A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|

En este caso tendremos podemos traducirlos a ntimeros segin el enunciado de la siguiente

manera:
66 =29+41+25—-16—-8 -7+ |AN BNC|. Despejado |AN BN C| que es lo que nos piden

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



SOLUCION.
a)1b)0c)0d)-1

PROBLEMA 14:

1. Usar la propiedad [z +n| = [z]| + n para calcular [3,01]
2. Demostrar la falsedad o vercidad de la expresion: [z + y| = [z] + [y]

SOLUCION.

1. [3,01] =[0,01+3] =[0,01]+3=1+3=4

2. La expresion [z + y] = [x] + [y] es falsa. Basta un contraejemplo para demostralo
[1/2+1/2] =1, pero [1/2] +[1/2] =1+1=2

PROBLEMA 15:

Determinar si las siguientes funciones son biyecciones:

a) f(x)=2x+2

b) f(z) =2>—1

¢) flz) =2

d) f(z) = (2* + 1)/ (2* +2)
SOLUCION.

Si, No, Si, No.

PROBLEMA 16:

En un grupo de 15 personas hay 7 que tienen nacionalidad francesa, 8 que tienen nacionali-
dad britanica y otros 8 que tienen nacionalidad espanola. Ademas hay 2 que son britanicos y
espanoles a la vez, 4 que son espanoles y franceses simultdneamente y 3 que tienen la doble
nacionalidad britanica y francesa. ;Cuantos tienen triple nacionalidad?
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las tres a la vez, en Algebra y Estadistica hay hay 8, y 5 que lo estan en Estadistica y Discreta
simultaneamente. ;Cudntos estin matriculados en Algebra y Discreta?

SOLUCION. Por el principio de inclusién exclusion es facil ver que sélo hay uno.
(ENAND)=3=12-9—-10—-7+8+ 5+ |AN D|y despejando obtenemos |[AN D| =4

PROBLEMA 18:
Sea el conjunto A = {2,3,4,6,12,15,24,90, 180,360} y la relacion de divisibilidad

aRb <= a|b.

Teniendo en cuenta que el digrama de Hasse del conjunto ordenado (A, |) que se muestra en la
figura.

(a) Encontrar (si existen) los elementos maximales, minimales, méximo y minimo de A.

(b) Dado el subconjunto B = {2, 3,4, 6, 12}, encontrar (si existen) los conjuntos mayorante y
minorante y el supremo e infimo de B.

360

180

Figura 1: El diagrama de Hasse asociado al problema.

SOLUCION.

a) El tinico elemento maximal de A es 360 Ineco. al tratarse de nn coninunto finito. max(A) =
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1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden parcial (D, <).

2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, asi como el maximo y minimo de

(D,=).

3. Dar, si existen, el conjunto de cotas superiores, cotas inferiores, supremo e infimo en
(D, =) del conjunto B = {2,3,6,28} C D.

SOLUCION.

1) Es trivial enumerar los elementos que forman parte del conjunto D. En concreto
D ={2,3,7,4,6,14,21,12,28,42,84} .

El diagrama de Hasse asociado al conjunto parcialmente ordenado (D, <) es

84
12
4 ’ 21

2 3 7

2) Trivialmente 84 es maximal y maximo; 2, 3, 7 son minimales y no hay minimo.

3) El conjunto de las cotas superiores de B es {84} por lo que 84 es el supremo. El conjunto
de las cotas inferiores de B es vacio por lo que no hay infimo.

PROBLEMA 20:

Considérese la relacion de orden parcial < definida en el conjunto D de los divisores positivos
de 36 , excluyendo el 1, mediante

a=b <« adivideab.
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SOLUCION.

Maximales: 36. Mimales: 2 y 3. Maximo: 36. No existe minimo.

PROBLEMA 21:

Considérese la relacion de orden parcial < definida en el conjunto D de los divisores positivos
de 24 , excluyendo el 1, mediante

a=<b <& adivideab.

1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden parcial (D, <).

2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, asi como el maximo y minimo de

(D, =).
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SOLUCION.

Maximales: 24. Minimales; 2 y 3. Maximo: 24. No existe minimo.

PROBLEMA 22:

Considérese la relacion de orden parcial < definida en el conjunto D de los divisores positivos
de 40 , excluyendo el 1, mediante

a=<b <& adivideab.

1. Dibujar el diagrama de Hasse del orden parcial (D, <).

2. Dar, si existen, los elementos maximales y minimales, asi como el maximo y minimo de

(D, =).

SOLUCION.

8l 20

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



PROBLEMA 23:

Sea R la relacion en R? definida como

((ll,(lg,ag) R (bl,bg,bg) p=— a% —+ (lg + ag = b% —+ b; + bg

Demostrar que R es de equivalencia y encontrar las clases de equivalencia y el conjunto cociente.
SOLUCION.

Para demostrar que R es una relacion de equivalencia hay que demostrar que es reflexiva,
simétrica y transitiva. Definamos la funcion f(Z) = f(z1, 79, 23) = 2?2 + 23 + 2, entonces
ARb < f(a) = f(a,as,a3) = f(by,ba, b3) = f(b). Esta observacion simplifica el razonamien-
to:

» Reflexiva: f(d) = f(d), luego dRa.

-

= Simétrica: Si @Rb, entonces f(@) = f(b), y por tanto f(b) = f(@) = bRa.
= Transitiva: Si @Rb y bRE, entonces f(@) = f(b) = f(&). Luego, aRZ.
Dado un cierto @ € R? se tiene que

flay,as,a3) = a3 +a3+a3=A>>0.

La clase de equivalencia que contiene al vector a estara formada por todos aquellos puntos beR3
que satisfagan f (l;) = A%, Resulta entonces evidente que las clases de equivalencia vienen dadas
por superficies esféricas en R? parametrizadas por el valor de su radio A > 0. Obviamente, la
interseccion de dos esferas de distinto radio es vacia. Ademaés, es posible representar cada una
de las clases de equivalencia usando el inico punto en el que el semi-eje positivo x > 0 corta a
la correspondiente esfera. De este modo, los elementos del conjunto cociente son de la forma

[(A,0,0)lr = {(a1,a9,a3) € R® | af + a3 + a3 = A%}

y se tiene que
RY/R = {[(A4,0,0)]p | AR} .

PROBLEMA 24:

Sea el conjunto V' = {z | 1 < x < 20} C N. Sea el producto cartesiano V' x V' y sobre él
definimos la siguiente relacion

(z,y) R(a,b) & z+b = y+a.

1. Demostrar que es una relacion de equivalencia.
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2) Las clases de equivalencia son de la forma x —y = constante. La constante etiqueta las clases
de equivalencia y puede tomar valores entre —19 y 19. Por ejemplo la clase de equivalencia del
(1,1) corresponde a tomar dicha constante igual a cero y contiene a los elementos

(1,D)]r = {(x,2) |1 <z <20}.
En general podemos escribir las 19 - 2 + 1 = 39 clases de equivalencia de la siguiente manera:

[(z,1)]r = {(x+a,1+a)]|0<a<20—zx}, 1<x<20,
(Lz)l, = {1+a,24+a)|0<a<20—2a}, 2<x<20.

En la segunda linea hemos suprimido el caso x = 1, al haberlo tenido en cuenta en la primera
linea.
El niimero de elementos de cada clase es

[(z, V]| = 21—z, 1<x<20,
L)zl = 21—z, 2<2<20.

Luego la clase con mayor niimero de elementos serd la [(1,1)]z que tiene 20 elementos. Las
clases con menor nimero de elementos seran [(1,20)]z v [(20,1)]z con un sélo elemento.

3) El conjunto cociente (V x V)/R tendra 39 elementos y sera igual a

(VxV)/R = {[(z.D]r |1 <2 <20} U {[(1,z)lr |2 <2 <20} .

PROBLEMA 25:

Considera la siguiente relacion definida en N:
Ry & IkeZ, : y=2".

(a) Demuestra que (N, R) es un conjunto parcialmente ordenado.
(b) Sea X ={2,3,4,5,6,8,10}. Dibuja el diagrama de Hasse de (X, R).

(c) Encuentra, si existen, el maximo, el minimo, los elementos maximales y minimales y las
cotas superiores e inferiores del conjunto X C N.

SOLUCION.

a) La relacion serd una relacion de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. La reflexividad
de R se sigue directamente de la igualdad x = 2Fx, valida para k = 0 € Z.

Para demostrar que la relacion satisface la propiedad antisimétrica debemos comprobar que si
se cumple que xRy e yRx entonces necesariamente se sigue que z = y. En este punto es crucial
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@4 6 10

02 3 5

c¢) El conjunto de los elementos maximales de (X, R) es {8,6,10}. Por su parte, {2,3,5} es el
conjunto de los elementos minimales. Obviamente no hay ni méximo ni minimo en (X, R).
Finalmente, tanto el conjunto de las cotas inferiores como el de las cotas superiores de X C N
son vacios.

PROBLEMA 26:

Resolver las siguientes cuestiones:

1. Calcular el niimero de maneras de colocar en un tablero de ajedrez orientado y con 64
casillas las siguientes piezas: un rey, una reina, un caballo, una torre y un alfil blancos y
un rey, una torre, un caballo y un alfil negros.

2. En los alambres que hay entre dos postes de un tendido trifasico de alta tension en Bodega
Bay se distribuyen 99 mirlos indistinguibles. ; De cuantas maneras se pueden colocar en
los tres alambres si no consideramos la distancia entre pajaros?

3. Si, por el contrario, tenemos en cuenta la distancia entre pajaros y si en cada alambre
solo hay 200 posiciones posibles para los pajaros, ;de cudntas maneras se pueden colocar
los 99 mirlos?

NOTA: Los resultados se daran en funcién de nimeros combinatorios (‘Z) y/o factoriales a!
SOLUCION.

1) Las piezas de ajedrez son todas distintas entre si y las casillas del ajedrez también son
distintas entre si (al estar orientado). Por lo tanto debemos colocar 5+ 4 = 9 piezas distintas
en 82 = 64 casillas distintas. La primera pieza la podemos colocar de 64 maneras, una vez
colocada, podemos colocar la segunda de 63 maneras distintas, etc. Una vez colocadas las ocho
primeras piezas, hay 64 — 8 = 56 maneras de colocar la tltima pieza. Luego, la solucion del
problema es

|
64-63-62---57-56 = o4 = 9993927307714560 .
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3) En este caso, las posiciones de los mirlos son distinguibles. De hecho hay 600 posiciones
posibles que pueden ocupar los 99 mirlos. Luego habra

600
99
maneras de colocar a los 99 mirlos.

PROBLEMA 27:

Resolver los siguientes problemas:

(a) ¢De cuantas maneras se pueden distribuir diez bolas idénticas en seis recipientes distintos?
(b) ;De cuantas maneras se pueden distribuir si ningtn recipiente puede quedar vacio?

(c) ;De cuantas maneras se pueden distribuir si el cuarto recipiente contiene un niimero impar
de bolas?

SOLUCION.

a) Representamos cada bola mediante un cuadrado y cada recipiente por un par de barras.
El enunciado nos dice que las bolas son idénticas; pero los recipiente no lo son. Una manera
posible de hacer el reparto es la siguiente:

|ooo |ooo | |oooo| ||

Los restantes repartos se obtienen reordenando los objetos que aparecen en la representacion
anterior. En concreto, contamos con siete barras; pero las dos de los extremos no las podemos
mover, de manera que s6lo hay cinco barras moviles y diez cuadrados. Como no hay ninguna
restriccion en la manera de colocar las barras y los cuadrados, la solucion pedida es

10+5 15
= = 3003.
( 5) @)
b) Si ningtin recipiente puede quedar vacio, el argumento es el casi el mismo que en el apartado
a). La tinica diferencia es que ahora las cinco barras moviles hay que colocarlas obligatoriamente

entre dos cuadrados para que siempre haya al menos un cuadrado en cada recipiente (es decir,
entre dos barras consecutivas). Una reparto posible es el siguiente:

|00 |00 | 0| D000 | 0|0

Como hay nueve espacios entre los diez cuadrados, la solucién pedida es
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los cinco recipiente que nos quedan. La solucion es ( £l
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bolas en el cuarto recipiente, el nimero de maneras de situar las 10 — £ bolas restantes en los

. . 10—k+5-1\ _ (14—k i .
cinco recipientes es ( 51 ) = ( 1 ) La solucion pedida es por tanto

13\ /11\ (9 [T\ (5
()= () () G+ (0) =
PROBLEMA 28:

Determinar el nimero de subconjuntos de un conjunto de 10 elementos que

(a) tengan menos de 5 elementos,
(b) tengan mas de 7 elementos,

(c) tengan un nimero impar de elementos.

SOLUCION.

La manera mas rapida de solucionar este problema es aprovechar la biyeccion entre el nimero
de subconjuntos de un conjunto de n elementos y el de las cadenas binarias de longitud n, de
manera que si un elemento pertenece a un subconjunto dado, el bit correspondiente es 1 (y 0
en caso contrario).

El apartado a) nos pide el nimero de cadenas de bits de longitud 10 con menos de 5 unos. El
nimero de cadenas de bits de longitud 10 con k unos es simplemente

1
Ng:(;), 0<k<10.

De esta modo, la soluciéon de a) es

4
10 90 720 10!
J%@==§:A%=:§:(k) = 1410+ 5 + S5+ oy = 386,
k=0 k=0 ) o

El apartado b) consiste en calcular el nimero Ny~7 de cadenas de bits de longitud 10 con més
de 7 unos. Luego,

N _10N_1o 10_901 .
k>7—Z k—z 1 —7+0+ = 56.

k=8 k=8

El apartado c) consiste en calcular el nimero de cadenas de bits de longitud 10 con un nimero
impar de unos. Luego,

4
No — NN
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El resultado es 16gico ya que el nimero total de cadenas de bits de longitud 10 es 2! = 1024 y
aquellas con un nimero impar de unos seran, por simetria, la mitad (i.e., 512).

PROBLEMA 29:

.De cuantas maneras se pueden recolocar las letras de la palabra BASEBALL de tal modo las
nuevas palabras empiecen y terminen por vocal?

SOLUCION.

6!
72191
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PROBLEMA 30:

;De cuantas maneras se pueden recolocar las letras de la palabra MISSISSIPPT de tal modo las
nuevas palabras empiecen por 17 ;Y para que la P estén juntas?

SOLUCION.

_ 10!
314121
9|

PROBLEMA 31:

Dado el conjunto de simbolos {a, a, a, a, a, b, b, b, c,d, d} ;Cuantas palabras de 11 letras se pueden
formar reordenando sus elementos?

SOLUCION.
_ 11
~ 51311121

PROBLEMA 32:

De cuantas maneras se puede obtener una mano de 3 espadas y 2 bastos de una baraja espanola
de 40 cartas.

SOLUCION.

1 1
N = (30) . (20) = 120 x 45 = 5400

PROBLEMA 33:

De un grupo de 12 estudiantes se quiere enviar a 4 delegados a una convencién. ;De cuantas
maneras se puede hacer? ;Y si dos no pueden asistir juntos? ;Y si 2 que estan casados sélo
pueden ir juntos?

SOLUCION.

- Como hay 12 si elegimas 4 de ellos tendremos

12
= 495
(1)

- Los otros dos miembros de la delegacion pueden elegirse de
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L LUD CWRAUD 11U Vs \4) = Z1U, 81 van k2) = 40. ASL que [V = 21U 4490 = 200 Imaneras.
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