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1.2. Generadores. Grupos cfclicos, diddricos y cuaterniones

Sistemas do generadoros

Sean (€, #) un grupo y & € G un subeonjunto no vaefo de (7, :
Bl menor subgrupo de (G, +) que contione a 1 se denomin ol subgrupo poenerndo por I,

(R) = {a} s owalry dondeay € Ry €8, yn € I}

i v .
e Un conjunto R G G es un sistoma de generadores dol grupo (¢ +) s verifien que 7 (1),
o Bl grupo ((7,#) vs efelico si tione un sistema do generadores con un tinico elemento:
dge G o wlque G () = {y"nc 4

Orden do un elemento

Sean ((,+) un grupo y a € (.
Se Hama orden de a al menor entero positivo # ¢ 21 tal que a” = ¢ Se eeribe laf = 7.
Si para todo n € A1 se verifiea que a” # g, so dice que el orden de a es infinito y se eseribe |a] = o,

Orden de un elementos y orden del subgrupo que genera

Sean (G, *) un grupo y a € G. El orden de a coincide con el orden del subgrupo ciclico que genera:
la] = [{a)]

Orden de elementos de un grupo cfclico
Sea (G, +) un grupo ciclico de orden n, y sea g ¢ G un generador de @7
1. Para todo k € Z, se verilicn que g% = ¢ @ n divide a ke

1n

2. Elorden de g* € Ges:  |¢] = mea ey

Propiedades de grupos ciclicos
1. Todo grupo ciclico es abeliano.

2. Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Grupo de cuaterniones y grupos dié¢dricos
e Se llama grupo de cuaterniones Qg al grupo generado por dos clementos de orden 4, a, b € Qy
- D) 9
tales que ba = a~ by V¥ = o®.
2 4 -
Qs = (a,b: o] = 4,b% = * ba = a'b)
¢ Para todo n > 2, se llama grupo diédrico 1, al grupo de las simetring de un poligono regular

de n lados. Su orden s 2n y estd generado por un clemento @ € D, de orden 2 y un elemento
he N de orden 2 tales aue bo = o~
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1.3, Grupos de permutaciones

Sea X un conpunto ne vacio, se lama grupo simétrico (8 v, 0) al grupo formado por las aplicacio
ues biveetivas en X, con la operacion composicion de aplicaciones. En pacticularsi X~ (1,2, 3, 1t}
ol grapo se nota por (S, ©) v so denomina grupo de permuataciones
Todo elemento del grupo (S, o) recibe el nombre de permutacion

Dol @ € 5, 8o dice que o os un ciclo de longitud » s existen ag Byt € {1 ni tales qui
b f . :

alag) = ay, of{ay) = ay, - yO (e -9) ety Ollyay) iy, ¥y pars todo k ¢ {1 nt tal que
R € {ag, "+ 0, )} se verifica gue o(k) = k. La notacidn de dicho ciclo o8 o = (ag, as 1)

) . - VY . ¥ " . " ¥ X » . v
Das ciclos o ¢ S, v v € S, se dice que son disjuntos si ninguno de los elementos del conjunto

(1.5 aparece on l |
112, . ond aparece en la notacion de ambos, Los ciclos de longitud 2 se denominan transposiciones

Propiedades
1. Los ciclos disjuntos conmutan: Si o, 7 « Sy son dos ciclos disjuntos entonces or = 1o

2. El orden de un ciclo es su longitud

Formas de expresar una permutacion
L. Toda permutacion o € S, se puede expresar como producto de ciclos disjuntos

9 T - = & \ Ny
&. lmi.\ pllllllll\ll 1011 @ & .“'.,, con h 2, St |llll‘t|1' expresar comao ])l(lllll("() de 1l‘;l!ls[)nnit‘iuuu"r

Lema 1. Reordenacién de componentes en transposiciones

Dado un producto de » > 0 transposiciones: 7.1, swempre existe otro producto de tra
posiciones ¢102...05 con s = r mod 2, T™..7 @102...04, Y verthcando una de las siguientes
condiciones:

e 5 < ry lacomponente a de 7 = (a.b) no aparece en ninguna transposicion o, para 1 {1

® 5 51y la componente a de 7, = (a,b) sélo aparece en la transposicion Ty
Lema 2. La identidad como producto de transposiciones

n % . 1) lo Y are Ny I

La identidad de S,,, para n 2, 50lo puede descomponerse como producto de un nimero par de
transposiciones.

Teorema. Paridad de una permutacion
Sl g € 8, se puede expresar como producto de 7 transposiciones y como producto de s transposi

CIORES entonces r + s es par.

Definicién. Permutaciones pares e impares

Ins . At y © S I QO SBb ol
. Una per mul.dcmr? de Sn es par o 1mpar segun pueda ser expresada como el producto de un
pumero par o de un mimero impar de transposiciones respectivamente.
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L4, Isomorfismos en grupos
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Isomaorfismos en gfrupos ciclicos

b 1Y 3
Producto de grupos ciclicos
El grupo (Z,,, x N

OS IsO

Definicién de producto directo interno

ea (( un grupo vy sean H < G v K < ¢
o€ A0 que el grupo G es producto direc i
7 directo mterno de los subgrupos f
A
2 ¢ K } K}
) IH. CIenios R conmuta

. .
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