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Diagonalizabilidad, autovalores, autovectores

Definicion

Un endomorfismo f: V — V es diagonalizable si existe una base
B=ley,...,e,] de V talque

|

f(e,-):/\,-e[ VlG{ll’l}

para ciertos escalares A(,...,\, € K.
Esto significa, en particular, que en la expresion matricial de f
respecto de esa base B, la matriz asociada es diagonal:

Yp =D Xp con D =
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Ejemplo

El endomorfismo f: R?* — R® con expresion matricial

1 -3 3
Ys,=| 3 =5 3 | X
6 —6 4

es diagonalizable.

Basta considerar la base B=1(1,1,0),(0,1,1),(1,1,2)].

La expresion matricial respecto a B es




Ejemplo

El endomorfismo  g¢: (Zs)’ — (Zs)’  con expresion matricial

Yp, = XB,

W W W
[NSTN SN
S W =

es diagonalizable.

Basta considerar labase B =[(1,0,4),(0,1,1),(1,3,3)].

La expresion matricial respecto a B es




Definicién
Un vector no nulo v € V, se dice que es un autovector del
endomorfismo f conautovalor A\ c K si  f(v)= A

Observaciones

Por tanto, f es diagonalizable si y solo si existe en V una base de
autovectores de f.

Ejemplo

En los ejemplos anteriores, (0,1,1) es autovector de:

£ ~nn antnualn

Cartagenagg oINS PR ATEABSBONG QRS
Wﬁﬁ&:ﬁf@%@%@&%ﬁ%ﬁ&fﬁ&&éﬁéﬁéﬁ%@@dﬂmﬂﬁm




Definicion

|

Si f es diagonalizable, A es la matrizde f respecto de cierta base
B,y B’ esunabase de autovectores ¢;,e¢,,...,¢, asociados a

los autovalores A, \>..... A\, entonces
A1 0 --- O
0 X, -+ 0 1
D=\ . _ = p AP
0 0 --- A,

siendo P lamatrizde pasode B’ a B cuyas columnas son
las coordenadas de los vectores ¢; respecto de la base B.
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Ejemplo

Para el endomorfismo  f: R* — R? del ejemplo anterior,

-2 0 O
D = 0 -2 0
0O 0 4

A
_,.‘
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Ejemplo

Para el endomorfismo  g: (Zs)’ — (Zs)’  del ejemplo anterior

2 00

IDES 0 2 0
0 0 3
101\ '/3 41 10 1

= 01 3 3 4 3 01 3
4 1 3 320 4 1 3
01 4 3 4 1 1 0 1

= 2 4 2 3 4 3 01 3
1 4 1 320 4 1 3

A
_,.‘
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Polinomio caracteristico

Proposicion

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

@ ) esautovalorde f.
© Existeunvectornonulo veV talque f(v)= \v.

© Matricialmente, se verifica que AXp = \Xp para algin
vector no nulo X, donde A es la matriz asociada a f respecto
de alguna base B.

©Q Laecuacion (A—XI)X = 0 no tiene solucién unica (y
trivial), donde I es la matriz identidad de orden n = dimV.

Q@ det(A-)XI) = 0.
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El polinomio caracteristicode [ se define como
p(t) = det (A —1tI) en K[r]

donde A esunade las matrices asociadasa f respecto de
cierta base.

Propiedades

@ Elpolinomio caracteristico de f no depende de la base
respecto de la cual se toma la matriz asociadaa f.

A es autovalor, de A
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Ejemplo

El polinomio caracteristicode [ es

6 -6 4—1
- —det [ 0 (-5-1)+3 3-%H
0 —3+1—¢ 3 U=00=D




Ejemplo (continuacion)

(& -6 4 —1t
= —det | 0 —2—1 %
F33:F3*F2 0 0 M — ﬂ

6 2
— (=2 =) (= +5t+14 = 3(t +2))

= —(t+2)( —2t—8) = —(¢+2)*(t — 4),

y también

/—2— 0
nwl( — Ant a A ». D A

A LD I Vi A
AME D ENVIA WHATSAPH 680 7%
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Ejemplo

El polinomio caracteristicode g es

3—t 4 1
p(t) = 3 4—-r 3
3 2 =i

=P 4+3t4+2)+1+1-3@d—-1)—3—1)+2¢

= £ 32 - 2t+2-24+3t—3+1t+2t

=1 -3 +4-3

A o
_,.‘
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Subespacios propios

|

Definicion
El subespacio propio (autoespacio) asociado al autovalor \ de f

es
Vi = {VGV / fv) = )\v}

Es decir, V, esta formado por todos los autovectores de f con
autovalor A mas el vector nulo.

Observaciones

Unas ecuaciones implicitas de V,, expresadas matricialmente, son
(A— X)X =0

Propiedades

A
\/
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Ejemplo

Los autovalores de f son {—2.4} vy los autoespacios asociados:

1+2 -3 3 x 0
V(=2)= 3 542 3 y |= o |},
6 -6 442 z 0

V(-2)=x—y+z=0}

A l
_,.‘
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Teorema

Si \i,...,)\, son las raices del polinomio caracteristico de 7,
entonces [ es diagonalizable siy solo si

V=V,0--0V,

Observaciones

Por tanto, en tal caso, una base de autovectores se obtendra
juntando bases de cada uno de los subespacios propios en que se
descompone V.

§

Corolario
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Proposicion

Si N\ esraiz del polinomio caracteristico de [ y su multiplicidad
es k, entonces dim (V)) <k, y

dim (V) = multiplicidad de X,
Y\ autovalor de f.

f diagonalizable < y

n = suma de las multiplicidades
de todos los autovalores de f .

es decir:

n = Z dim (V)
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Aplicaciones: Potencias de una matriz

@ Unamatriz A e M,.,(K) se puede interpretar como la
expresion matricial de un endomorfismo  f: K" — K”
con respecto a una base B cualquiera (por €j., la canénica B.).

@ Si el endomorfismo f es diagonalizable, entonces existe
P e Mn><n(K)s det(P) 7é 0, tal que

Ay 0O -0
0 A 0
A=PDP !, con D= o _ _
0 0 A
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@ En ese caso,
Ak = (pop~Y* = (DR (PDP ) . (PDP 1) =

(k)

=PD(P'P)D(P7'P)---(PT'P)DP ! =

=PD'P! =
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Ejemplo

Calcular A'  sjendo
3
= 0 .
2

Sea f el endomorfismo cuya expresion matricial respecto a la
base candénicaes A. El polinomio caracteristicode f es

S N O
S O

3—t O 2
p(t)dct( 0 2-t O ) =—(-2)t+1)(r—4),
2 0 —t

W&ﬁﬁ&%ﬁﬁ%ﬁgﬁﬁ%ﬁm%%ﬁ%@%@wm@ﬁﬁ



Ejemplo (continuacion)
Los autoespacios son
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Ejemplo (continuacion)

-1 0 2 X 0
V(4){(x,y,z):( 0 -2 0 )(y)(O)}
2 0 -4 z 0

— V(@)= x—y2:z(;0} —  V(4) =L(2,0,1),

de modo que una base de autovectores es

B= [(1,0,—2), (0,1,0), (2,0,1)]

y se tiene




Ejemplo (continuacion)

Por tanto,
1 0 2 1 00\"/ 1 02\
A= 0 1 0 0 2 0 0 1 0
-2 0 1 0 0 4 -2 0 1
1 02 1 0 0 10 Z
= 0 10 0 200 o 01 0
-2 0 1 0 0 2% 20 1
10 2o i 0 2
= 0 2100 9o 01 0
-2 0 2% 20 4
/2202+1
C AA_"' ? ‘-;:‘{ I A y""‘:'i.-_r“ > . ;r‘: .‘ ‘i',
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Aplicacion: Resolucion de ecuaciones en diferencias
lineales homogéneas con coeficientes constantes

Si puede modelizarse un problema de modo que se conozca el
comportamiento de ciertas variables x;,...,x, enunmomento &k

a partir del valor de esas variables en el momento k& — 1, mediante una
expresion matricial

x1 (k) xi(k—1)

1K) sk — 1)

entonces, por recurrencia, se tiene que




Ejemplo
El 90% de los hijos de médicos cursan estudios de medicina, mientras
gue solo el 20% de los hijos de padres no médicos estudian esa
carrera. Si cada familia tiene un Unico hijo, ¢ cual sera el porcentaje de
estudiantes de medicina después de muchas generaciones?

Si x(n) es la proporcion de estudiantes de medicina tras »
generaciones, y x»(n) es la proporcion de no estudiantes de
medicina, entonces se verifica que

xi(n+1) = 0.9x;(n) + 0.2x2(n)
x(n+ 1) =0.1x;(n) + 0.8x2(n),

es decir,

X(n+1)=AX(n), con X(n)
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Ejemplo (continuacion)
Si la proporcion inicial de estudiantes de medicina es xj, entonces
xi(n) \ (09 02\"( x
x@) )\ 01 08 l—x0 )~
Veamos si A es diagonalizable, y, en su caso, cudl es su forma
diagonal:

0.1 0.8 —1
=(t—1)(t—0.7).

p(t) = det ( 09 =1 02 > =2 - 1.7t + 0.7

Al haber dos autovalores distintos, 1 y 0.7, A es diagonalizable.
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Ejemplo (continuacion)

Los autoespacios son

- e (3 5)(5)-(0))

= V(1) =x=2y} = V(1) = L(2,

v<o.7>—{<x,y,z>/ (8j? 8ﬁf)<§>‘(8>}

= V(0.7) =x+y=0} = V(0.7)

,_.

y por tanto

A
_,.‘
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Ejemplo (continuacién)

w21 1 0 2 1\~

A 0 0.7" 1 -1

(21 1 0 /3 1/3

11 0 0.7" 1/3 —2/3

_(2 0.7"><1/3 1/3 >_ : ’

1 07" 1/3 -2/3 140.7"  1-20.7"
3 3

KD ENVIA
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Ejemplo (continuacion)

En conclusion, cuando » es muy grande, 0.7 — 0, y entonces
x\_ 1722 X0 _( 2/3
y) 3\ 11 1-x )\ 1/3

y dos terceras partes de los estudiantes acaban estudiando medicina.

Notese que el resultado no depende de cual fuese la proporcion inicial
de estudiantes de medicina.
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