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. Por qué considerar vectores aleatorios?

URJC

En el tema anterior nos hemos limitado a analizar variab
unidimensionales.

Sin embargo, en muchas ocasiones estaremos interesadc
una caracteristica de un fendmeno aleatorio.

Consideremos, por ejemplo, el experimento aleatorio cq
elegir al azar alumnos de la URJC vy estudiar su perfil biold
gamos que el perfil se compone de la talla, el peso, la
guinea, la frecuencia cardiaca y la capacidad respiratoria

En ese caso estaremos interesados en cinco variables a

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

deberan analizarse conjuntamente.

En este tema analizaremos modelos de probabilidad con
bles aleatorias. Estos modelos reciben el nombre de vect
rios o variables aleatorias multivariantes.
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.. Basta con conocer la distribucion de cada

URJC

m A |0 largo de este tema es importante tener en cuenta que
distribucion individual de cada variable aleatoria no

suficente informacion para calcular probabilidades quj.

a Mmas de una variable.

s Por ejemplo, si estamos analizando las variables peso (P)
de un alumno de la URJC elegido aleatoriamente, no bast;
cual es |la distribucidon de cada una de ellas por separado

m ES de esperar que que los alumnos mas altos tengan, coO
babilidad, pesos mas altos, y viceversa, y necesitaremos (

se distribuyen conjuntamente ambas variables, es decir

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

18

la distribucion conjunta del vector (P, A).
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Ejemplo: las distribuciones individuales no

URJC

m Para el experimento aleatorio consistente en lanzar al aire
equilibrada tres veces, consideremos las variables aleator|

X
Y

numero de caras,

numero de cruces que preceden a la primera

m Es facil determinar las funcion de masa de probabilidad
de estas variables individualmente:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

0 1 2 3 0o 1 2
A=11 3 3 1 Y=14 o2 1
s 8 8 8 s 8 8

m Sin embargo, estas distribuciones no son suficientes para s
ejemplo E
-

P(X =2,Y = 0] 6 P[X=Y]. —
-0

T
o3
(*) En caso de obtener 3 cruces (XX X), se considerara que ©T__2
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. QuUé es un vector aleatorio?

URJC
s Definicion: Sea (€2, A, P) un espacio probabilistico.
Se dice que el vector n-dimensional
X =(Xq1,X0,...,Xpn)

es un vector aleatorio si para cada una de sus componer
para 3 =1,2,...,n,

eS una variable aleatoria.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

m Obsérvese que X es una funcion X : €2 — R" que a ca
asigna el vector

X(w) = (X1(w), X2(w), ..., Xn(w))

m E| vector aleatorio X induce una distribucion de pr«
sobre R"™ a partir de la estructura probabilistica definida

(Y}
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Vectores aleatorios discretos

URJC

Definicion: Se dice que un vector aleatorio X = (X1, X
discreto si para cada componente : = 1,2,...,n, X; €S
aleatoria discreta.

Observemos que, en tal caso, existiran conjuntos A, A;
numerables tales que

P(X1€A1)=1,P(Xo€ A3)=1,...,P(X, € Ap)

Si consideramos el conjunto A = A1 X Ay, X ... X A se t

PXeA)=1

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Por tanto, el soporte de un vector aleatorio discret( <™~
conjunto de R"™) es numerable.

Vamos a analizar las distribuciones multivariantes discy
zando por un ejemplo para el caso bivariante.

Cartagcna
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Funcion de masa de probabilidad conjunta

URJC

m Definicion: La funcion de masa de probabilidad corn
vector aleatorio bivariante, (X1, X5) es la funcion

fx;.x, 1 R% = [0,1]
definida como

fxix, (k1,k2) = P (X1 = k1, X0 =k2).

m La funcion de masa de un vector aleatorio bivariante vel
piedades

1. fxyx,(k1,k2) > 0 para todo kq,ks € R,

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

2. > > fxyxo(ki, ko) =1

k1 ESXl ICQESXQ

m | a distribucion de probabilidades de un vector aleator
(X1, X5), puede resumirse en una tabla de doble entrac
su funcidon de masa conjunta.

Cartagcna99
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URJC

m A partir de |la funcion de masa conjunta se pueden calcu

tribuciones de probabilidad.

P (X1 =kq)

La distribucion marginal de X7 es la di
f1 (k1) = fx, (k1)

probabilidades de la primera variable del vector aleatorid

individualmente.
m En el caso discreto esta distribucion marginal puede de
diante la funcion de masa marginal:

m Definicion:

gﬂ_m%u
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Distribuciones marginales (continuacion)

URJC

= Analogamente, la funcion de masa marginal de X, vig

fo (ko) = P(X2=ko)

= Y P(X1=k1,Xo=kp)
k1€SX1

= ) fxy.x, (k1 k2).

klESXl

m LLas funciones de masa de probabilidad marginales se c
mente en los margenes de |la tabla sumando las proba

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

filas o por columnas.

m | as distribuciones marginales permiten calcular probabili
ranzas, varianzas, medianas, etc. para cada una de |
aleatorias por separado.
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Distribuciones condicionadas

URJC

m Ademas de su distribucion marginal, se pueden considera

buciones de probabilidad para X;j: las distribuciones cq
por un valor particular de X5, ya que, en muchos casos, el|.

ber que la variable X, toma un determinado valor (X, =
la distribucion de probabilidades sobre X;.

s Definicion: La funcion de masa de probabilidad de J
nada a X, = ko, que se denota Xq|Xo = ko, €es

fx, (k1] X2 = k)

P (X1 = k1| X2 = ko)

P (X1 =k1,Xo =ko)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

P (X2 = k)
_ Ixy,.x5 (k1 k2)
fx, (k2)
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Solucion a
4. Del apartado anterior se deduce que,
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Otro ejemplo sobre vectores discretos

URJC

m Ejercicio 2: Para el experimento aleatorio consistente
aire una moneda equilibrada tres veces, consideremos

aleatorias:

X = numero de caras,

Y = numero de cruces que preceden a la primera
1. Determinar la distribucion conjunta del vector aleator
2. Calcular E(X), E(Y), V(X), y V(Y).
3. Calcular E(X|Y =1) y V(X|Y =1).
4. Calcular E(Y|X =2)y V(Y|X = 2).

resolucion:......... pizarra

(*) En caso de obtener 3 cruces (XXX), se considerara que

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

A |
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E(X)
E(Y)
V(X)
V(Y)

Solucion a (parte del)

URJC

1.5,

E(X|Y =1)

41 s.au

0.25.

V(XY =1)
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Probabilidad-Grado en Matematicas (URJCQC)

Sonia Hernandez Alonso

!I Independencia de variables aleator




Independencia de dos variables aleatorias

URJC

En ocasiones, la informacion referida a una variable
Nno incide la distribucion de probabilidades de otra v|

En tales casos se dice que X e Y son independientes.

Nos planteamos la cuestion: ;en qué medida la informaci
una variable aleatoria X incide en |los valores de otra var
ejemplo, la inflacion y la emision monetaria, json varial
dientes?

Definicion: Las variables aleatorias X e Y son independi
cualquier par de conjuntos A, B C R se verifica

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

1

P(XE€AYcB)=P(XcA)xP(YcB)

Puede probarse que la condicion anterior es equivalente
todos los valores x,y € R se verifique

Fxy (z,y) = Fx (z) X Fy (y)

Cartagena99
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Independencia de n variables aleatorias

URJC

s Definicion: Se dice que las variables aleatorias X1, Xo, ..
dependientes si para cualquier coleccion de conjuntos A4
IR se verifica

P(X1€A1,X2€A2,...,Xn€An)
= P(X1€A))XP(Xo€Ay) X...x P(Xp € ¢

s Proposicion 3: Las variables X1, Xo,..., X, son indepe
solo si para todos los valores reales de z1,xo,...,xn, S€ V

F'xy X, Xn (1,22, -, xn) = Fixy (21) X Fix, (22) X ...

[

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

donde Fx, x, . x, €S la funcion de distribucion conju
variables.

m Cuando las variables son independientes, el hecho de
valores que toman un subconjunto de ellas, no afec
tribucion de probabilidades de las demas.

Cartagcna99
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Conservacion independencia por transform

URJC

m Proposicion 4: Consideremos una coleccion de variab
independientes,

Xl,XQ,...,Xn,

y un conjunto de funciones g; : R —- R, para 57 =1,2,...,
Con estos elementos podemos definir una nueva colecciol

Y1 = 91(X1), Yo = go(X2), ..., Yn = gn(Xn).

En esta situacion, las variables aleatorias transformada
son también independientes.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

m Por ejemplo, si X,Y y Z son independientes, entonces la

e

e T
A/ L =~
X —

cos(Y) =0
2 L=~ §
2/ -7+ 3 F—
L =~ §
L

también son variables aleatorias independientes.

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.
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Independencia de variables discretas

URJC

m Como hemos dicho, dos variables aleatorias X e Y son ind
Si para cualquier par de conjuntos A, B C R se tiene que|

P(X€AYeB)=P(X € A) xP(Y € B)

O, equivalentemente si para todos los valores z,y € R se

Fxy (z,y) = Fx (z) X Fy (y)

m En el caso de variables aleatorias discretas esto es equiV
para todos los valores del soporte se verifique

P(X=z,Y=y)=P(X=2)x P(Y =y),

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

es decir, que la funcion de masa conjunta sea el proc
funciones de masa marginales:

L =~ *
fxy (@y)=fx (@) x fy(y) VzeSx, YyesS &

)

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

m Esta condicion resulta facil de verificar en |la tabla de d
que resume la distribucion de probabilidades del vector (& __2

it

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.
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Distribuciones condicionadas e independer

URJC
= Proposicion 5: Cuando X7 y X5 son variables aleator

dientes, se verifica, para todos los valores z1 € Sx; Y z2|.

P (X1 =1z1,X0 = x2)

P(X1=21|Xo=1zp) =

P (X2 = z2)
_ P(Xlza?l)XP(XQZ
P (X2 = z3)
= P(X1=1z1),

O expresado de otra forma, que

Fr, (211X = 22) = Fxi,%5 (21,22) _ fxy (21) fx, (22)

fx, (x2) fx, (x2)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Analogamente se tiene que
fx, (2| X1 = 21) = fx, (x2).

m ES decir, para variables independientes, la distribucion c
por cualquier valor de la otra variable coincide con |

Cartagena99

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al



Otro ejemplo: vector aleatorio discreto

URJC

m Ejercicio 4: La junta de una comunidad vecinal esta for
Vecinos: uno del primer piso, tres del segundo, dos del ter|
cuarto vy uno del quinto. De los 10 miembros de la junta
al azar una comision de dos personas.

Se desea conocer |la representacion que tienen en esta juni
de |los pisos mas bajos.

Sea P el numero de vecinos del primer piso en la con
numero de vecinos del segundo.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

1. Hallar la funcidon de masa conjunta del vector (P, S).

2. Encontrar las distribuciones marginales de P y S. P
L 8

3. Calcular E(P), E(P|S=0), E(P|S=1)y E(P|S=2* —
o

4. Determinar si las variables P y S son independientes. Eﬂﬂ
b1

resolucion:......... pizarra <D

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
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Probabilidad-Grado en Matematicas (URJCQC)

Sonia Hernandez Alonso

!I Covarianza entre variables aleator




Valor esperado de transformaciones de val

URJC

m Sean X una variable aleatoria univariante, vy ¢g . R - R

s Recordemos que, entonces, g(X) es otra variable aleaton

m Ejercicio 5: Sea X una variable aleatoria con funcion d

real.

esperado viene dado por

(Y g(=y) fx (=) en el caso discr
x; €ESx
E(g(X)) =1

/S g(x) fx (x)dxr en el caso cont
\ X

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

1

fx(0) = 0.3,
fx(90) = 0.2,
fx(180) = 0.4,
fx(270) = 0.1.

Si los angulos se miden en grados, jcual es el valor
sen(X)7? ;Y el de cos(X)?

Cartagena99

(L

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.
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Esperanza del producto de variables aleatc

URJC

m E| ejemplo anterior ilustra el hecho de que, en general, p:

m NO obstante, en algunos casos si se da esta igualdad.

s En particular, puede demostrarse que, si X1 Yy Xo> son va

variables aleatorias, X7 vy Xbo,

E(X1 x Xo) # E(X71) x E(X>2),

es decir, que la esperanza del producto de variables 1
qué coincidir con el producto de las esperanzas.

torias independendientes, entonces si se verifica

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

18

E(Xy x Xo) = E(X71) x E(X>2).

Cartagcna99
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Cov(X,Y)=FE[(X —E(X)) x(Y —E(Y))]
Cov(X,Y)=FE[(X —pux) X (Y — py)]

Cov (X, Y)=F[X Y|-F[X]-E[Y]=FE[X-Y]—y
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m Se define |la covarianza entre dos variables aleatorias, X
m Una formula alternativa para la covarianza, que hace los
m Proposicion 7: La covarianza entre dos variables aleat
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igo misma

Cov(X,X)7?

a
. qué es

Cu

i | es la covariaza de X cons
m Dada una variable aleatoria X, jcual es |la covarianza que

misma?
m ES decir
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Cov(X,Y)=0

Variables aleatrorias incorrelacionadas
se dice que las variables son (o estan) incorrelacionad

m Cuando la covarianza entre las variables X e Y es nula, 6
verifica
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0.2,
0.8,

E(X,) = 0.4,

To N4
E(X1 Xo)
E(X1)

ercicio

J

| E

Solucion a
COU(Xl,XQ) = E(XlXQ) — E(Xl) X E(XQ) = 0.2 — 0.8 X

y por consiguiente

m Se tiene que
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Interpretacion de la covarianza

URJC

m La covarianza es una medida de la variabilidad conjt
variables variables X e Y:

e Cuando hay una alta probabilidad de que valores grandg
asociados con valores grandes de Y, v los valores pe
vayan asociados a valores pequenos de Y, la covarian:
tiva.

e Por el contrario, si existe una alta probabilidad de que
des de X se encuentren asociados a valores pequenos
versa, |la covarianza sera negativa.

e Cuando no existe ninguna relacion de tipo lineal

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

>

riables X e Y, |la covarianza entre ellas es O, esto es
variables incorrelacionadas:

m ES importante senalar que la covarianza tiene en cuenta
laciones lineales, por lo que dos variables aleatorias inco
pueden estar relacionadas mediante otro tipo de funcion |
cuadratica, logarimica, sinusoidal, etc)

Cartagena99

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.



"epe.nal eias A 1ages ojsouebey 0192I8) UN 8P SOYIBI9P O SBUSIC BUOIS3| O BIDI|I S8 01USLWINJOP |8 U BPIUSIU0D UgIdewIojul €| IS
*200Z @p olnl ap TT ap ‘021UQJI03|T 010I8WO0D 9P A UOIDBWIIOLU| B] 8P PEP3Id0S | 8P SOIDIAISS ap A3 e ap T'/LT O|ndIuy

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

S1INIANLS d0N3IOS 404 SNOSS3T dLVAIAd IANITINO

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO

Relacion lineal positiva

URJC

[e pNUIA US Oluawnoop ajuasald |8 Us epIusIUOd UgIoBLWIOUI B] 9P a|gqesuodsal ao.y as 0oU W09’ geruabeled Mmm

41 s.au

o) — ™
oo ©
o~O
° 0 00 o00©
o)
o)
o)
0 ©80 o
@D 50 — N
%O
Qo ©©
8 ©° 9
o)
oooooo
o) © ©
[®) CO)
U |\
- X
ooonwo
O o)
o)
e} (@) (@)
o)
o% o
O )
o)
OO%O (o) — O
@] o O
o)
o} o) o)
O o o)
o) © ©
% o)
o)
o O I1__
[ [ [ [ [ [
4 0 - V- 9- 8-
A



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

S1INIANLS d0N3IOS 404 SNOSS3T dLVAIAd IANITINO

ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T

Relacion lineal negativa

3

41 s.au

(@) = ™
OO
o (@)
(@) 08
(@)
(@)
o %o o
OOOO 0] — N
o o o
d %o
(@)
(@)
nmu OOO
ooo
0600 O - X
uO
(@)
Oo (@)
(@)
o o 9
o o)
OO
(@) O o
(@)
O O (@)
o) (@)
@oo
o O O
(@)
(@)
o O I1__
_ _ _ _ _
9 14 4 0 -
A

URJC



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

41 s.au

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

e) O O o o) — <
) © O
o) o)
O ol ©
O o)
o) Q L o
o) &0
o) O uANV
0o © D
o) o)
o) qg ® o)
be)
o) o)
o) o o)
o O )
O a0
O O O
o I x
o)
o O o
) O o
o)
o)
o)
- o
n o ) )
’O O e} o0©O
| mm O o
@) o) o) O O
S o© o ©
O % 7o - T
o)
o)
| - o ) o
@] o) @]
) 0
d O L 4_
Q) _ _ _ _ _
| s
@) 4 T 0 - - c-
e A
/)]

URJC



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

41 s.au

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

® 00 — ™
B
o o
@ 8
o}
o} —
OO@O
o %oo
o} o o
o ~o
O% e}
°© @ o) I
o O
o) © o
© 3
o L o =
o}
Op©O
OOO
o}
o}
oooo —
} O
— Wuo
a o oloo©
v .o | o
_
n o0 O
) o OO
@ O
O )
= 0 Lo
[ [ [ [
c
,O qGT o)) S 0
| s
@ s
(qv]
%

URJC



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

g&ss

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

7] c

© @)

= 0
Q0 @ 4
o L =
S 5 o ;
0 S [
.I e

g} e L®)
2§ S :
3 © X =) o
Q ¢ o | I v
o 2 Z o 5 2
T 2 >~ 0 =
c 0 = ~ (e 7
= 5 | <5 ©
(/)] > ~ > n m
@ c >~ S S e
fa) Q X O < S

o 0 .

S X - S &
- o) ~ S n o
®© v o N N O &
> = o 3 S
O O : c O
T n > @ : T O
S 5 O 2 m >3

o0 .t
N 0 3 - -
s o 2 & S — 0
— 'O m n o o C
— = = c N o=
© = O I C
W a ¢ o Q S 9

O wu c m G
O > 0 v U] O

A oS > © QA 'S

| |

URJC



Ejemplo: covarianza de variables independ

URJC

m La funcion de masa conjunta de las variables aleatorias
que aparece en la siguiente tabla:

X
0 1 2
Y |1]0.15 | 0.09 | 0.01
0.45 | 0.27 | 0.03

m X e Y son variables aleatorias independientes, va qu

P(X=m,Y=n)=P(X=m)xP(Y =n) Vze{0,1,2]

m Por tanto, X e Y tienen que ser necesariamente variabl

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

cionadas, es decir, su covarianza debe ser nula. Par
que esto es efectivamente asi basta observar que

FE(X)=0.44; E(Y)=4, E(XxY)=1.76.
Y eén consecuencia

Cov(X,Y)=E[XxY]-E[X]x E[Y]=1.76 — 0.44

Cartagena99
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Incorrelacion e independencia de variables ¢

URJC

Hemos visto que l|las variables aleatorias independientes
variables incorrelacionadas.

El ejemplo anterior ilustra el hecho de que, el reciproco
macion no es cierto, vya que dos variables aleatorias p
covarianza cero y ser dependientes.

Es decir la incorrelacion no implica independencia.

Esto es debido a que covarianza entre X e Y lo que m
dependencia lineal entre dos variables aleatorias.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Pero, evidentemente, dos variables pueden depender |la u

_ _ - e
mediante otro tipo de relacion. Lo
P—

. = .
Sin embargo, y como ya veremos, en el caso concreto de P
ciones normales o gaussianas, independencia € incorre  3—

=~ §

equivalentes. U

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.
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Limitaciones de la covarianza

URJC

LLa covarianza es una medida de la variabilidad conjunta
bles X e Y que tiene en cuenta sdlo co-dependencias de

Ademas, la covarianza entre dos variables varia si cambig
dades en las que medimos alguna de ellas.

Por ejemplo, si la variable aleatoria X esta esta expresad
SuU covarianza con cualquier otra variable Y sera 1000 vec
la covarianza entre esa misma variable X expresada en k

Por tanto, tiene sentido fijarse en el signo de la cova

su valor absoluto no resulta de utilidad.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Cartagena99
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Matriz de varianzas y covarianzas

URJC

m Sea X = (X1,Xo,...,Xn) un vector aleatorio n— dime

m La matriz de varianzas y covarianzas de X es la matr

( V(X1) Cov(X1,X5) ... Cov(Xq,?

COU(XQ,Xl) V(XQ) COU(XQ,}

K COU(XTL,X]_) COU()(:TL,X]_) V(Xn)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

m Puesto que

Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y]=E[YX]-E[Y]E[X]: =

es evidente que la matriz de covarianzas ¥x es una matr
es decir, verifica ¢’ = Xx

m Ademas puede demostrarse que la matriz de varianzas \
de cualquier vector aleatorio es semidefinida positiva.

Cartagena9
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Vector de medias

m En particular, para variable aleatoria bidimensional,
el vector de medias es

m El vector de medias de X es

m Sea X = (Xl,XQ,..
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Correlacion entre dos variables aleatorias

URJC

m Se define el coeficiente de correlacion entre dos variabl
XvY, como

Cov (X,Y) _ Cov (X,Y)
\/V(X) x V(YY) oxoy

PX)Y —

m Evidentemente, el coeficiente de correlacidon siempre cons
de la covarianza, por lo que

e Cuando hay una alta probabilidad de que valores grandyd
asociados con valores grandes de Y, vy los valores pe
estén asociados con valores pequeinos de Y, PXY sera

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

=

e Cuando existe una alta probabilidad de que valores
se encuentren asociados a valores pequenos de Y v vit &
sera negativo.

)

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

L =~ *

—

L -~ [

s Pero ademas, puede demostrarse que el coeficiente de =42
entre dos variables aleatorias siempre toma valores ent =3

=
decir, —1 < PXY < 1, para cualquier par de variables X ei_ 7}
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Interpretacion del coeficiente de correlacid

URJC

m Esto permite evaluar el grado de dependencia lineal ¢
riables aleatorias.

e Si pxy = 0, es decir, si X e Y son incorrelacionad
ninguna dependencia lineal entre ellas.

e Si pxy =1, X es una funcion lineal de Y con pendier

e Si pxy = —1, X es una funcion lineal de Y con pendie

e Si pxy toma un valor proximo a 1, X e Y tiene
dependencia lineal de tipo positivo.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

e Si pxy toma un valor proximo a -1, X e Y tiene
dependencia lineal de tipo negativo.

e Si pxy toma un valor proximo a 0O, la dependenci:
X eY es leve.

Cartagcna99
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Ejemplo: coeficiente de correlacion

URJC

s Para las variables aleatorias X7 (nimero de abonos qu
(ndmero de abonos organicos) de los ejemplos anteriores
que la matriz de varianzas y covarianzas del vector (X1, |.

m Por tanto su coeficiente de correlacion es

0.36 —-0.12

HXXe) = 0.12 0.24

Cov(X1,XX5)  —0.12

PX1,Xo —

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

\/V(Xl) x V(X5) - V0.36 x 0.24 -

m Este valor del coeficiente de correlacion indica que existe C

lineal negativa entre ambas variables, aunque no muy fu¢

Cartagena99
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URJC

m Para variable aleatoria bidimensional,

)

X
Y

(

la matriz de varianzas y covarianzas es

7 =

/-~
~
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2
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~ =
I
=~ 8
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|
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gl Ejercicio 4 (continuacion)
URlJC

m L3 junta de una comunidad vecinal esta formada por 10
del primer piso, tres del segundo, dos del tercero, tres del
del quinto. De los 10 miembros de |la junta se seleccion:
comision de dos personas.

Se desea conocer la representacion que tienen en esta juni
de |los dos pisos mas bajos. Sea P el numero de vecinos d¢
en la comision y S el numero de vecinos del segundo.

1. Hallar la funcion de masa conjunta del vector (P, S).

2. Encontrar las distribuciones marginales de P y S.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

O O

n

3. Calcular E(P), E(P|S=0), E(P|S=1)y E(P|S=2*
4. Determinar si las variables P y S son independientes.

5. Calcular el coeficiente de correlacion entre Py S.

Cartagena99
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Se dice que un vector aleatorio X = (X3

Vectores aleatorios continuos
continuo si para cada componente 1 = 1,2, ..
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Vectores aleatorios continuos bivariantes

URJC

m La distribucion de probabilidades de un vector aleatorio bi
tinuo, (X1, Xp), viene determinada por una funcion de de
junta, fx. x, (z1,xz2), que satisface

1.—  fxyx,(%1,22) 20 Vz,z0 €R,

2.— / / fxi x, (x1,72) dr1dro =
Sx, /Sx,

m La probabilidad de que el vector aleatorio tome valores ey
nado conjunto se calcula integrando esta funcion de dens
conjunto:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

)
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bo b1
P(a; < X3 §b17a2§X2§b2):/ / fxix, (1,22 <<~
an al L =~ *
—
= .

4

—~2_h
e
=~ 1
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Otro ejemplo: funciones de densidad mardg

URJC
m Se desea analizar la proporcion (o tanto por uno) que |

desechos organicos (X) y los microorganismos patdgen
agua de cierta region. Su funcion de densidad bivariante
(

2

g(w-l-Qy) para0<z<1l, 0<y
fxy (z,y) =4

0 en otro caso.

\

Queremos saber cual es la proporcion esperada de cad
sustancias contaminantes por separado.

m |3 funcion de densidad marginal de X es

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

1)

fX($)=f1(SU)=/_o;fX,Y($,y)dy =\ /19

Cartagena99
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Funciones de densidad condicionadas

URJC

m Al igual que ocurre en el caso discreto, cuando se sabe que
ha tomado un determinado valor, |la distribucion de prob
la otra variable aleatoria puede verse modificada.

m La funcidon de densidad de X7 condicionada por la o
suceso Xo = x5 ( X1|Xpo =x5) €s

fxi.x, (1,22)
fx, (x2)

Esta funcion de densidad tiene sentido si (y sélo si) xo €

fx, (1| Xo = x2) =

m De igual forma, para zq1 € SXl, podemos considerar |

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

densidad de X» condicionada por el suceso X1 = x1 ( X»

fxq,x, (x1,22)

fx, (z1)

fx, (22| X1 =21) =

Cartagena99
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Ejemplo: funciones densidad condicionada:

URJC

m En el caso de los dos elementos del mineral, la funcion de

X1 condicionada por que ha ocurrido Xo = x> (con zo >|.

fx; (x1|Xo = x2) = 4

2e 1

3.3 Sl x1 > 0,

O

m Observamos que en

0 Si z1 <0

\

este caso se verifica fx, (z1|Xo =

para todo xo, es decir, que las funciones de densidad ¢
por cualquier valor de X» coinciden con la marginal.

m De forma similar se comprueba que, si x1 > 0,

( — —
Ge—2%1—3%2 4.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

3e7 372 i 25 > 0,

fx, (2| X1 =21) =

m Como puede verse,
para todo z;.

0 Si x5 < 0

también se verifica fx, (z2|X1 = =1

Cartagena99
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Otro ejemplo: funciones densidad condicig

URJC

En el egilemplo de los contaminantes del agua, suponga
bemos que la proporcion de sustancias radioctivas es
queremos saber cOmo se distribuye |la probabilidad para
(proporcion de microorganismos patdgenos)

La densidad de X condicionada a Y =y (con y € (0,1))

(2 (z+2y)

Fay =y =] 3@+

O

\

En particular, la densidad de X condicionada por Y = O.!

fx (z|]Y = 0.25) = «

Si0O<zxz<1,

en otro caso,

(22 +1

0

\

( 2z + 4y
144y

O

\

Si 0O <x <1,

en otro caso.

Notese que, en este caso, fx (z|]Y = 0.25) # fx(x).

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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m Recordemos que dos variables aleatorias X e Y son ind
Si para cualquier par de conjuntos A, B C R se verifica

P(XE€AYcB) =P(XcA) xP(YcB).

m Puede demostrarse que, en el caso de variables aleator
esto es equivalente a que para todos |los valores del soport

fxy (x,y)=fx (@)X fy(y) VzeSx, Vyes

es decir, que la funcion de densidad conjunta sea el |
las funciones de densidad marginales.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Cartagcna99
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y sea A cualquier matriz de dimension p x n con p < n.
lineal, la variable resultante es también normal.

Transformaciones lineales de normales
m Sea X un vector aleatorio con distribucion gaussiana,

m Puede probarse que la distribucion de Y también es ¢
m Es decir, al aplicar cualquier transformacion a una

m Consideremos el vector aleatorio

m MAas concretamente
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Independencia de variables gaussianas

URJC

m En el caso de distribuciones normales, independencia

cion son equivalentes.

Es decir, si X e Y son variables gaussianas, entonces se
dientes si y soOlo si su matriz de varianzas y covarial
Mmatriz diagonal, esto es, de |la forma

a O

XXy = :
O b

cona >0, b > 0.

Recordemos que las variables independientes siempre

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

lacionadas, pero que el reciproco, en general, no es cier

Sin embargo, para variables gaussianas, la incorrelacion
independencia.

™
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