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2.	Dinámica	de	Electrones

• Dinámica de Electrones, modelo semiclásico.
• Masa efectiva para huecos y electrones.
• Frecuencia de Ciclotrón y Efecto Hall
• Superficies de Fermi.
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Dinámica	Semiclásica
Sommerfeld

(Electrones libres)
Bloch

(Electr. en potencial periódico)

nº’s cuánticos 
(sin spin) 𝒌 𝒌 , n

Rango Todo el espacio 𝒌 Î 1ZB, n Î Z

Energía 𝐸# = 	ℏ
'𝑘'

2𝑚+ 𝐸,,#./ = 	𝐸,,#

Velocidad v = (1 ℏ)⁄ 	∇#𝐸# v = (1 ℏ)⁄ 	𝛻#𝐸,,#
Funciones de 
onda 𝜓# 𝑟 = 	 𝑒;#·=⃗

𝜓,,# 𝑟 = 	𝑢,,#(𝑟)𝑒;#·=⃗

𝑢,,# 𝑟 + 𝑅 = 𝑢,,# 𝑟

Dinámica 
semiclásica d𝑟

dt+ = 	ℏ
𝑘
𝑚		

ℏ	 𝑑𝑘 𝑑𝑡+ = −𝑒(𝐸 +	 �⃗�	𝑥	𝐵)
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Dinámica	Semiclásica

La velocidad de un electrón en un cristal viene dada por la velocidad de grupo
del paquete de ondas de Bloch.

𝑣# = (1 ℏ)⁄ 	𝛻#𝐸#

𝑘	𝑦	𝑟 representan el momento y la posición medios alrededor de los cuales el
paquete de ondas está localizado. Todo ello limitado por el principio de
incertidumbre.

El modelo semiclásico predice cómo evolucionarán 𝑘	𝑦	𝑟 en presencia de
campos eléctricos y magnéticos utilizando la ecuación del movimiento:

ℏ	 𝑑𝑘 𝑑𝑡+ = −𝑒(𝐸 +	 �⃗�	𝑥	𝐵)
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Dinámica	Semiclásica
Suponemos conocida la estructura de bandas del cristal para poder obtener
información de las propiedades de transporte:

• Las bandas de energía tienen mínimos y máximos en el centro y bordes de la Z.B.

• En los mínimos y máximos las bandas son aproximadamente parabólicas.

RECORDAR que ℏ𝑘 es	el	momento	cristalino	y	no	el	momento	del	electrón.
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Dinámica	Semiclásica
Los electrones siguen la distribución de Fermi-Dirac para ocupar los estados
permitidos.

Si suponemos que los campos externos aplicados 𝐸	𝑦	𝐻 no son excesivamente
intentos, no producirán transiciones entre bandas por lo que el índice de banda
será una constante del movimiento y el número de electrones en cada banda
será una constante.

Dado que cada banda es distinta, las propiedades de cada banda serán
distintas. En equilibrio, o cerca de él, las bandas con energías mayores en kBT
que la EF estarán vacías. Por tanto, sólo se considerarán unos pocos niveles
para describir las propiedades de transporte.
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Dinámica	Semiclásica
Una banda se considera llena cuando todos los niveles de energía están por
debajo de la Energía de Fermi. Una banda llena no contribuye a las propiedades
de transporte.

Lo inverso no es cierto: sólidos con un número par de electrones pueden ser
conductores si hay solapamiento de bandas de energía.

Un sólido con todas las bandas llenas o vacías será un aislante térmico (sin
considerar los fonones) y eléctrico.

CONSECUENCIAS:

Como el número de niveles en cada banda es justo 2 veces el número de
celdas primitivas si tenemos en cuenta el spin (spin ↑ y spin ↓), sólo los sólidos
con un número par de electrones por celda primitiva llenarán las bandas.
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Dinámica	Semiclásica
Describe como evolucionan la posición 𝑟 y el momento 𝑘	de un electrón de la 
banda n en presencia de campos externos y en ausencia de colisiones.
 
(nos referimos a un paquete de ondas construido con estados de la banda n) 

1. El índice de banda es una constante de movimiento ( ∄ transiciones entre 
bandas)

2. El vector de onda de un e- está definido salvo la adición de un vector de la red 
red recíproca �⃗� ∶ 𝑛, 𝑟, 𝑘		𝑦			𝑛, 𝑟, 𝑘 +	 �⃗� describen el mismo electrón ⇒ todos los 
vectores 𝑘 de una banda están en la primera zona de Brillouin (ZB), la celda 
primitiva de la red recíproca.

3. Ecuaciones de movimiento semiclásicas:

𝑣# = (1 ℏ)⁄ 	𝛻#𝐸#

ℏ	 𝑑𝑘 𝑑𝑡+ = −𝑒(𝐸 +	 �⃗�	𝑥	𝐵)
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En una estructura de bandas de un sólido, la energía cumple 𝐸, 𝑘 = 𝐸, −𝑘 	y
la velocidad �⃗�, 𝑘 = −�⃗�, −𝑘 	.

Dinámica	Semiclásica

Debe cumplirse que :

0 = O
𝑑𝑘
2𝜋 Q �⃗�, 𝑘 = 	O

𝑑𝑘
2𝜋 Q �⃗�, 𝑘

	

RSTU
+ O

𝑑𝑘
2𝜋 Q �⃗�, 𝑘

	

VWS

	

XY

𝐽, = 2(−𝑒)O
𝑑𝑘
2𝜋 Q �⃗�, 𝑘 ⇒

	

XY

𝐽, = −𝑒O 2
𝑑𝑘
2𝜋 Q �⃗�, 𝑘

	

RSTU
= +𝑒O 2

𝑑𝑘
2𝜋 Q �⃗�, 𝑘
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La corriente producida ocupando con electrones un conjunto específico de niveles
es la misma que la corriente que se produciría si:

• Ese conjunto de niveles no está ocupado y
• Ocupamos todos los otros niveles de la banda con partículas de carga +e

Dinámica	Semiclásica

𝐽, = −𝑒O 2
𝑑𝑘
2𝜋 Q �⃗�, 𝑘

	

RSTU
= +𝑒O 2

𝑑𝑘
2𝜋 Q �⃗�, 𝑘

	

VWS

Los	huecos	se	comportan	dinámicamente	como	partículas	cargadas	de	carga	positiva	
con	una	masa	efectiva	m*,	¿cuál	sería	esta	masa	efectiva?
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Dinámica	Semiclásica
𝑘\	𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜	𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎: 		𝐸 𝑘 = 𝐸 𝑘\ + 𝐴 𝑘 − 𝑘\

'
= 𝐸 𝑘\ +	

ℏ'

2𝑚∗ 𝑘 − 𝑘\
'

𝑘\	𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜	𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎: 		𝐸 𝑘 = 𝐸 𝑘\ − 𝐴 𝑘 − 𝑘\
'
= 𝐸 𝑘\ −	

ℏ'

2𝑚∗ 𝑘 − 𝑘\
'

𝑘\	𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜:	�⃗� 𝑘 = 	+
ℏ	(𝑘 − 𝑘\)

𝑚∗ ⟹ 𝑣	(𝑘̇ ) = +
ℏ
𝑚∗ �̇� = −

𝑒
𝑚∗ 𝐸			(𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑜𝑛𝑒𝑠)

𝑘\	𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜:	�⃗� 𝑘 = −
ℏ	 𝑘 − 𝑘\

𝑚∗ ⟹ 𝑣	(𝑘̇ ) = −
ℏ
𝑚∗ �̇� = +

𝑒
𝑚∗ 𝐸			(ℎ𝑢𝑒𝑐𝑜𝑠)

En	general:

𝑣	(𝑘̇ ) = −
𝑒
𝑚∗ 𝐸			𝑐𝑜𝑛	 1

𝑚∗ = 	
1
ℏ' 	

𝜕'𝐸 𝑘
𝜕𝑘;𝜕𝑘m
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Electrones libres Electrones Bloch Ec. Boltzmann Cond. Eléctrica Efectos termoeléctricos Transporte con H̄ Mec. de dispersión Cuantización

Masa efectivas de electrones y huecos en semiconductores [Kittel]

Electrones libres Electrones Bloch Ec. Boltzmann Cond. Eléctrica Efectos termoeléctricos Transporte con H̄ Mec. de dispersión Cuantización

Masa efectivas de electrones y huecos en semiconductores [Kittel]

El valor de la masa efectiva depende de la curvatura de
las bandas

APROXIMACIÓN DE MASA EFECTIVA:
Cuando las bandas son parabólicas (cerca de los
máximos y mínimos) la masa efectiva es contante.
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Dinámica	Semiclásica
Cuando un e- se aproxima a un plano de Bragg el campo eléctrico lo mueve hacia
niveles en los que cada vez es más probable que sea reflejado en la dirección opuesta
(justo en el borde de zona las ondas se convierten en estacionarias !).

⇒ Oscilaciones	de	Bloch:	Un	campo	𝐸 continuo	induciría	una	corriente	alterna	!!

¿por	qué	no	se	observan	normalmente	estas	oscilaciones?

Lo	evitan	las	COLISIONES:	Para	valores	típicos	del	tiempo	de	relajación	𝜏 (tiempo	medio	
entre	colisiones)	el	e- modifica	su	𝑘 en	una	fracción	muy	pequeña	de	las	dimensiones	
de	la	Zona	de	Brillouin (ZB).

𝐸 	∽ 	10p' 	q Sr⁄ ; 	𝜏	 ∼ 	 10puv	𝑠		 ⟹ 	 w x y
ℏ
		∼ 	 u

u\
	𝑐𝑚pu

Y	las	dimensiones	típicas	de	ZB		∼ 1/a			∼ 108 cm-1
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Dispersión	de	electrones	de	Bloch.

• El	problema	de	las	colisiones.	Los	conductores	normales	presentan	resistencia	
eléctrica.

• En	una	red	periódica	perfecta	no	hay	procesos	de	dispersión	o	colisiones.	Las	
ondas	de	Bloch se	propagarían	sin	pertubar.

En	la	aproximación	de	un	electrón,	hay	dos	fuentes	de	dispersión:

• ELÁSTICA:	defectos	de	la	red,	fijos	en	espacio	y	tiempo

• INELÁSTICA:	vibraciones	de	la	red,	varían	con	el	tiempo
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CONDUCTIVIDAD	ELÉCTRICA:

Electrones libres Electrones Bloch Ec. Boltzmann Cond. Eléctrica Efectos termoeléctricos Transporte con H̄ Mec. de dispersión Cuantización

Variación de la resistividad con T. Mecanismos de dispersión

⇢(T ) =
1
�

=
m⇤

ne2
1
⌧

⌧ contiene toda la dependencia en T

No hay dispersión en un cristal ideal para los
electrones Bloch.

I Desviaciones de la periodicidad ideal:
Defectos y fonones (fluctuaciones térmicas
de los iones).

I Efectos de interacción electrón-electrón:
fallo de la aprox. de e� independientes

¿Cuales son los mecanismos dominantes?

I T �: Dominan los fonones de energía
maxima (⇢ ⇠ T )

I T intermedia: fonones de baja energía
(⇢ ⇠ T 5) (hay desviaciones en muchos
materiales).

I T ⌧ defectos (⇢ ⇠ cte) y int.
electrón-electrón (⇢ ⇠ T 2, sólo se observa
si la concentración de defectos es baja).

¿Cuáles	son	los	mecanismos	Dominantes?

T >> : Dominan los fonones de
energía máxima (𝜌 ∼ T)

T intermedia : Dominan los fonones
de baja energía (𝜌 ∼ T 5) (Hay
desviaciones en muchos materiales)

T << : Defectos (𝜌 ∼ cte.) e
interaciones elect.- electr. (𝜌 ∼ T 2 ),
sólo se observa si la concentración de
defectos es baja.
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CONDUCTIVIDAD	ELÉCTRICA: 𝜌 𝑇 = 	

1
𝜎 = 	

𝑚∗

𝑛𝑒' 	
𝟏
𝝉

𝝉 contiene	toda	la	dependencia	en	T

Electrones libres Electrones Bloch Ec. Boltzmann Cond. Eléctrica Efectos termoeléctricos Transporte con H̄ Mec. de dispersión Cuantización

Variación de la resistividad con la temperatura: defectos.
Defectos: vacantes, impurezas (substitucionales o intersticiales): Centros de

dispersión localizados y distribuidos al azar por el cristal
) dispersión elástica (conserva la energía) e independiente de T.
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Electrones libres Electrones Bloch Ec. Boltzmann Cond. Eléctrica Efectos termoeléctricos Transporte con H̄ Mec. de dispersión Cuantización
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dispersión localizados y distribuidos al azar por el cristal
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Defectos:	vacantes,	impurezas	(substitucionales o	intersticiales),	son	centros	de	
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(conserva	la	energía)	e	independiente	de	T.
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Dinámica	Semiclásica
COLISIÓN	ELECTRÓN-ELECTRÓN	:	Se	conserva	la	energía	y	el	momento

kF
1

3

2

4

𝐸u +	𝐸' = 𝐸Q + 𝐸v	

𝑘u + 𝑘' = 𝑘Q + 𝑘v + �⃗�

𝐸u > 𝐸�
𝐸' < 𝐸�

		⟹ 𝐸Q > 𝐸�
𝐸v > 𝐸�

𝐸u +	𝐸' = 𝐸Q + 𝐸v > 2𝐸�	

𝑘u − 𝑘Q = 𝑘v − 𝑘'

A	temperaturas	de	1K	la	probabilidad	de	dispersión	e-e	es	un	factor	10-10 veces	más	
pequeña	que	la	dispersión	e-defecto.

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



DINÁMICA	SEMICLÁSICA

Dinámica	Semiclásica
COLISIÓN	ELECTRÓN-ELECTRÓN	:	Se	conserva	la	energía	y	el	momento

kF
1

3

2

4

𝐸u +	𝐸' = 𝐸Q + 𝐸v	

𝑘u + 𝑘' = 𝑘Q + 𝑘v + �⃗�

𝐸u > 𝐸�
𝐸' < 𝐸�

		⟹ 𝐸Q > 𝐸�
𝐸v > 𝐸�

𝐸u +	𝐸' = 𝐸Q + 𝐸v > 2𝐸�	

𝑘u − 𝑘Q = 𝑘v − 𝑘'

A	temperaturas	de	1K	la	probabilidad	de	dispersión	e-e	es	un	factor	10-10 veces	más	
pequeña	que	la	dispersión	e-defecto.

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



DINÁMICA	SEMICLÁSICA

Dinámica	Semiclásica
Aproximación	del	tiempo	de	relajación:	Un	sistema	que	se	encuentra	fuera	del	
equilibrio,	vuelve	al	equilibrio	mediante	procesos	de	dispersión.

kF

dkx kx

k
y

kx

f
dkx

f0 f

f	– f0

kF
kx

dkx

La	nueva	distribución	sólo	se	diferencia	
de	la	situación	de	equilibrio	alrededor	
del	nivel	de	Fermi
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Dinámica	Semiclásica
Paso	de	una	situación	estacionaria	de	no	equilibrio	(esfera	A)	a	una	
situación	de	equilibrio	(esfera	B)

dkx

kx

k
y

A

B

dkx

kx

k
y

A

C
B

Necesidad de dispersión inelástica para
volver al equilibrio: interacción con fonones.
EA ≠ EB

Dispersión elástica: EA = EB
Además hace falta dispersión inelástica
para llegar a EC
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Dinámica	Semiclásica
¿Cómo	se	combinan	estos	mecanismos?	.	REGLA	DE	MATTHIESEN

Electrones libres Electrones Bloch Ec. Boltzmann Cond. Eléctrica Efectos termoeléctricos Transporte con H̄ Mec. de dispersión Cuantización

¿Cómo se combinan estos mecanismos?: Regla de Matthiesen.

1
⌧

=
1
⌧1

+
1
⌧2

+
1
⌧3

+ · · ·

donde los ⌧j son los tiempos de relajación para cada uno de los diferentes procesos de
dispersión (scattering) (dispersión por defectos, emisión y absorción de fonones, etc)
El mecanismo de dispersión con ⌧j más pequeño es el que domina, por lo que
podemos identificar regiones de temperatura en la que uno de los mecanismos es el
dominante y olvidarnos del resto.

¿Cuando falla esta aproximación?

I El resultado de un proceso de dispersion influye en el resultado de otro.
I Uno o mas de los ⌧j depende fuertemente de k̄.
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Dinámica	Semiclásica

CURVA	UNIVERSAL	DE	GRÜNEISEN

R/RQ en	función	de	T/Q,	donde	Q	es	la	
temperatura	de	Debye
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