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Espacio euclideo.
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Producto escalar. Espacio vectorial euclideo

Definicién (Producto escalar)
Sea V' un R-espacio vectorial y sea (, ): V x V — R una
aplicacion que verifica:

1. (u,v) = (v,u) para todo u,v € V.

2. (u+v,w) = (u,w) + (v,w) para todo u,v,w € V.
3. (Au,v) = Xu, v) para todo u,v € V, A € R.

4. (u,u) > 0 para todo u # 0.

Diremos que la aplicacion determina un producto escalar asociado
aV. Elpar(V,(,))es un espaao vectorial euclldeo .
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Espacio euclideo.
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Propiedades y ejemplo

Propiedades

Sea (V,(,)) un espacio vectorial euclideo. Entonces:
e (v,0) =0 paratodov e V.
o (Au+ pv,w) = X\u,w) + p(v,w) para todo u,v,w € V,

A p e R
o (v,v) =0 siysdlosiv=0.

Ejemplo (Producto escalar usual)

Un ejemplo de espacio vectorial euclideo es R" con el producto
escalar usual que se define del siguiente modo:

Cartagens99 | o ine FRNATEARSSRNG HQFS
AR 0L AR o A0 S e RS BB SRR B R LR e 50




cio
@000

Matriz de Gram

Definicién (Matriz de Gram)

Sea V' un R-espacio vectorial de dimension finita y sea (, ) un
producto escalar asociado. Dada una base de V, B = {ey,..., e},
denotamos aj; = (e, ej>. Llamamos matriz de Gram respecto de B
a la matriz A = (aj;).

Por la propiedad 1 del producto escalar, A es una matriz simétrica.
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Espacio euclideo.
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Representacion matricial del producto escalar

Una vez conocida A, es inmediato calcular (x,y) para cualesquiera
dos vectores x,y € V haciendo uso de dicha matriz. En efecto, si
X e y tienen coordenadas con respecto a B

XB:(Xla"'yxn) YB:(}/I>"'7yn)7
entonces

(x,y) = (xier+--+xnen,y1€1+ -+ Ynen)
= Zﬂj:l xiyj(ei, &) = Z?,j:]. ajjixjyj = X*AY
X1
siendo X = . La expresion matricial del

Wﬁﬁ%ﬁ?ﬁ@ﬁ%@%@ﬁ%’a@éﬁ%ﬁéﬁéﬁéﬁ@%@éﬂ@Wéﬁﬂ%@éﬁ%



cio
[eJe] le]

Representacion matricial del producto escalar

Definicion

Una matriz simétrica A € M,(R) se dice que es definida positiva si
para todo X € R", X # 0, se tiene X*AX > 0

Proposiciéon

Si A € M,(R) es simétrica y definida positiva, entonces

(X,Y)=X'AY, con X,Y € R"

determina un producto esca/ar en R". De hecho, todos /os

meAdii~tac AcmalAvaA @D
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Representacion matricial del producto escalar

Los siguientes criterios permiten decidir cudndo una matriz simétrica
es definida positiva y, por tanto, determina un producto escalar.

Proposicién (Criterio de Sylvester)
Sea A € M,(R) simétrica y sea A; = Det(A;), donde

a1 - a1

it -0 dij

Entonces A es definida positiva si y solo si A; > 0 para todo
i=1,...,n




Definicién (Norma de un vector)

La longitud, norma o médulo de un vector v € V se define como

Vil = v{v,v)

Si||v]| =1, se dice que v es unitario.

A
_..‘
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Propiedades de la norma

Propiedades

o |lv||>0y]v|] =0siysélosiv=0.

(]

IAv]| = |A|||v]| para todo A € R y para todo v € V.

Dado v # 0, ﬁ es un vector unitario.

Para todo u,v € V, |(u,v)| < ||ull||v||. Esta propiedad se
conoce como desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todo u,v € V, ||u+ v| < ||u|| + ||v||. Esta propiedad es

la desigualdad trianular 0 de I\/Iinkowski
w
\/
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Definicién (Angulo entre dos vectores)

Para todo par de vectores no nulos u,v € V, el dngulo entre u y v
se define como el tinico nimero 6 € [0, ] tal que cosf = m
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Ortogonalidad

Definicién (vectores ortogonales. Bases ortogonales)

@ Dados u,v € V no nulos, diremos que son ortogonales o
perpendiculares si (u,v) = 0. Obsérvese que u, v son
ortogonales si y sélo si cos = 0, siendo 6 el angulo entre u y
v, lo que es equivalente a decir que 0 = /2.

@ Una base B de vectores de V es ortogonal si sus vectores son
ortogonales entre si. De ser también unitarios, se dice que la
base es ortonormal.
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Propiedades

Propiedades

o Si{u1,...,ux} son vectores no nulos de V, ortogonales entre
si, entonces son linealmente independientes.
° Si B={u,.. u,,} es una base ortogonal de V/, entonces
{HU1H s T ”} es una base ortonormal de V.

Proposiciéon
Sea B = {ey, ...
xeV,

,€n} una base ortogonal de V. Entonces, dado

_ <X, el) )

DA DD
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Espacio euclideo.
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Teorema de Gram-Schmidt

Teorema (Gram-Schmidt)

Dada una base B = {u1,...,un} de un espacio vectorial euclideo
V, existe una base ortogonal B’ = {ey, ..., e} tal que
L(ui,...,u) = L(e1,...,e) paratodor=1,...,n. Los vectores
de la base B’ seran:
€1 = W
(u,e1)
= up— e
= 27 Yal?
(Un7el> <Ll,-,,e,,71>
en = Up— € — - — en—
n T Tal? = Ten—1? n—1
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Subespacios ortogonales. Complemento ortogonal

Definicién (Subespacios ortogonales. Complemento ortogonal)

@ Sea v € V no nulo y sea W subespacio vectorial de V. Se
dice que v es ortogonal a W, v L W, si (v,w) = 0 para todo
we W.

@ Dos subespacios vectoriales Wy, W, de V se dicen
ortogonales, Wy | Wh, si para todo wy € Wj y wy € W se
tiene que (wy, wp) = 0.

@ Si W es un subespacio vectorial de V' de dimension k < n, el
conjunto
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Subespacios ortogonales. Complemento ortogonal

Proposiciéon

En las condiciones de la definicion anterior, se tiene:

o v#0 cumple v L W siy sélo si es ortogonal a los vectores
de una base de W.

o Wi L Wh5 siy sdlo si los vectores de una base de Wi son
ortogonales a los vectores de una base de W5.

o W es un subespacio vectorial de VV de dimensién n — k. De
hecho, V = W & WL

ADRDCC TN LA

A
\/
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Proyeccién ortogonal

Definicién (Proyeccién ortogonal)

Sea W un subespacio vectorial de V. Como V = W @& W, todo
v € V se escribe de modo tinico comov =w +uconw € W y

u € W, El vector w recibe el nombre de proyeccién ortogonal de
v sobre W'y se denota por w = py/(v), mientras que u es la
proyeccion ortogonal de v sobre W y se escribe u = pyy.(v).
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Proyeccién ortogonal

El siguiente resultado proporciona un método rapido para calcular
proyecciones ortogonales sobre un subespacio vectorial.

Proposicion

Sea W un subespacio vectorial de V y seav € V. Si

Bw = {wa,...,w,} es una base ortogonal de W, entonces, la
proyeccion ortogonal de v sobre W es

(v, wq) (v, w)

wy+ -+
w2 w2 ;

| .
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Definicidn de isometria

En esta seccidn nos interesamos por el estudio de aquellas apli-
caciones lineales f : V' — V' definidas entre espacios vectoriales
euclideos que conservan longitudes y dngulos.

Definicién (Isometria)

Un homomorfismo f : V — V', con V y V' espacios vectoriales
euclideos, es una isometria o aplicacién ortogonal si conserva el
producto escalar, es decir, si

(f(x),f(y)) = (x,y)  paratodox,y € V.

Chntnandamac ~niin Al LA NG
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Propiedades

Propiedades

e f es una isometria si y solo si ||x|| = ||f(x)|.

@ Sif es una isometria, el dangulo o entre x,y € V no nulos y el
dngulo [ entre f(x), f(y) € V' coinciden.

@ Sif es una isometria, f es inyectiva.
e Sif:V — V' es unaisometria con dim(V) = dim(V') =
entonces f es un isomorfismo y f~! es una isometria.

e Sif es una isometria y {u1,...,u,} son ortogonales (resp.
ortonormales), entonces
{f(u1),...,f(u,)} son también ortogonales (resp.
ortonormales).




Isometrias.

Caracterizacion matricial para endomorfismos

A partir de ahora, consideraremos las isometrias f : V — V/, con V
un espacio vectorial euclideo de dimensién finita.

Proposicién (Caracterizacién matricial)

Sea f : V — V un endomorfismo de un espacio vectorial euclideo
de dimensién finita. Si B es una base ortonormal de V/, entonces f
es una isometria si y sélo si su matriz asociada, A= M(f,B),
respecto de B es ortogonal, esto es, At = AL

Definicién (Transformaciones directas e inversas)

Seaf:V — V una /sometrla Si det(f) =1, esto es, el
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Isometrias en R* y R
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Isometrias en R?: rotacidn

Aunque los préximos resultados son validos para espacios euclideos
de dimensién 2 y 3 cualesquiera y se generalizan facilmente a es-
pacios de dimensién n, trabajaremos sélo con R? y R3 dotados del
producto escalar usual.

Teorema (Isometrias de R2: rotacién)

Sea f € End(R?) una isometria. Pueden darse dos situaciones:
i) Sidet(f) =1, para toda base ortonormal B

M(f,B) = <

cosax —senc
sen o Cos «

ANEO ERVIARHTYSAPE 6§30
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Isometrias en R?: simetria

Teorema (Isometrias de R?: simetria)

ii) Sidet(f) = —1, para toda base ortonormal B

seno — Cos

M(f,B) = <

El valor de o depende de la base elegida. De hecho, existe
una base ortonormal B’ = {v1, v} tal que

cosa  sena >

st
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Isometrias en R?: simetria

Los autovalores 1 y -1 y los autovectores vy y v» se calculan asi:

cosa—t sena
p(t) = =t? —cos’a — sen®a =0
sena —cosa — t

De modo que t = +1. Para t = 1, se obtiene el subespacio propio
de ecuacién

(cosa — 1)x + (sena)y = 0.

Con las férmulas del dngulo doble:
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Isometrias en R* y R
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Isometrias en R?: simetria

Si sen(a/2) # 0, resulta:

sen(a/2)x — cos(a/2)y =0

Este autoespacio asociado al autovalor 1 (recta de simetria) es la
recta de vector director v; = (cos(a/2), sen (a/2)).

Al ser la matriz simétrica, el autoespacio asociado al autovalor

-1 serd perpendicular a vy, y tendrd como vector director a v, =

(—sen (a/2), cos(a/2)).
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Isometrias en R* y R
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Isometrias en R3: rotacidn

Teorema (Isometrias de R3)

Consideremos R3 con el producto escalar usual y una isometria
f € End(R3). Pueden darse dos situaciones:

i) Sidet(f) =1, existe una base ortonormal B = {v1, v, v3} tal
que

1 0 0
M(f,B)=| 0 cosa —sena
0 sena cosa

Se dice que f es una rotacion de dangulo o alrededor de la

recta L(V1) ENCENOIARGIA O €D WA 1 wonlo
ME-O BNV ATSAPS 62
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Isometrias en R3: rotacién compuesta con simetria

Teorema (Isometrias de R3)

i) Sidet(f) = —1, existe una base ortonormal B = {vy, vs, v3}

tal que
-1 0 0
M(f,B) = 0 cosa —sena

0 sena cosa

Aqui, v1 es autovector con autovalor asociado —1.

o Sia =0, se dice que f es una simetria en R? respecto de
L(V27 V3) ,
A A A
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