Leccion 2: Combinatoria

Quizas algin estudiante no esta familiarizado con la combinaroria. FEl
objetivo de esta leccion es dar los conceptos basicos de de esta disciplina.

1 Variaciones

1.1 Variaciones ordinarias

Ejemplo 1 Supongamos que tenemos 4 colores
Azul= A, Rojo= R, Blanco= B, Amarillo= M.

Con estos 4 colores queremos ver cuantas banderas podemos fabricar.
Si la la bandera tiene por ejemplo tres colores, la forma que tendra es

I

donde cada rectangulo lo pintamos de un color. Si utilizamos el azul, rojo y
blanco, esta claro que las siguientes dos banderas son diferentes:

A | R [ B ] [R[]A]B ]

Observamos que interviene el orden, si a la izquierda estd el azul, en el
centro el rojo y a la derecha el blanco, la bandera que obtenemos es diferente
a la que tiene el color rojo a la izquierda, azul en el centro y blanco a la
derecha.

Banderas utilizando un solo color
Solo podemos fabricar 4.

A L r J[ B J[ M

Banderas utilizando dos colores

Si el lada izopuerdo de 1a handera 1o nintamos de aznnl entonces tendremas
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A [ R J[A B [ A M ]

Como el lado izquierdo lo podemos pintar de 4 colores diferentes, el nimero
total de banderas de dos colores serd 4 - 3.

Podiamos haber reformulado el problema de la siguiente forma: Si con-
sideramos el conjunto P = {A, R, B, M }, ;Cuantos subconjunto ordenados
(interviene el orden) de dos elementos de P, podemos obtener?.

AR, AB, AM, RA,RB, RM, BA, BR, BM, MA, MR, MB.

Que intervenga el orden, quiere decir que AR es diferente a RA, lo cual es
obvio en el caso de las banderas.

La respuesta es 12. Lo representamos como V2, se lee variaciones de 4
elementos tomados de 2 en 2, y como hemos deducido con el ejemplo de las
banderas

Vi=4-3=12.

Banderas utilizando tres colores
El lado izquierdo de la bandera puede estar pintado de 4 colores diferentes.

Al [ JER[ [ JEB] [ JIM[] [ |

Supongamos que fijamos un color, por ejemplo el amarillo, entonces el centro
de la bandera puede estar pintado con 3 colores diferentes.

(M[A] J[M[R] | [M][B] |

Supongamos que fijamos un color, por ejemplo el blanco, entonces para el lado
derecho de la bandera nos quedan solo el azul y rojo, esto es, 2 posibilidades.

(M[B[A] [M]B]|R]

El ntmero total serd
Vi=4.3-2=24.

V2 se lee variaciones de 4 elementos tomadas de 3 en 3.
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El lado izquierdo de la bandera puede estar pintado de 4 colores diferentes.

Al T TR BT[] [ [ ]

Supongamos que fijamos un color, por ejemplo el rojo, entonces el trozo de
bandera que esta al lado del trozo pintado por rojo, puede estar pintado con
3 colores diferentes.

(RIa[ [} [R[B] | | [RIM] [ |

Supongamos que lo pintamos de blanco, entonces el trozo que esta a la
derecha del blanco solo puede ser pintado de dos colores, el azul o el amarillo

[RIB[A] | (RIB[M] |

Si fijamos el amarillo, entonces el trozo que queda a la derecha de la bandera
solo puede ser pintado de un color, de azul

[RIB[M[A]

El ntmero total seré
Vi=4-3.-2-1=24.

V! se lee variaciones de 4 elementos tomadas de 4 en 4.
g

Definicién 2 Se llama variaciones ordinarias de m elementos toma-
dos de n en n, n < m, a los distintos grupos formados por n elementos de
forma que:

1. Importa el orden, en el sentido especificado en el ejemplo.
2. No se repiten los elementos en un mismo grupo.

De entre los m elementos, el numero de grupos de n elementos con las car-
acteristicas antes indicadas es:

Vi=m(m—1)(m—-2)---(m—n+1).

m
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o V3=7.6-5=210.
e V5=8-7-6-5-4=06720.
o Vi=4.3.2.1=24.
O

Ejemplo 4 ;Cudntes numeros de tres cifras diferentes se pueden formar
con los digitos: 1, 2, 3, 4 y 5°%.

e Tenemos m = 5 elementos, el 1, 2, 3, 4 y 5, y queremos hacer grupos
formados por n = 3 elementos de estos m = 5 elementos.

Si tomamos el grupo {2, 5,1}, hemos elgido primero el 2, despues el 5
y por ultimo el 1, este grupo lo identificamos con el nimero 251

e Si importa el orden. El grupo {1,2,3} me produce el nimero 123,
mientras el grupo {2, 1,3} me define el nimero 213. Como los nimero
123 y 213 son diferentes, los grupos {1, 2,3} y {2, 1, 3} seran diferentes,
lo que nos indica que si importa la cifra que tome en primer lugar, en
segundo y en tercero.

e No se repiten los elementos. El el enunciado nos pide que las cifras
sean diferentes, no podemos considerar el grupo {2,2, 3}, en el que el
2 aparece repetido, pues me definiria el nimero 223.

Los numeros de tres cifras diferentes que podemos formar con los digitos 1,
2,3,4y5es
V2 =5-4-3=60.

O

Ejemplo 5 ;De cudntas formas diferentes se pueden cubrir los puestos de
presidente, vicepresidente y tesorero, (una persona no puede ocupar mas de
un puesto), de un club de fitbol sabiendo que hay 12 posibles candidatos?.

e En este caso tenemos m = 12 elementos, candidatos, y queremos ver
los posibles grupos de n = 3 que podemos hacer. Si suponemos que el
nombre de tres de los candidatos es Maria, Mateo y Belén, en grupo
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— Presidente: Maria,
— Vicepresidente: Mateo y
— Tesorero: Belen.
e Si importa el orden. Supongamos que otros tres candidatos se llaman
Pedro, Ana y José. La candidatura
— Presidente: Ana,
— Vicepresidente: Pedro y

— Tesorero: José,
es diferente de la candidatura

— Presidente: José,
— Vicepresidente: Anay
— Tesorero: Pedro.

e No se repiten los elementos. Pedro no puede ser a la vez, por ejemplo,
presidente y tesorero.

El ntimero posible de candidaturas es
Vi, =12-11-10 = 1320.
O

Ejemplo 6 ;De cuantos partidos consta una liguilla formada por cuatro
equipos?

e Supongamos que los equipos son Celta, Real Union, Parla y Coslada.
Tenemos m = 4 elementos, equipos. Cada partido lo juegan dos
equipos, tendremos entonces que ver los posibles grupon de n = 2
elementos que se pueden formar. El grupo {Celta, Parla}, significa que
se enfrentan los equipos de Celta y Parla y el encuentro se juega en el
campo del Celta.

e Siimporta el orden. {Celta, Parla} es diferente {Parla, Celta}.
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El ntimero de partidos es

O

Ejemplo 7 A un concurso literario se han presentado 10 candidatos con sus
novelas. El cuadro de honor lo forman el ganador, el finalista y un accésit.
¢ Cudntos cuadros de honor se pueden formar?

e Tenemos m = 10 elementos, candidatos, y queremos ver los grupos de
n = 3, (cada cuadro de honor lo forman tres candidatos), que podemos
hacer.

e Siimporta el orden. Esta claro que no es lo mismo quedar ganador que
ser finalista.

e No se repiten los elementos. Si un candidato es ganador, queda el
primero y no el segundo.

El nimero de posibilidades es

Vi =10-9-8 = 720.

1.2 Permutaciones

En el caso de que en las variaciones ordinarias de m elementos tomados de
n en n se verifique que n = m, a estas variaciones ordinarias de m elementos
tomados de m en m se les llaman permutaciones de m elemenos. Son
designadas por P, y se tiene

P,=V'"=ml=m-(m—1)-(m—2)---2-1.

Ejemplo 8 ;Cudntos nimeros de 5 cifras diferentes se pueden formar con
los digitos 1, 2, 3, 4 y 5¢

En este caso tenemos que formar grupos de n = 5 elementos tomados
estos del conjunto {1,2,3,4,5} que tiene un cardinal m = 5. Se tiene que

ﬂ:m:R
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e Si importa el orden, los grupos {3,5,4,1,2} y {4,2,5,1,3} definen,
respectivamente, los numeros 35412 y 42513 que son diferentes.

e No se repiten los elementos, ya que lo especifica el enunciado.

Los ntimeros de 5 cifras diferentes utilizando los digitos 1, 2, 3, 4 y 5, corre-
sponden a las variaciones ordinarias de 5 elementos tomados de 5 en 5, o lo
que es lo mismo, a las permutaciones de 5 elementos,

P;=5105-4-3-2-1=120.
U

Ejemplo 9 ;De cuantas formas distintas pueden sentarse ocho personas en
una fila de butacas?.

Supongamos que designamos a la ocho personas por P;, P, ---, Ps. Una
posiblidad seria que se sentasen en la fila de ocho butacas de la forma

I R R

Esta posibilidad podemos asociarla con el grupo { Ps, Pi, P, Py, P, Ps, Ps, P> }.
Si hacemos esto, tendriamos que ver los distintos grupos de ocho personas,
n = 8, que podemos hacer con ocho personas diferentes, m = 8.

e Si importa el orden. El grupo {Ps, Py, P, Py, Py, Fs, Ps, P>} esta indi-
cando que las ocho personas se han sentado de la forma

'~ | P | PP | K| K| B | B | P (1

mientras que el grupo { P, Py, P5, Py, Py, Ps, P3, P,} indica que las per-
sonas se han sentado de la forma

P [P | B [P | BB | PR @

y claramente las distribuciones (1) y (2) son diferentes.

e No se repiten los elementos. El grupo {Pr, P;, Ps, Py, Ps, Ps, P, P},
donde se repite dos veces el Pr, indicaria la distribucién

B[ B[P [ B[R B[P

ane no se nuede dar nnes la nersona P- no se niiede sentar simnltane-
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Las formas diferentes que sentarse ocho personas en una fila de ocho butacas,
corresponde a las variaciones de m = 8 elementos tomados de n =8 en 8, o
lo que eslo mismo a las permutaciones de 8 elementos,

Pa=8=8-7-6-5-4-3-2-1=40320.
U

Ejemplo 10 Con las letras de la palabra libro, ;cudntas ordenaciones dis-
tintas de cinco letras se pueden hacer que empiecen por vocal y utilizando
cada letra solo una vez?

Hay dos posibilidades para que empiecen por vocal

(il [ [ I Jelef [ [ [ |

Las cinco letras de la palabra libro son todas diferentes. En el primer caso

N

nos quedan cuatro letras {l,b,7,0}, m = 4, y tenemos cuatro posiciones
n =4.

Y

e Importa el orden. Las ordenaciones

[ iJofr[U]D

: [ i[t]b]r]o]

son diferentes.
e No se repiten los elementos.
En este caso, las posibles ordenaciones son
Pi=4-3-2-1=24.

En el caso

Lol | [ |

tendriamos las mismas posibilidades que en el caso anterior, luego en niimero
total de ordenaciones seria 48.

i
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Ejercicio 11 Cuatro libros distintos de matemdticas, seis diferentes de fisica
y dos diferentes de quimica se colocan en un estante. De cuantas formas es
posibles ordenarlos si:

1. Los libros de cada asignatura deben estar juntos.
2. Solamente los libros de matemdticas deben estar juntos.
Solucién:

1. Designamos por
My, My, M5y M, los libros de matematicas,
Fy, Fy, F3, Fy, F5y Fg los de fisica y
Q1 y Q2 los de quimica.

Una ordenaciéon posibles es

| Mz | My | My [ My | By [ B [ B [ Fo | Fy | B [ Qo[ s

, (3)

BB B[ B[ F R Q[ Q[ My [ My | My [ M| (4)

Sin embargo

Mz | B [ F [ My [ Q[ B [ F5 | Fs | My | My [ Qo | By

Y

no esta permitida, puen no todos los libros de matematicas, ni los de
fisica estan juntos.

En (3) hemos colocado primero los libros de matematicas, luego los de
fisica y por tltimo los de quimica. Esto lo representamos por M F(Q).
El (4), primero los de fisica, luego los de quimica y por ultimo los de
matematicas. Esto lo representamos por FFQM.

Segun coloquemos por bloques, tenemos 6 posibilidades:
MFQ MQF FMQ FQM QMF QFM

Vamos a ver de cuantas formas podemos colocar M F'(). Los de matematicas
tienen que estar en primer lugar, enpecemos entonces colocando estos,
luego los de fisicas, y por iltimo los de quimica.
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Donde esta una M tiene que haber un libro de matematicas. Tenemos
m = 4 elementos y n = 4 posiciones. Vamos a calcular cuantas or-
denaciones, grupos, diferentes de n = 4 elementos podemos hacer con
los libros My, My, M3y My. La ordenacién { Mz, My, My, M;} indicara
que los libros de matemaéticas han quedado en la estanteria en la forma

M MMM ] | [ [ | [ | [ ]

e Interviene el orden, los grupos { M3, My, My, My} y { My, Mo, My, M3}
dan lugar a ordenaciones diferentes de los libros de matematicas
en la estanteria.

e No se pueden repetir los elementos en un grupo. El grupo { Mz, M3, My, M}
no es valido, porque si lo fuese, implicaria que hay dos libros de
matematicas iguales, y el enunciado nos dice que los 4 libros de
matematicas son diferentes.

Las distintas posibilidades para los libros de matematicas son las per-
mutaciones de 4 elemento, Py, = 4! = 24.

Vamos a ver ahora de cuantas formar podemos ordenar los de fisica.
Supongamos una ordenacién dada de los de matematicas, por ejemplo

[ My [Mp [ My [ M, [FIF|F[E[F[F] [ |

Donde pone F' tenemos que colocar un libro de fisica. Tenemos m = 6
libros deferentes de fisica y n = 6 posiciones para colocarlos. Como
en el caso de los de matematicas, el nimero posible de colocaciones
es P = 6! = 720. Por cada una posible colocacion de los libros de
matematicas, tenemos 720 posibles colocaciones para los libros de fisica.
Entonces el niimero posible de colocaciones de los libros de matemaicas
y fisica en la forma M F'Q es

Py Py =24 -720.

Supongamos una colocacién dada de los libros de matematicas y fisica
en la forma M FQ, por ejemplo

My [ Mo [ My [ ML [y [ B[ B[R R[Q[Q]

Donde nnne 11na O tenemos ane noner nn libro de animica  Clomo
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colocarlos, el nimero de opciones, cuando hemos fijado una colocacién
de los libros de matematicas y fisica en la forma M F(Q) sera de P, =
20 =2.

Para cada colocacién de los libros de matematicas y fisica en la forma
M F@Q tenemos 2 posibles colocaciones para los de quimica, como ten-
emos 24 - 720 posibles colocaciones de los libros de matematicas y fisica
en la forma MF'Q, el nimero total de colocar los libros en la forma
MFEQ es

Py-Ps-P,=24-720-2.

De una manera analoda veriamos que el nimero de posibles ordena-
ciones de los libros en la forma MQF es P, - P, - Ps. Ya que tenemos 6
posibilidades de colocarlos por bloques

MFQ MQF FMQ FQM QMF QFM
el namero total de posibles colocaciones de los libros es

6-Py-Fs- Ps.

2. Se deja al estudiante como ejercicio. La solucién es 2 - Py - Fs.

O

1.3 Permutaciones circulares

Se utilizan cuando los elementos se han ordenado ”en circulo”, (por ejem-
plo, los comensales de una mesa), de modo que el primer elemento que se
sitie en la muestra determina el principio y el final de la muestra.

El niimero de permutaciones circulares de m elementos es

PC,=m-)=(m-1)-(m—-2)---2-1

Ejemplo 12 ;De cudntas formas diferentes pueden sentarse ocho personas
alrededor de una mesa redonda?

Solucion:
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Designamos por P, P, - - -, Py a las ocho personas y consideramos las
dos disposiciones siguientes:

Py | Bs | P Py | P | Py
PQ P5 PS P3
P.| P | P P | P | Fs

En ambas, la persona P; tiene a su derecha a FPs y a su izquierda a P5. Lo que
ocurre con la persona P; ocurre con cualquier otra. Estas dos disposiciones las
vamos a considerar iguales. Las sillas son todas iguales y no estan numeradas.
Una disposicion queda determinada por los individuos que tiene una persona
a su derecha e izquierda.

La persona P; va a sentarse en una silla, da exactamente igual la que
tome. Una vez sentado P, nos quedan por sentar a m = 7 personas y
tenemos n = 7 sillas. Tendremos que hacer grupos de 7 elementos tomados
de las personas Py, Ps, - -+, Ps. El grupo {Ps, P, Py, Pr, P2, P3, Ps} indica
que Pj esta sentado a la izquierda de P;, Py estd sentado a la izquierda de
Ps, ---, P; alaizquierda de Py y esta a la izquierda de P; y quedan sentados
en la forma

Py | B | P
Py Py
PP K

e Interviene el orden.

Las disposiciones {P5, Pg, P4, P7, PQ, Pg, PG} y {Pg,Pg,P5,P7,P2,P4,P6}
son diferentes. En la primera Py esta sentado a la izquierda de P;
mientras que en la segunda P; esta sentado a la izquierda de Ps.

e No se repiten las personas en un mismos grupo. Una persona no puede
estar simultaneamente sentada en dos sillas.

El niimero de disposiciones diferentes seran las variaciones ordinarias de m =
7 elementos tomados de n = 7 en 7, o lo que es lo mismo las permutaciones
de 7 elementos:

PCs = P, = 7! = 5040.

n

TN 1. 1O
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.De cuantas formas se pueden sentar siete personas en torno a una mesa
redonda si:

1. no hay restricciones;
2. dos personas particulares no pueden sentarse juntas?.

Solucion:
Designamos a las personas por Pi, Py, - - -, Ps.

1. PC; = Py = 6! = 720.

2. Supongamos que las dos personas que no se pueden sentar juntas son
P,y P,. Vamos a calcular de cuantas maneras posibles se pueden
sentar juntos P y P, y este niimero se lo restaremos al todal de formas
diferentes sin ninguna restriccién PC5.

Para indicar que P; y P, estan juntos, lo vamos a representar como si
estuviesen sentados en la misma silla.

Las siguientes dos disposiciones las considramos iguales

IsVe) Fs
Ps Py P; Ps
P P P PP
Ps Py
pero son diferentes a
Fs
P; Ps
P PP
Py

Pues en las dos primeras P; tiene a su izquierda a P, mientras que en
la tercera P; tiene a su derecha a Ps.

Estudiemos el caso de que P; tiene a su izquierda a . Como en el
ejercicio anterior, P, P, ocuparan una silla, da igual la que sea. Me
quedan m = 5 personas y n = 5 sillas. El nimero de posibilidades es
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Si P, tiene asu derecha a P, tendriamos también 120 maneras diferentes
de sentarse. En nimero de posibilidades de sentarse P, P, juntos en
2PCy y las posibilidades de que no estén juntos

PC7; — Py - PCy = 480.

1.4 Variaciones con repeticion

Se llaman variaciones con repeticién de m elementos tomados de n
en n a los distintos grupos formados por n elementos de manera que:

e Si importa el orden.
e Si se repiten los elementos.

Los distintos grupos son

VR =m".
Ejemplo 14 ;Cudntos nimero de tres cifras se pueden formar con los numeros:
1,2,3,4yb57%
Solucion:

Posibles ntimeros son
254 211 542 333

Tenemos m = 5 elementos y queremos hacer grupos de n = 3 El grupo
{2,5,4} representa al nimero 254, el grupo {2,1,1} representa al nimero
211 y el grupo {5,4, 2} representa al nimero 542.

e Siimporta el orden. Los grupos {2,5,4} y {5, 4,2} representan distin-
tos numeros.

e Si se repiten los nimeros. El enunciado no nos dice que el nimero 252
no pueda ser considerado.

El ntmero total es
VR =5 =125.
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Ejercicio 15 ;Cudntos numeros de tres cifras se pueden formar con los
numeros: 0, 1,2, 3,4 y 5%.

Solucién:
En este caso m =6y n = 3.

e Si importa el orden. Los nimeros 325 y 523 son diferentes.

e Si se repiten los nimeros. El enunciado no nos dice que el nimero 252
no pueda ser considerado.

VRi =6 = 216.

Pero esta no es la respuesta correcta, pues hemos seleccionado ntimeros que
empiezan por 0, por ejemplo el 054, y este niimero se considera que es de dos
cifras.

Vamos a hallar los nimeros que empiezan por 0. La primera posicion
estd fija y ocupada por el cero

Lol [ |

Tenemos 6 nimeros, m = 6, para las dos ultimas cifras, n = 2. Estamos en
las condiciones

e Si importa el orden. Los ntimeros 025 y 052 son diferentes.

e Si se repiten los nimeros. El enunciado no nos dice que el nimero 022
no pueda ser considerado.

VR: = 6% = 36.
El resultado final es
VR — VR: =216 — 36 = 180.
O

Ejercicio 16 Halle el numero de capiciuas de 8 cifras. sCudntos hay de 9
cifras?
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Solucién:
Supongamos que las letras a, b, ¢ y d representan nimeros del conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Un numero capicia de 8 cifras tiene la forma

[ a [ b [ ¢ [ d] d ] c [ b ] a ]

Podemos reducirnos entonces a cuantos nimeros de 4 cifras podemos formar
con los numeros {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

e Si importa el orden. Los ntimeros 4025 y 5024 son diferentes.

e Si se repiten los nimeros. El enunciado no nos dice que el nimero 4022
no pueda ser considerado.

V R}, = 10* = 1000.

A estos numeros tenemos que quitarles los que empiezan por 0,

Lo 1l [ [ |

que los consideramos de tres cifras. Estos son

V R}, = 10° = 1000.
El nimero total de capiciias de 8 cifras es
4 3
Como antes, supongamos que las letras a, b, ¢, d y e representan niimeros

del conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Un nimero capictia de 9 cifras tiene la forma

[ a | b [ ¢ [ d] e[ d ] c [ b ]| a ]

Como en el apartado anterior
V R}, — V R}, = 90000.

4
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Ejercicio 17 En un hospital se utilizan cinco simbolos para clasificar las
historias clinicas de sus pacientes, de tal manera que las dos primeras son
letras y los tres ultimos son digitos. Suponiendo que hay 25 letras, scudntas
historias clinicas podrdan hacerse si:

1. no hay restricciones sobre letras y niumeros;

2. las dos letras no pueden ser iguales?.

1. Dado que es necesario tener en cuenta el orden de las dos letras escogi-
das y ademas éstas pueden repetirse, resulta que hay

V R3, = 25% = 625,

posibilidades para las letras. Si se procede andlogamente con el caso
de los digitos se obtiene un total de

V R}, = 10° = 1000,

posibilidades para los digitos. El total de historias clinicas que pueden
hacerse es

V R - VR, = 625000.

2. Se procede de forma similar al caso anterior, con las unica diferencia
de que ahora las letras no pueden repetirse:

Vo - VRS = 600000.

2 Combinaciones

Ejemplo 18 A una clase de ingles asisten 5 estudiantes, Mara (M), Juan
(J), Arantza (A), Pedro (P) y Belén (B). La profesora quiere ver los distintos
grupos de 1, 2, 3, 4 y 5 estudiantes que puede hacer, con el objetivo de que
realicen trabajos en forma conjunta.

Si por ejemplo, queremos ver grupos de dos personas, el grupo formado
por Juan y Arantxa es el mismo que el formado por Arantxa y Juan. No
importa el orden.
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Esté claro que podemos formar 5 grupos de un solo estudiante.

Grupos formados por dos estudiantes
Vamos a describir los grupos que podemos formar

M J| [M Al (M P| M B]

J Al [J Pl |J B

A P A B

[P B

Observamos que el nimero es 10. A los 10 grupos obtenidos, la llamaremos

las combinaciones (no interviene el orden) de 5 elementos tomados de 2 en
2, v las desiganamos por C2. Ya que V2 =20 y P, = 2, observamos que

Grupos formados por trés estudiantes
Vamos a describir los grupos que podemos formar

0T A MT P [T B G

B
]MAP\]]\JZ?? AP B

Observamos que el nimero es 10. A los 10 grupos obtenidos, la llamaremos
las combinaciones (no interviene el orden) de 5 elementos tomados de 3 en
3, v las desiganamos por C2. Ya que V2 = 60 y P; = 6, observamos que

VE=C8 Py, = |C3=-52="""_10].

Grupos formados por cuatro estudiantes

v 17 A4 Pl v 7 A RL M T P R
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A los 5 grupos que obtenemos, los llamamos las combinaciones de 5 elementos
tomados de 4 en 4. Las designamos por Cf y se verifica
s Ve 5-4.3.2

05_34_4-3-2-1_5'

Grupos formados por cinco estudiantes
Solamente tenemos 1.

M J A P 5

Definicién 19 Se llama combinaciones de m elementos tomados de
n en n (m > n) a los distintos grupos formados por n elementos de forma
que:

e No importa el orden.
e No se repiten los elementos.

El nimero de combinaciones de m elementos tomados de n en n es

W VEoom-(m—1)---(m—n+1) m! m
Cm: _— = —= = .
P, n! n!-(m—n)! n
Ejemplo 20

1. En una clase de 35 alumnos se quiere elegir un comité formado pos tres
alumnos. ;Cudntos comités diferentes se pueden formar?.

Tenemos 35 alumnos m = 35 y queremos agruparlos en grupos de tres

en tres n = 3.

e No importa el orden. Si los nombres de tres alumnos son Pedro,

Tnan_v Alonsn el orino formado nor {Pedra Alonen Tnant eg
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e No se repiten los elementos.

Va 35-34-33
Cias = 23 2T 6545
P; 3-2-1
2. Una persona tiene cinco monedas de distintos valores. ;Cuéntas sumas
diferentes de dinero puede formar con las cinco monedas?

e Si solamente utiliza una moneda podré formar 5 = C3.

e Si utiliza dos monedas, entonces se tendran que calcular los dis-
tintos grupos de dos monedas que se pueden hacer con las cinco
monedas.

— No importa el orden. Si, por ejemplo, entre las monedas hay
una del euro y otra de 2 euros, la suma del grupo {2,1} es la
misma que la del grupo {1, 2}.

— No se repiten los elementos.

s -4

Cs = 51

e Procediendo como en el apartado anterior, so utilizamos tres mon-
edas, las sumas que podemos hacer son C2.

10.

e Si utilizamos cuatro o cinco monedas, las sumas que podemos
hacer son Cj y C? = 1 respectivamente.

El ndmero total de sumas es
Ci+C2+CE+C5+C2.
O

Ejemplo 21 FEl poker se juega con 32 cartas, cada una de las cuales tiene un
"niamero” que puede ser 7, 8,9, 10, J, Q, K, A y un simbolo (o "palo”) que
puede ser &, &, O, M. De este modo, (10,9) representa el diez de corazones.
Un jugador recibe cinco cartas.

1. St de las cinco cartas, hay tres de un mismo numero y dos de otro,
determine el nimero de posibles cartas que haya podido recibir.

2 Si el dunndar recibe cuatro caortae del mieman maimern [ nor tanto In
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3. ;De cudntas maneras puede recibir sus cartas de modo que las cinco
sean del mismo palo?.

1. Supongamos que hay tres del nmero 9 y dos del J. ;Cuéntos posibles
grupos de tres cartas del nimero 9 son posibles?.
e No entran todos los 9, cada grupo esta formado solo por tres 9.

e No importa el orden. El grupo {(9,9), (9, &), (9,<{)} es el mismo
que el grupo {(9,<¢)(9,9), (9, &)}

e No se repiten los elementos.

_ 432 __ 4

. /M3
El nimero serd Cj = 3557 =

Andlogamente los grupos de dos cartas del nimero .J serfan C? = % =
6.

Los grupos de cinco cartas con tres 9 y dos J son:

C3-CF = 24.

Hemos particularizado solamente con el nimero 9 y el J. ;Cuantos
grupos de cinco cartas podemos tener en los cuales tres cartas sean de
un mismo numero y las otras dos de otro mismo nimero?. Otra manera
de preguntarlo: ;cuantas colecciones de dos elementos podemos tener,
donde el primer elemento es un grupo de tres cartas del mismo niimero
y el segundo elementos es un grupo de dos cartas del mismo niimero?

e Si importa el orden. El elemento formado por un grupo de tres
cartas del nimero 9 y de dos cartas del nimero J es diferente al
grupo de tres cartas del nimero J y de dos cartas del niimero 9

e No se repiten los elementos.

El ntimero de elementos sera
Vg =87 =56.
El nimero posible de cartas que ha podido recibir el jugador es

Ve Cd.Cl
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2. Supongamos que el jugador toma cuatro cartas del nmero A. Los posi-
bles grupos de cuatro cartas del niimero A son Cf = 1. Con cada uno
de estos grupos, para completar las quinta carta, necesitamos otra de
un umero diferente. Tenemos entonces 28 posibilidades. Los posibles
grupos de cinco cartas, donde cuatro son del nimero A son 28.

Grupos de cinco cartas, donde cuatro sean del mismo nimero hay solo
8. El niimero total de casos posibles sera 28 x 8 = 224.

3. Supongamos que queremos que las cinco cartas queremos que sean del
palo &. Tenemos ocho cartas de este palo.

e No importa el orden.

e No se repiten los elementos.

El nimero de grupos de 5 cartas del palo & es

(5 _8:7:6:54

8_5-4-3-2-1_56'

Los posibles palos que tenemos son 4. El nimero de grupos de cinco
cartas de modo que las cinco sean dell mismo palo es

4-CF =224.

3 Preguntas test

Pregunta 22 Si en un concurso de matemdticas participan 50 personas, sde
cudntas maneras pueden quedar repartidos el primer, sequndo y tercer lugar?

Vi C3 Vig—C3 D] P

Pregunta 23 ;Cudntos nimeros de cinco cifras no tienen ni cincos ni tre-
ses?

vy VRV Ry ViV (D] Py

Pregunta 24 ;Cudntos resultados diferentes pueden aparecer al lanzar un
dado /4 veces?
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Pregunta 25 Una organizacion estudiantil tiene que elegir un delegado y
un subdelegado. Hay siete candidatos. Cuantas elecciones son posibles?

[A]21 [B]35 [C]49 [D]42

Pregunta 26 Un grupo de tres chicos y dos chicas son colocados al azar en
una mesa circular. Si a es el numero de colocaciones diferentes en las que se
sientas dos chicas juntas y b es el numero de colocaciones diferentes en las
que no se sientan dos chicas juntas (dos colocaciones derdan iguales si una
puede ser obtenida de la otra mediante una rotacion apropiada). Entonces:

[Ala=12, b=36[Bla=6, b=18[Cla=12, b=12[D]a=6, b=12

Pregunta 27 ;Cudl es el nimero de colocaciones diferentes de siete libros
en una estanteria de modo que tres libros determinados esten siempre sepa-
rados entre si?.

1820 1520 1634 (D] 1440

Pregunta 28 En una carrera de maraton intervienen 4 espanoles, 4 ital-
ianos, 4 ingleses y 4 franceses. Supuesto que terminan la carrera todos los
corredores, cudntos podios distintos pueden darse al acabar la carrera en los
cuales no hay espanoles.

210 |B] 1348 1320 D] 1570

Pregunta 29 Con las cifras 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 se forman nimeros
de cinco cifras, ;cudntos numeros diferentes pueden formarse sin repetir las
cifras?.

13440 15120 13144 [ D] 12882

Pregunta 30 ;Cudntas permutaciones del conjunto de nimeros {1,2,3,4,5,6},
satisface la condicion: el 1 estd en la primera posicion y el 4 es la tercera?.

[A]12 |B]23 [C]30 [D]24

Pregunta 31 En una cafeteria hay cuatro tipos de bocadillos para comer.
¢De cuantas maneras distintas se pueden elegir seis bocadillos de entre los
cuatro tipos?
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Pregunta 32 De cudntas formas 5 hombres y 3 mujeres se pueden sentar
alrededor de una mesa redonda de modo que dos mujeres no se sienten juntas.
(Dos formas son iguales si se llega de una a otra por rotacion. No importa
unicamente el sexo sino también que persona es)

2880 4328 1100 (D] 1440

Pregunta 33 Se £ un alfabeto con 5 vocales y 21 consonantes. sCudntas
palabras de cinco letras pueden formarse con las letras de &, tales que la
primera y la ultima letras sean vocales distintas y las otras tres sean conso-
nantes distintas?

2214 VRZV R, ViVa Blfege)

Pregunta 34 ;Cudntas permutaciones del conjunto de nimeros {1,2,3,4,6,9}
satisfacen la condicion de que en la primera posicion y en la ultima haya un
maultiplo de tres?

[A] Py Py (B| V2. P, (] ¢2. P D] 420

Pregunta 35 ; De cudntas maneras se pueden formar un equipo de balon-
cesto de cinco jugadores, si en la plantilla hay doce jugadores. (No se tiene
en cuenta el puesto de cada jugador)?.

5!
12° Ch DIV

12
4 Apendice

4.1 Permutaciones con repeticion

Permutaciones con repeticion de m elementos donde el primero se
repite a veces, el segundo b veces, el tercero c veces, - (m = a+b+c-+)
son los distintos grupos que se pueden formar con esos elementos de forma
que :

e Si entran todos lo elementos.

e Si importa el orden.
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El nimero de las permutaciones con repeticion de m elementos donde el

primero se repite a veces, el segundo b veces, el tercero ¢ veces, - -+ (m =
a+b+c--)es
PRavbvcv'" — Pm
" al - bl-cl- |

Ejemplo 36
1. Con las cifras 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4 y 4, ;cudntos numeros de nueve cifras
se pueden formar?.
En este caso el numero de elementos m = 9, el 2 se repite a = 3 veces,
el 3 se repite b = 4 veces y el 4 se repite ¢ = 2 veces.
e Si entran todos lo elementos, los nimeros que queremos formar
tienen nueve cifras.

e Si importa el orden, ya que el nimero 243334223 es diferente al
numero 443232323.

e Si se repiten los elementos.

P,
PR3*? = 3,4—"’2' = 1260.
2. ;Cuantos nimeros de cinco cifras estan formados tinicamente de cuatros
y doses?
5 cuatros: P55’0 = 5,—'0, =1,
4 cuatros: Pé’l = ,5—'1, =5,
3 cuatros: P2? = 3,—'2, = 10,
2 cuatros: P52’3 = 2,5—', = 10,
1 cuatros: P = 1,5—'4, =5,
0 cuatros: Py’ = ,5—'5, =1

El niimero es:

P 4 pbt 4 p3? 4 p23 4 pht 4 pPo

3. En el palo de senales de un barco se pueden izar tres banderas rojas,
dos azules y cuatro verdes. ;Cuantas senales distintas pueden indicarse
con la colocacién de las nueve banderas?

Tenemos nueve handerags m — 9 Hav treq handeras roias g — 2 dos
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e Si entran todos lo elementos, las senales se hacen con las nueve
banderas.

e Si importa el orden.

e Si se repiten los elementos.

P
324 9 -
PRy = o = 1260,

4. ;Cuantas soluciones enteras no negativas tiene la ecuacion:
(a) z1 4+ 29 =4,
(b) st + ) —I— T3 = 10

(a) Ty + X9 =4.

Tomemos 4 unos y un cero.

11110 = solucion x; =4, x5 =0,
11101 = solucién x1 =3, x5 =1,
11011 = solucién x1 = 2, x5 = 2,
10111 = solucién x1 =1, x5 = 3,
01111 = solucién z; =0, z9 = 4.

el nimero de soluciones no negativas de x1 + x9 = 4 es:

5!

—5—5.

PRY!

(b) st +ZL‘2 +JZ3 = 10

Tomamos ahora 10 unos y 2 ceros, y hacemos las permutaciones con
repeticion de estos elementos.

La permutacion 111011011111, corresponde a la solucién x; = 3, x5 = 2
y x3 = 5. El niimero de soluciones enteras no negativas de x1+xs+1x3 =

10 es
10,2 12'

271009
O
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4.2 Combinaciones con repeticion

Las combinaciones con repeticion de m elementos tomados de n en
n son los distintos grupos formados por n elementos de forma que:

e No tienen por qué entrar todos los elementos.
e No importa el orden.
e Si se repiten los elementos.

El nimero de combinaciones con repeticion de m elementos tomados de n en
n es

CR" — < m+n—1 ) _ (m+n-1)

n S onl-(m—1)

Ejemplo 37
1. En una bodega hay cinco tipos diferentes de botellas de vino. ;De
cuantas formas se pueden elegir cuatro botellas?
En la bodega solo hay cinco tipos diferentes de vinos m = 5, y que
remos hacer grupos de cuatro botellas n = 4.
e No entran todos los elementos, solo cuatro.

e No importa el orden. Si en la bodega tenemos entre los cinco
vinos, por ejemplo, un Glorioso crianza 2008=Gc y un Pesquera
reserva 2005=Pr, las cajas

Ge Ge Ge Ge
Ge Pr y Pr Ge

son diferentes.

e Si se repiten los elementos.

L [ 5+4—1\ [/8) 8
CR5_( 4 “\4 )= a="

2. Se tienen cuatro urnas diferentes. ;De cudntas maneras se pueden
colocar en ellas siete bolas idénticas:
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(b) si no puede haber ninguna urna vacia;

(c) si quedan exactamente dos urnas vacias?.

(a) Tenemos 4 urnas y siete bolas iguales. Si tomo la urna primera
7 veces, quiere decir que he puesto las siete bolas en la primera
urna, y ninguna en las tres restantes urnas. Si tomo dos veces la
primera urna, tres veces la tercera y 2 la cuarta, quiere decir que
he puesto dos bolas en la primera urna, ninguna en la segunda
urna, tres en la tercera y dos en la segunda. Estamos ante un caso
de combinaciones con repeticién de cuatro elementos tomados de
siete en siete.

44+7-1 10 10!

(b) El nimero de distribuciones en las cuales una urna por lo menos
estd vacfa es 4 - CRL. El nihero de distribuciones donde no queda
ninguna urna vacia sera

CR} —4-CRL.

Otra manera de proceder es tomar 7 unos y tres ceros. La dis-
tribuciéon 1110011101 significa que la primera urna tiene tres bo-
las, la segunda ninguna, la tercera tres y la cuarta una bola. El
nimero de posibles distribuciones es

73 10!

S (T

(¢) Tendramos que distribuir las siete bolas en dos urnas de tal manera
que ninguna de las dos quede vacia.

Tomemos la primera y segunda urnas. Que la primera o la segunda
quede vacia, solamente hay dos posibilidades, o que todas queden
en la primera o todas en la segunda. El niimero de posibilidades de
distribuir las siete bolas en las dos primeras urnas de tal manera
2+7—1>

que ninguna de las dos quede vacia es C RS —2 = < 7

2 = ( g\) —2 =8 —2 = 6. De las cuatro urnas, tenemos
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Si tienen que quedar dos de ellas vacias, el nimero de posibilidades
es 6 -6 = 36.

4

4.3 Ejercicios

Ejercicio 38 Se ordenan en una fila cinco bolas rojas, dos blancas y tres
azules. St las bolas de igual color no se distinguen entre si, sde cudntas
formas posibles pueden ordenarse?.

Solucién: 2520.

Ejercicio 39 Se distribuyen tres regalos distintos entre cinco chicos. De
cuantas forman pueden hacerlo si:

1. cada chico solo puede recibir un regalo;

2. a cada chico le puede tocar mas de un regalo;

3. cada chico solo puede recibir un regalo pero los tres son idénticos.
Solucién: 1. 60; 2. 125; 3. 10.

Ejercicio 40 ;Cudl es el niumero total de permutaciones que pueden for-
marse con las letras de la palabra MATEMATICA?

Solucién: 151200.

Ejercicio 41 En una ciudad A los numeros telefonicos se forman con cuatro
numeros (0 al 9) no pudiendo ser cero el primero de ellos, y en otra ciudad
B con cinco nimeros con las mismas condiciones. sCudntas comunicaciones
pueden mantenerse entre los abonados de ambas ciudades?.

Solucién: 810.000.000.

Ejercicio 42 Disponiendo de 7 colores diferentes, ;de cuantas maneras puede
pintarse un tetraedro reqular, no mezclando colores en una cara,

1. y si las 4 caras tienen que tener color diferente?

2. y si las caras pueden tener el mismo color?
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4.4 Preguntas test

Pregunta 43 ;Cudntos nimeros de cinco cifras se pueden escribir con cu-
atro doses y cuatro cincos?

[A]30 [B|36 [C]50 [D]20

Pregunta 44 ;Cudl es el nimero de colocaciones diferentes de siete libros
en una estanteria de modo que tres libros determinados esten siempre sepa-
rados entre si?.

1820 1520 1634 (D] 1440

Pregunta 45 Un estudiante ha estudiado 120 horas a lo largo de 14 dias, (
se supone un que cada dia lo ha hecho un nimero entero de horas). Entonces
hubo necesariamente un par de dias consecutivos en los que estudio :

exactamente 23 horas al menos 18 horas
menos de 10 horas @l ninguna hora

Pregunta 46 Con los digitos 1, 2, 3, 4 y 5 se forman niumeros de tres
cifras. sCudntos numeros diferentes se pueden formar sin repetir cifras que
sean multiplos de tres?

[A]12 [B]36 [Cle (D] 24

Pregunta 47 ;De cudntas maneras se pueden ordenar la palabra EXAM-
ENES si no pueden haber dos E” adyacentes?

2100 4224 2400 [ D] 1440

Pregunta 48 ;Cudntas soluciones enteras no negativas tiene la ecuacion:
x1+x2+x3+x4:25?.

2024 1012 12650 [ D] 3276
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