Métodos Matematicos en Fisica

L4E. Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( seglin Cap.4, libro APL)

Obtendremos ahora una vision mas amplia de los usos potenciales del

método de Fourier.

Siguiendo esta linea, presentaremos una formulacion general del

problema de Sturm-Liouville

X"(xz)+ AX(z)=0. |1

Hemos introducido problema SL con 3 distintos tipos de
condiciones de contforno HOMOGENEAS
cC1, cece,

CC3

w(0,t) =0, u(L,t) =0

Ou(x,t)
Bu(L,t)+ T .

=L

=0
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L4E. Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( seglin Cap.4, libro APL)

Para unos valores propios, o autovalores,
las correspondientes soluciones
Funciones propias o autofunciones del
problema de Sturm-Liouville

X"z)+ A X(2) =0.

+ CC1, cece, CC3
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Comprobamos ortogonalidad de autofunciones para TODOS 3
especies de condiciones de contorno:

Xn, Xm son 2 autofunciones distintas

‘\':: + /\n ‘\'n = (), *Xm y integramos entre O=>L

1 - )
X - + /\m X m = 0. *Xn y integramos entre O=>L

Restando resultados

I

e NN 7 R T
':\ / (‘\n a\m - 4\”1‘\ n) (141' + (An - Am) / ‘\n‘:\m(ll p— O
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Integrando por partes 1-er termino:

fx;xmdx =X X_ —f X_ X _dx

L
— [ X, X ,dx

0
‘ 1-er termino: 1

‘X"/ (L',)*\'m (L) < o (YL'_)-‘XPH (L) ) (”) \m(“) + Y, (()) \n(“)

L I e iy
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

NOTA: para caso de CC de 3 especie usamos relacion

“Tn.m

X’ = —h.\rn,m Con h- constante

X/ (L)Xn(L) — X!,(L)X,.(L) — X(0)X,,,(0) + X, (0)X,,(0) [=0

n\-. ) “*m\*, 4, A .
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L L
Il - I 7 r r
/ (../\ n A\ e - X 2 r .{\ ) ) (Icl‘ + (An - A}n ) / .‘\ 1 .{\. 172 ([;l‘ — O.
J 0 J 0

|

>Para TODOS 3 especies de
contorno homogéneas es ZERO
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

De aqui se deduce la ortogonalidad:

L
(:/\n - /\m ) / ‘\rn .\rm(ll' = 0, m—

JO

¢ L
/ A\P714Y177 dr =10, si /\n ; )\m

J 0O

L
/ X, X, dr#0, si\, =)\,
\

J U
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Signo de autovalores?
X"(x)+ XX (z)=0. |1

Multiplicando por X Ec. 1 y integrando
(primer termino = por partes) entre O=>L

4
7
4
’
4
’
4
’
4
//\.', Y
, /
-“‘ —

L L
L 19 ", )
0o / X"dx + A [ X?%dr = 0. -
J U JO

>
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Autovalores A son siempre positivos

‘ / ] X"dx
\ 0

A=t I 0

I
-
/ Xedx
J)

para CC1,2
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

EXCEPCION: Autovalor A=0 es posible solo para solucion X=const.

(esto suscede solo para AMBOS CC de segunda especie )

Ou(x,t) _ 0
&);F =], - (

W/
£
|\

10
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Para CC3 hay que realizar estudio mas detallado

1. Supongamos que CC3 se dan solo en extremo derecho de cuerda

11
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Antes obtuvimos (2)

X'X

I L L
0' - / X"=dx 4+ \ / X%z = 0.
Jo Jo

1 Como por definicion de ecuaciones
de recuperacion ( muelle, cuerda)

L -
-19 IS . .,

/ X" dr +—X*(L) g’e; i'gcus'm cap. 4 APL)
\ = Z0 O .

T
-2 l
/ X<dx
Jo |

=> A no pueden ser negativos

12
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Presencia de autovalores A positivos también es importante
para que ecuacion de onda

para que magnitudes de modos en funcion del tiempo

Q(t) + A\Q(t) = 0.

NO tenga soluciones disminuyentes exponencialmente
con tiempo

13
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Condiciones de contorno homogéneas de segunda especie:
expresiones para las auto funciones y los autovalores

‘Y”(;l‘) -T- )\/\,(;l‘) = ().

X'(0)=0, X'(L)=0.

;‘1[). Si /\(] — O,
A, cos\,x, si\,=(nw/L)? (n=12,...
\ nw/L |

Autovalor CERO es permitido y describe
Desplazamiento con velocidad constante

14
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Frecuencia mas baja
Esta relacionada con autovalor 2472
/\1 — "o" .L

15
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

CLASE_(sin mirar libro, se puede colaborar):
a partir de CC3 ( CC homogéneas de tercera especie):
HALLAR autofunciones y autovalores de problema SL

‘Y”(;l‘) -I- )\_X(;l‘) = ().

X(0)=0,  X(I)=-=X'(L).

Caso:
cuerda fija sobre muelle en extremo
derecho+ fija en extremo izquierdo

Como y antes, indicamos que por definicion de ecuaciones
de recuperacion ( muelle, cuerda) [, o >0

16
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

1. AUTOFUCIONES

Para satisfacer condicion de contorno en x=0

X (x) o sen V \z.

17
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

2. Ec. Para hallar AUTOVALORES

para satisfacer condicion de contorno en x=L

— ( ‘l_- —
tan vV /\ L — - V /\ .

-
)

18
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Dichas soluciones son puntos de corte de funciones

tanpy —(a/BL)p ﬁ X, (z) = A, sen/\,z,

f tang )(A

W =3 n=2 n =1

19
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

D99_CLASE 14 15 (Ip):

HALLAR autofunciones y autovalores de pr'oblema SL

Para caso de condiciones de contorno homogéneas
de tercera especie (izquierda) y de segunda ( derecho ) especie

|

VUV UvuUv

20
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Cuerda no homogénea ( densidad NO uniforme)

Pu(x,t) T Ju(x,t)

: ,. — = ().
Ot2 plr) Ox?

Condicion de ortogonalidad ?

Igual como antes buscamos solucion como sumatoria
por todos autovalores del problema SL correspondiente

En general problema NO

u(x,t) = Z Q. (1) X, (), tiene soluciones analiticas

21
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Separar variables y formular problema SL

Cuerda con densidad no homogena y fija en ambos
extremos

CLASE (no evaluable, SIN MIRAR LIBROS/APUNTES)

Fu(x,t) T O%ul(x,t)
Ot plz) Ox?

= 0.

22
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)
utt—%x)um: 0 Buscamos como u = Q(t) *x X (z)

Sustituimos en Ec. a resolver para separar variables

QttX — %QX:DCC =0

e B Qs T Xow _
Dividimos por (Q * X) => 0 " p@) X

Separamos variables para llagar formular problema SL

Qtt - T 4‘(&:3‘: _
Q  plz) X A

23
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Problema SL para
autovalores y autofunciones

EX, ()

|
‘ |
dr?

X,(0)=0,  X.(L)=0.

24
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Condicion de Ortogonalidad ?

X"+ N\, pX, =0,
\r” -+ /\m /L\rm f— O.

<Y

Operando como antes: llegamos a

L L
/ (X"X, — X" X,)dz + (\, — A,,) / X, X, dx = 0.
J O

:

Antes demostramos que con CC1,2,3
el primer termino se anula

25
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Condicion de Ortogonalidad: Cuerda NO homogénea

De la misma manera como antes
se demuestra que autovalores ( cap.4, APL)

I,
X"?(z)dx — X' (L)X (L) .
[ ()¢ (L)A(L ﬁ NO son negativos

A =" T :
/ p(z)X*(z)dx -
Jo
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Autofunciones y autovalores:

una cuerda homogénea a trozos

' d*X(x oL
Solucionamos problema SL : & ) + Ap(z) X (z) = 0,
(r=
CONCRETO X(0) =0, X(L)=0.
¢ . ,,
(z) — 1. St < L/2,
con N&L) = , ,‘
PR, P2 = 2/)1, S1T > L‘,"‘Q.

27
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Buscamos dos soluciones correspondiente a cada trozo

Xi(z), sixz< L/2,
Xo(x), sixz > L/2.

AutoFunciones que satisfacen a CC en puntos x=0, L son:

o

Xi(z) = Cysen iz, siz < L/

Xo(x) =Chysenps(x — L), six > L/2,

X(x) =

con Hi2 = \//\/)1.2

28
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Ademds, imponemos condicion de continuidad:

X,(L/2) = Xo(L/2).

Ademas,
La funcion debe tener derivada continua en punto de union

X!(L/2) = X,(L/2) [PORQUE?

e

c d°X (x)

Se obtiene integrando 12
(r=

FAp(z) X (xz) =0

para L/2 —&,L/2+ <] cuando e — 0.,
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Imponiendo DOS condiciones anteriores =

o ooomL ol
'y sen — + C'y sen =
2 2
, pu L 1 proL
C'1 11 cOs Coflo COS —

0,

30
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Soluciones serdan NO triviales (DET=0) para

iy L [ L 12y’ [ty L
COS = —[l1 Sen —— oS ——.

— — d—

[172 Sell

.

31
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Dividiendo por

Ecuacion para autovalores

con| o= /ApL/2.
fA i LtanvZe

V2

X,

cos(p11L/2) cos(pt2L /2)

1 S

tan p = ———tan v 2y
c Recordamos que
A /)2 — 2 /)1

32
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

L L
#l + (5 sen HZ)

Del sistema anterior: C', sen = 0,

Podemos ver que:

33
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

las funciones propias para este problema SL son

- 20T .
', sen —YLL st x < L 2
Xrn ( T) — S ) 3
Anld, L sen 2V2p0,(L — x .
C' L sen L é -). stz > L/2,
sen v 2,

De SOL. GENERAL + CI = Sol Final

34
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Cuerda suspendida

La funcion u describe los
Desplazamientos transversales z

oz o |t o,

Fu(z,t) 0O [T Ou(z. t)} _0

u

35



Métodos Matematicos en Fisica
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Con tension debido a campo gravitatorio

1T'(x) = pgz,

36
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

problema SL a solucionar ( al separar variable): | |
1 [ dX(z o .
(TN X () =0
dx dx /

S . . u

Condiciones de contorno para x=L son algo mas complicadas
La respuesta estrictamente es que no _hay ninguna CC en
este caso

La dnica condicion es que auto funciones de (3) sean
finitos para x=L

37
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Se comprueba respectivamente ortogonalidad N

de funciones SL ( Cap.4, APL):

I
[ X@)Xo@)iz b/

J ) “

Asi como de autovalores NO negativos ( ver Cap 4-APL )

/’- ((L\' () ) :
T — | dx
J0 dx
= .
/ X*(z)dx
Jo 38

/\:
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Autovalores y auto funciones

d (l_ dX(x)

dx dx

) -+ /\‘\, (l) = ()

. u

Realizando cambio

— " L
—

¢ .
S = Ve

d* \) (;'f ) N £ dX (;'5 )
d=& LS

+ANX(E) =0

Segln veremos adelante, esta ecuacion se puede
reducir a la ecuacion de Bessel de orden cero.

oY



Métodos Matematicos en Fisica

L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL

Por ahora nos basta con saber que, para

)

cualquier' valor de A, existen soluciones de esta

ecuacion que permanecen acotadas en (x = 0) ‘|
Autofunciones »
X(x)
Autovalores €>
usando PC
Jolpn) =0
n 1 2 3 4 5 6

o _ - _ . o 40
[in 2.4048 5,5201 8.6537 11,7915 14,9309 18,0711
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

COMENTARIO sobre

Modo de buscar solucion cuando tenemos Ec. con
Condiciones de contorno no son homogéneas =

siempre es posible reformular problema como un
problema con

una_ecuacion no_homogénea +

unas condiciones de contorno homogéneas

41
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

Por ejemplo: cuerda con extremos desplazados en
funcion del tiempo

w(0,t) = (1), u(xo,t) = po(t)

]

Introducimos funcion que tiene valores
Uy 2 en extremos 1,2

[.7(;1?, f) — i [(;l‘o — ;l') 25 (f) + 41‘/12“)]

Lo 45
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L4E Método de Fourier: problemas de Sturm-Liouville ( segin Cap.4, libro APL)

C bio 2> - . |
on cambio U-( T, 1‘) — [ ( T, f) + v (..I* f)
Ecuacién para Fv(z,t) (_;,z)%(_.zgf) _ 9U(x,t)
v(x,1)=> ot? G ot?
tendra
CC homogéneas
Que sabemos v(0,1) =0, v(xo,t) =0,
como resolver!

43
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L.4. Método Fourier: Cuerda

RECORDATORIO (L4A) de metodo resolver Ec. no
homogeneas usando metodo Fourier:
Caso de oscilaciones forzadas de una cuerda:

*u(z,t) , 0°u(x, t)

: : —flx, 1
ot? ¢ or f( )

44
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L.4. Método Fourier: Cuerda

Resolvemos el problema usando coordinadas normales
Buscamos solucion u(x,t) en forma

u(z,t) =) Qi(r)‘\’n (). >

n=1

Donde X, son autofunciones\ ortogonales -soluciones de
problema SL

X"+AX=0 (3)

N
Como hallar Q,(t) ???

45
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L.4. Método Fourier: Cuerda

Sustituimos (2) en (1) y usamos (3):

Z |:(2n +( /\n(w)n( :| <An l) — %f(lt) 4

n

46
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L.4. Método Fourier: Cuerda

Multiplicando ambo partes de (4) por X,
y infegrando entre O=>L

Llegamos a Ec. diferencial a resolver para Q,(t):

(g)n (t) + (-_'h/\n(gn (t) — ; 'n(t)'_

Con| f.(t)=

0

Es Ec para oscilador Forzado que sabemos resolver
(Sol Particular+General) y usar Cond. Iniciales

a7
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1. FORMULACION MATEMATICA

Cond. Contorno

=>

Partial Diff Ecuations [« PROCESOS Fisicos

2. SOLUCION
Ec. Onda Ec.Fourier, Laglace, Poisson
AN i

Met. D Alembert

Met. Series
Fourier SL

Ec. No-hom.

\
A 4

F Green

Met transformada Fourier
(sistemas infinitas)

48
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L4E4. Método Fourier: Cuerda

Caracter mas general de problema Sturm Liouville

1. Se introduce operador differencial lineal de segundo orden en forma

Lu(x) = po(x) u(x) + py(X)— 4 u(x) + po(x)ulx).

dx

Po(X)>0, p1(x)>0, p, (x)>0
son funciones REALES definidas en el region de interes

49
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L4E4. Método Fourier: Cuerda

2. Se resuelve problema para autofunciones u(x) y
y autovalores A

Donde w(x) es funcion real [lamada densidad o
funcion de peso

PLu(x) + 2w(x)u(x) = 0.

Con CCdel, 20 3-ertipo
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L4E4. Método Fourier: Cuerda

EJMPLOS de problemas SL ( ver libro MMF de George Arfken)
Marcadas los que veremos (hemos visto)en este curso)
500 STURM-LIOUVILLE THEORY—ORTHOGONAL FUNCTIONS

TABLE 9.1
Equation p(x) q(x) /. w(x)
Legendre ] — x° 0 i1+ 1) 1
Shifted Legendre x(1 — x) 0 1+ 1) 1
E) Associated Legendre 1 — x2 —m1—x¥) +1) 1
Chebyshev I (1 — x?)2 0 n’ (1 — x?)~12
Shifted Chebyshev 1 [x(1 —x)]"* O n? [x(1 = x)]~*?
Chebyshev II (1—x2P? 0 nn+2) (1—x2)?
Ultraspherical (Gegenbauer) (1 — x2p*¥2 0 nin+20) (1 — x2p1~2
‘ Bessel* X —’—:c: a* X
Laguerre xe > 0 o e
Associated Laguerre e 0 o—k xke=*
Hermite ex 0 2u &
‘Simplc harmonic oscillatort 1 0 n? 1




Métodos Matematicos en Fisica

L4E4. Método Fourier: Cuerda

TABLA de Soluciones de problemas SL ( Cuerda /Osc. Harmonico)
con CC1,2,3 homogeneas

Cada alumno debe crear esta tabla para llevar como “chuleta” en
examen parcial

Creada por cada alumno de manera individual —

52



4E4 Método Fol
TABLA de Soluciones de problemas SL
(Cuerda) con CC1,2,3 homogeneas)
Creada por cada alumno de manera individual

53
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L.4. Método Fourier: Cuerda

PROBLEMA CLASE: Libro Levanuyk 4.6

A la cuerda NO-HOMOGENEA considerada en esta Leccion

se le da un golpe en el punto central que le transfiere un impulso I
(antes del golpe la cuerda se encuentra en reposo en la configuracion
de equilibrio).

Hallar el desplazamiento de la cuerda como funcion del tiempo.

1. Solucion GENERAL

mv=|

2. Aplicar CT

3. Hallar coeficientes

101 /)-2 — 2/)1

54
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L.4. Método Fourier: Cuerda

. Ya hemos usado CI-1
1. Solucion GENERAL (cuerda en reposo a +=0)

U= ZQn (t) X (X) =Z AhSelncont x X (X)

] Q0. T .
' sen —*LL stz < L/2.
-\rn ( T) — : ‘) 3
An\L, . seny 2V 20, (L — x .
' L gen *"E -). stz > L/2.

sen v 2,

NOTA: aqui C,=1
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L.4. Método Fourier: Cuerda

Aplicamos CI-2

u,(x,0) = Z:a)nA1 cos(0) x X (X) =

O(X<%—8)
| (L
28[(,01+p2):| 2
2
L

_O(X>E_8)

L
—E<X<—+¢&)
2

56
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L.4. Método Fourier: Cuerda

Multiplicamos ambas partes por X, *p(x) y integramos de 0L

(o tp,)
2

oA, [ X2, () p(x)x = X, (e +om)
0 25[ }

A =—
@, | X%, () p(x)dx

57
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L.4. Método Fourier: Cuerda

Frecuencias propias ?

®, ="?

TQ p(X)X

=>

Q +4TQ=0 => a)zn = AT

N
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