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ÁLGEBRA LINEAL Y GEOMETŔIA

Hoja 7. Espacio af́ın iii. Aplicaciones afines. Distancia entre variedades
lineales.

Aplicaciones afines.

1. Calcula las ecuaciones de la homotecia f : A2 → A2 tal que f(1, 1) = (4, 2) y f(−1, 0) =
(−2,−1), si existe.

2. Calcula las ecuaciones de la afinidad T : A2 → A2 que cumple T (1, 1) = (2, 3), T (3, 2) =
(3, 8) y T (2, 3) = (1, 7), si existe.

3. a) Sean r + 1 puntos {p0, p1, . . . , pr} de un espacio af́ın A de dimensión n. Llamemos
(xkj)0≤j≤n a las coordenadas de cada punto pk en una referencia baricéntrica R. Demuestra que,
si denotamos por [p0p1 · · · pr] la mı́nima variedad lineal que contiene a los puntos p0, p1, . . . , pr,
entonces se tiene que

dim([p0 . . . pr]) + 1 = rg(M),

siendo

M =

 x00 · · · xr0
...

. . .
...

x0n · · · xrn

 .

b) Si en el punto anterior tenemos que r = n, comprueba que, para que los n + 1 puntos
sean af́ınmente independientes, es necesario y suficiente que det(M) 6= 0.

4. Comprueba que las aplicaciones afines son, exactamente, aquellas que conservan los bari-
centros. Es decir, demuestra que, si A1 y A2 son espacios afines, entonces f : A1 −→ A2 es una
aplicación af́ın si y sólo si, para cada familia finita de puntos a1, . . . , ar ∈ A1 y cada familia de
escalares µ1, . . . , µr tales que

∑r
j=1 µj = 1, se cumple que

f
( r∑

j=1

µjaj

)
=

r∑
j=1

µjf(aj).

5. Sean A1 y A2 espacios afines y sean r + 1 puntos (p0, p1, . . . , pr) af́ınmente independientes
de A1. Demuestra que para cada lista (q0, q1, . . . , qr) de r + 1 puntos de A2, existe una única
aplicación af́ın f : [p0p1 · · · pr] −→ A2 tal que f(pj) = qj para cada j = 0, . . . , r.

6. En A3, consideramos los puntos

A = (1, 1, 0), B = (2, 0, 2), C = (1, 2, α), D = (3, 4,−1),

A′ = (2, 1, 0), B′ = (2, 2, 1), C ′ = (1, 1, 0), D′ = (3, 0, 0),

con α ∈ R. Halla los valores de α para los que existe una aplicación af́ın f : A3 → A3 tal que
f(A) = A′, f(B) = B′, f(C) = C ′ y f(D) = D′.

7. En A3 y con respecto a un sistema de referencia ortonormal, halla las ecuaciones de la
simetŕıa ortogonal con respecto al plano Π de ecuación x+ y + z = 1.

8. En A3 y con respecto a un sistema de referencia ortonormal, halla las ecuaciones de la
simetŕıa ortogonal con respecto a la recta de ecuaciones x− y = 2, x+ z = 3 .



Distancia entre variedades lineales.

9. En el espacio eucĺıdeo de dimensión 3, calcula la distancia entre las rectas r y s que vienen
dadas en un sistema de referencia ortonormal por las siguientes ecuaciones impĺıcitas:

r :

{
x− y = 2

x+ z = 1
y s :

{
x+ y + z = 3

x− 2z = −1
.

Halla un punto p ∈ r y un punto q ∈ s tales que d(r, s) = d(p, q). ¿Son únicos los puntos p y q?

10. En el espacio eucĺıdeo de dimensión 4, calcula la distancia entre las variedades lineales
L1 y L2 que vienen dadas en un sistema de referencia ortonormal por las siguientes ecuaciones
impĺıcitas:

L1 :

{
x+ z + t = 1

y − z − t = 2
y L2 :

{
x+ y = 1

y − z − 3t = 3
.

Halla puntos p ∈ L1 y q ∈ L2 tales que d(L1, L2) = d(p, q). ¿Son únicos esos puntos p y q?

11. Halla una fórmula, en función de α y β, para calcular la distancia entre las rectas del
espacio af́ın A3 con su estructura eucĺıdea usual:

r := (1, 0, 1) + 〈(1, α, 0)〉 y s := (1, 1, 2) + 〈(1, 1, β)〉 .

12. En R3, considera el producto escalar cuya matriz en la base B = {~e1, ~e2, ~e3} es: 5 1 0
1 1 0
0 0 3

 .

Calcula la distancia del punto (1, 1,−2) al plano que pasa por los puntos de coordenadas carte-
sianas a = (1,−1, 1), b = (1, 1, 1) y c = (2,−1, 2) en la referencia {O;B}.


