Hoja de problemas III. Teoria de Galois. 2018-2019

Ejercicio 1. Hallar el grado y una base de cada una de las siguientes extensio-
nes:

Q(v2)/Q,Q(V2,v3)/Q,Q(v2, V2)/Q,Q(V2,i)/Q(V2).

Ejercicio 2. Hallar los polinomios irreducibles en Q[z] de i, V541 , W3-l y

2 2
V2 - /3.
Ejercicio 3. Hallar los grados de las siguientes extensiones de cuerpos.
(i) Q(V3)/Q.
(i) Q(V2,V3)/Q.
(iii) Q(v2,V/3,1)/Q.
(i) Q(iv2)/Q.

Ejercicio 4. Demostrar que Q(v/2,v3) = Q(v2 + V/3). Hallar un polinomio
irreducible de Q[x] de grado 4 que tenga una raiz en Q(v/2,/3).

Ejercicio 5. Sea a algebraico sobre el cuerpo K. Demostrar que su polinomio
minimo es irreducible en K[x] y que divide a cualquier otro polinomio de K|[x]
del que o sea una raiz.

Ejercicio 6. Calcular el polinomio minimo de 9+ I3 —1.

Ejercicio 7. Estudiar cudles de los siguientes subcuerpos de C coinciden:

Q6,3 QWD) Qv + 1), Q2 1+ v2),Q(y/1+ V2.

Ejercicio 8. Demostrar que x € Q(z) es algebraico sobre Q(

mzaii-l)'

Ejercicio 9. 1. Demostrar que si F/K es una extension de grado primo, en-
tonces los unicos subcuerpos intermedios K CE CF son E=K yE =F.

2. Demostrar que una extension de grado primo es simple (estd generada por
un elemento).

3. 8i K(a)/K es una extension de grado 3, calcular K (o?)/K.

4. Suponiendo que el polinomio minimo de o es 3 +x—1, hallar el polinomio
minimo de o?.

Ejercicio 10. Sea F/K wuna extension finita y f € K[x] un polinomio irredu-
cible. Demostrar que si f tiene una raiz en F', entonces el grado de f es divisor
de |F : K.

Ejercicio 11. Sea F/K una extension de cuerpos y Ey y Fa subcuerpos inter-
medios tales que E1/K y E2/K son extensiones finitas de grados primos entre
si. Demostrar que F1 N Ey = K.

Ejercicio 12. Decidir si es verdadero o falso:



(1) Sea E/K una extension y supongamos que a,b € E son algebraicos sobre
K. Si existe un isomorfismo de cuerpos 0 : K(a) — K(b) tal que 6(a) = b,
entonces existe un polinomio irreducible p en K|[x] tal que p(a) = p(b) = 0.

(1) Sea E/K una extension y supongamos que a,b € E son algebraicos sobre
K. Si eziste un isomorfismo de cuerpos 0 : K(a) — K (b) tal que 6(a) =b
y 0(k) = k para todo k € K, entonces existe un polinomio irreducible p en
K|z] tal que p(a) = p(b) = 0.

(1) Sea E/K una extension y supongamos que a,b € E son algebraicos sobre
K. Si K(a) = K(b) entonces existe un polinomio irreducible p en K|x] tal

que p(a) = p(b) = 0.

(tv) Sea K un cuerpo y P un polinomio sobre K. Entonces existe una extension
de K donde P tiene al menos una raiz.

(v) Sea K un cuerpo y P un polinomio sobre K. Entonces eriste una extension
de K donde P se descompone como un producto de polinomios de grado

1.

(vi) Sea F'/K una extension finita y f € K[x| un polinomio irreducible. Si f
tiene una raiz en F, entonces el grado de f es igual a |F : K|.

(vil) Sea F/K una extension finita y f € K[| un polinomio irreducible. Si f
tiene una raiz en F, entonces el grado de f divide a |F : K|.

Ejercicio 13.

(1) Sea « algebraico sobre el cuerpo K y E una extension de K . Demostrar
que el polinomio minimo de o sobre K divide al polinomio minimo de «
sobre E.

(1) Sea F/K wuna extension finita de cuerpos y E un subcuerpo intermedio.
Demostrar que si uw € F, entonces |[E(u) : E| < |K(u) : K.

Ejercicio 14. Sea F/K una extension de cuerpos y u,v € F dos elementos
con |[K(u) : K| =n y |[K(v) : K| = m. Demostrar que |K(u,v) : K| < nm.
Demostrar que si n y m son coprimos, entonces |K(u,v) : K| =nm.

Ejercicio 15. Sea F/K una extensidn de cuerpos y P = ag+a1zx+---+a,z™ €
F[z] con los a; elementos algebraicos sobre K. Demostrar que si u € F es
una raiz de P, entonces u es algebraico sobre K. (Ayuda: considerar subcuerpo
intermedio E = K (ag, -+ ,a,).)

Ejercicio 16. Sea E;/K; una extension finita y sea o : By — FEy un isomor-
fismo de cuerpos. Si 0(K1) = Ks, probar que

|E1 IK1| = |E2 : K2|



Ejercicio 17. Supongamos que E/K es una extension y sean ay,...,a, ele-
mentos de E. Sea 0 : E — L un isomorfismo de cuerpos. Probar que

o(K(ai, ... an)) = o(K)(o(ar), ..., o(an)).

Ejercicio 18. Disenar un método para dividir con regla y compds un segmento
dado en 5 partes iguales.

Ejercicio 19. Disenar un método para construir con regla y compds un cua-
drado cuya drea es igual al drea de un rectdngulo dado. (Ayuda: podeis usar la

formula (a4 b)? = (a — b)? + (2v/ab)?.)

Ejercicio 20. Disenar un método para construir con regla y compds un tridngu-
lo equildtero cuya drea es igual al drea de un triangulo dado. (Ayuda. Usar la
formula de Heron para el drea de un tridngulo: sean a,b y c los lados de un
triangulo y sea p la mitad del perimetro de este tridngulo; entonces su are es

igual a \/p(p —a)(p—b)(p — ¢).)

Ejercicio 21. (*) 1. Sea K un cuerpo y supongamos que K es un subanillo de
un dominio de integridad R. Demostrar que si R, como K -espactio vectorial, es
de dimension finita, entonces R es un cuerpo.

2. Sea R un dominio de integridad y P € R[z] es un polinomio de grado n.
Demostrar que existen como mdzimo n elementos r de R tales que P(r) = 0.

Ejercicio 22. (*)

1. Supongamos que E/K es una extension de cuerpos con K infinito. Su-
pongamos que E = K(a,b) para ciertos a,b € E. Si sdlo existe un nimero finito
de subcuerpos intermedios K C F C E, probar que E/K es simple.

2. Supongamos que E/K es finita. Si K es finito, probar que E/K es simple.

3. Supongamos que E/K es finita. Probar que E/K es simple si y sdlo si
solo existe un numero finito de subcuerpos entre K y F.



