HOJA DE EJERCICIOS 9
Anilisis Matematico.
CURSO 2017-2018.

Recordemos las siguientes definiciones para una variedad M en R™ de dimensién k:

1. Una parametrizacién de M viene dada por un abierto U C R¥ y una aplicacién D(up,...,up): U —-R"
por lo menos de clase C' y tal que ®(U) C M (no se exige la igualdad de conjuntos). Las variables
(u1,...,ux) de ® se llaman coordenadas curvilineas.

2. Sea FE espacio vectorial. Si f : M — E esta dada como restriccién f = F|j; de una F(xq,...,x,) definida

en un abierto de R", y si p € M, la diferencial df (p) es la restriccién (dF),|r,as (lineal de T,M a E).

3. Si una funcién escalar f: M — R es una restriccién f = F|y y p € M, decimos que p es critico para f
si df (p) = 0, es decir si (dF), anula a todo vector de T, M, equivalente a que VF,, sea ortogonal a T, M.

Problema 1. Demuestra que toda variedad afin en R™ es una variedad diferenciable en R™. Calcula su espacio
tangente en cualquier punto.

Problema 2. Considera las variedades de dimensién 1, C; y Co en R® determinadas, respectivamente, por
24yt +2=1 2?4y =22
z+y+2=0 z+y+z=1

Construye parametrizaciones locales de C y de Cs.
Indicacion: Utiliza coordenadas esféricas en Cy y cilindricas en Cs.

Problema 3. Dada la variedad M = {(z,y,2) € R® : 2 + 2y + 2z + sen(x + y + z) = 0}, construye una
parametrizacién local de M alrededor del punto (1,0, —1) usando una funcién implicita suave.

Problema 4. Sea M el subconjunto de R* dado por las ecuaciones
{x%—l—x%—i—x% =1,
x5+ x% +ai=1.
a) Demuestra que M es una variedad diferenciable en R* de dimensién 2.
b) Halla una base del espacio tangente de M en a = (1,0,0, —1).

¢) Halla una base del espacio normal de M en a.

Problema 5. Demuestra que el subconjunto I' € R* definido por las ecuaciones
PR =T
2?2 =322 412 =2
422 -y — 22 -2t = —6

es una variedad diferenciable en R* de dimensién 1. Halla los puntos de I' en los que (2,—16,4,5) es vector
tangente.
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Problema 7. Consideramos la funcién f(z,y) = (8 — 2% — y*)(z — 1).

Halla los puntos donde f |§ ( 0.0) \ﬁ) alcanza su maximo y su minimo.

) alcanza su maximo y su minimo.

Indicacion: utiliza la identidad Vf = (1 — z) [ ;; } + (8 -z —¢?) [

Halla los puntos donde f|§((0 0).4

] y distingue los casos y =0 e y # 0.

O =

Problema 8. Encuentra los extremos absolutos y relativos de f(x1,x9,x3) = :1:% + x93 en el elipsoide sélido
E = {(z1,z2,23) € R®: 2% + 222 + 822 < 6}.
Indicacion: convierte el problema de multiplicadores de Lagrange en uno de autovectores.

Problema 9. Halla los valores extremos de f(z,y,2) = 2 — 2y + 2z en la esfera S = {2 4+ y* + 2% = 1}, de dos
maneras distintas:

a) Usando el método de los multiplicadores de Lagrange.

b) Aprovechando que la siguiente parametrizacién es sobreyectiva: ¢(u,v) = (cosusenv, sen usenv, cosv).

Problema 10. Sea M = {(z,y) € R? : y® = 2?(1 + z)(1 — x)}

a) Demuestra que M es compacto.

b) Elige un punto a € M tal que el conjunto S = M \ {a} sea una variedad diferenciable en R?.

c¢) Dada f: M — R, definida por f(z,y) = 2% + 4, halla los extremos absolutos de f de dos maneras distintas:

1) Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, halla primero los extremos relativos de f|s.

2) Usando que f(z,y) = 2° + 2%(1 + 2)(1 — 2) y que todo (x,y) € M cumple z € [—1,1].

Problema 11. Consideramos el paraboloide P = {(z,y,2) € R® : 2? +y? — 2 = 0}.

(a) Demuestra que la funcién f(x,y,2) = x — 2y + 2 no tiene maximo en P pero s{ minimo.

(b) Calcula primero ese minimo por el método de los multiplicadores de Lagrange.

(¢) Después vuélvelo a calcular utilizando la parametrizacién del paraboloide ®(u,v) = (u,v,u? 4+ v?), que es
sobreyectiva.

Problema 12. Prueba que C' = v/2 es la constante mas pequeiia tal que |[v]|2 < C ||v||4 para todo v € R2
Indicacion: determina el minimo de la funcién f(x,y) = z* + y* en la circunferencia unidad.

Problema 13. Sea M C R? la elipse de ecuacién 52* + 6zy + 5y = 8. Halla los puntos de M a distancia
maxima del origen. Igual para la minima.

Problema 14. Calcula la norma de la matriz

(1)

considerada como aplicacién lineal de (R?, ||-[|,) a (R, ||-[|,). Indicacién: Plantéalo como un problema de extremos
en una variedad y observa que para calcular el méximo de ||Az||, se puede suponer que las componentes de  son > 0.
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Sean un abierto U C R®™ y M C M una variedad en R™ definida por un sistema de
ecuaciones

fi(z) =b
Im (l‘) =bm
con f1 ..., fm :U — R funciones cuyos gradientes V f1,...,V f,, son linealmente indepen-

dientes en cada punto de M. Dada F : U — R, la restriccién f = F|p; y un punto p € M
critico para f, recordemos que la hessiana intrinseca de f en p es la restricci’on a T, M
de la forma cuadritica v — v'Av, siendo A la siguiente matriz

A = Hess(F'), — A Hess(f1)p — -+ — Ay Hess(frm)p

V A1,.-., Ay los multiplicadores de Lagrange correspondientes a p.

Problema 15. a) Dado el elipsoide hueco & = {(x1, 72, 73) € R® : 23 + 523 + 23 = 6}, encuentra los puntos
criticos de la funcién f : € — R dada por f(z1, 2, x3) = 27 + 223 + zo3.

Indicacion: llega a un problema de autovectores, parecido a lo hecho en el problema 8.

b) Clasifica esos puntos criticos en maximos locales, minimos locales o sillas.

Problema 16. a) Demuestra que las siguientes ecuaciones definen una variedad M C R* y di, razonadamente,
cudl es la dimensién de M
1+ 2x9 — mg +etrtr2mm —
14z — 25 4+25 =0.
b) Halla una base de T, M, siendo a = (0,0,1,0) € M.

¢) Dada f(x1,x0,23,24) = 23 4+ axg + fr2 4+ 22, calcula la expresién de df (a) con respecto de la base calculada
en el apartado b).

d) Halla todos los valores de a, § para los que a es un punto critico de f.

e) Muestra que para « = —1 y 8 =1 el punto a es un minimo relativo de f.

Problema 17. Prueba que M = {(z,y,2) € R® : z+y+2z+e"* = 1} es una superficie y a = (1,0, —1) € M.
Sea f: R® — R una funcién de clase C? tal que

0 1 1
Vf(a) =(a,0,1) y Hess(fla=[1 0 -1
1 -1 3

a) Halla o € R para que a sea un punto critico de f|p;.

b) Para el valor de « del apartado anterior, halla dos intervalos abiertos I e Iy tales que para todo 5 € Iy, el
punto a sea un minimo local de f|y; y para todo 8 € I, el punto a no sea minimo ni méximo local de f]|y;.
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