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3.8. Problemas

Problema 3.1 Para las cuatro senales de la Figura 3.43:

so(t) s1(t)
2 2
0 1 1 O 1 1
0 1 9 3t 0 1 9 3t
0 | R ‘
0 1 2 3 ¢ s3(t)
9
2L
52(t) 0 1 o
0 1 9 3 ¢

Figura 3.43: Senales para el Problema 3.1.

a) Encuentre un conjunto de senales ortonormales, que formen una base, aplicando
el procedimiento de Gram-Schmidt. ; Cual es la dimensién del espacio de senales
resultante?

b) Obtenga las coordenadas de cada senal en la base correspondiente.

Problema 3.2 Para las tres senales de la Figura 3.44:

a) Encuentre un conjunto de senales ortonormales, que formen una base, aplicando
el procedimiento de Gram-Schmidt. ;Cuél es la dimension del espacio de senales
resultante?
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so(t) s1(t)
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Figura 3.44: Senales para el Problema 3.2.

Problema 3.3 Determine la energia media por simbolo de un conjunto de M senales
PAM de la forma

Sm(t) = smo(t),

conm = 1,--+ My 0 <t < T, donde ¢(t) es el elemento de la base ortonormal
extraido a partir de una senal pulso genérica de energia E,. Los coeficientes s, toman

la forma
Sm =/ EgAn,.

Los coeficientes A,, estdn distribuidos de forma simétrica y equiespaciada (distancia
constante d) con respecto al origen del sistema de coordenadas de la base, de tal modo
que

A,=2m—1- M.

Problema 3.4 Considere el conjunto de sefiales {¢;(t)}7, mostrados en la Figura
4K
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bo(t), ¢1(1)
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Figura 3.45: Conjunto de senales Problema 3.4.
sz(t) S1
-1, 0<t<1
z(t)=<+1, 1<t<3
-1, 3<t<H4

y determine los coeficientes de la expansién (coordenadas en la base).
3. Repita lo mismo para
T
x(t) = sen (Zt> , 0<t <4

Problema 3.5 Considere las cuatro senales de la Figura 3.46

1. Determine la dimensién del espacio de senales asociado.

2. Represente las cuatro formas de onda mediante los vectores s; en la base orto-
normal resultante.

Determine la distancia minima entre cualquier par de vectores.
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Figura 3.46: Conjunto de senales Problema 3.5.

T
ny = / s1(t)n(t)dt
0
Demuestre que E[ngn,| = 0.

Problema 3.7 Dadas las tres senales de la Figura 3.47, jqué par de ellas seleccio-
narfa para implementar una modulacién binaria (con dés simbolos) con el objeto de
minimizar la probabilidad de error? Justifique la respuesta.

Problema 3.8 Una sistema de comunicaciones binario utiliza las seniales
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so(t) s1(t) s2(t)
A A
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Figura 3.47: Senales para el Problema 3.7.
1. Determine el detector éptimo para un canal gausiano, asi como el umbral de
decision 6ptimo asumiendo que las sefiales son equiprobables.

2. Obtenga la expresion de la funcién densidad de probabilidad de las observaciones
a la salida del demodulador condicionada a la transmisién de cada simbolo.

3. Determine la probabilidad media de error como una funcién de la relaciéon E;/N,.
Compare este resultado con el obtenido para el modelo binario unidimensional
simétrico en el que las senales so(t) y s1(t) son opuestas.

Problema 3.9 Un sistema binario, que emplea una constelacion unidimensional simétrica
con respecto al origen, presenta distintas probabilidades para los dos simbolos, py 1—p
respectivamente. El detector éptimo esta entonces determinado por el criterio MAP.

1. Determine la probabilidad media de error como una funcién de E;/N, y p.

2. Evaltie la probabilidad de error para p = 0.3 y p = 0.5, con E,/N, = 10.

Problema 3.10 La senal recibida en un sistema de comunicacion binario unidimen-
sional con constelacion ag = Ay a; = —A es

r(t) = s(t) + n(t),

donde s(t) es la senial de la Figura 3.48 y n(t) es un proceso de ruido blanco gausiano
de media nula y densidad espectral de potencia N,/2.
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0 1 2 3 t

Figura 3.48: Conjunto de senales Problema 3.10.

4. Determine la probabilidad de error como una funcién de A y N,.

Problema 3.11 Dibuje la respuesta al impulso del filtro adaptado a las senales de la
Figura 3.49. Calcule también y dibuje las salida de cada uno de los filtros adaptados.

so(t) s1(t)

1 2
0 ~ 0 - -
T 5 T t
1t
s2(t)
2
0

T/2 T ot

Figura 3.49: Conjunto de senales Problema 3.11.

Problema 3.12 Tres simbolos by, b1 v by se transmiten sobre un canal gausiano con
densidad espectral de potencia N,/2. Las senales empleadas para transmitir cada
simbolo por el canal de comunicaciones son

(1, 0<t<T
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1. §Cual es la dimensién del espacio de senales?
2. Encuentre una base apropiada para el espacio de senales.

Dibuje la constelacién de las senales para este problema.

- W

Obtenga y dibuje las regiones de decisién Iy, I e Iy 6ptimas.

5. ;jCual de los tres simbolos es mas vulnerable a los errores y por qué? En otras
palabras, ;para que mensaje P, es mayor?

Problema 3.13 En un esquema binario unidimensional simétrico las senales utilizadas

Son 2At T
T 0 S
so(t) = —s1(t) = ¢ 2A(1— %), §§t<T
0, en otro caso

El canal es un canal gausiano con densidad espectral de potencia S, (jw) = % Las
seniales tienen probabilidades a priori pg y p1 = 1 — pp.
1. Determine la estructura del receptor 6ptimo.
2. Calcule la probabilidad de error.
3. Dibuje la probabilidad de error como una funcién de py para 0 < py < 1.
Problema 3.14 Considere un detector de senial con una entrada
r=+A+n,

donde +A y —A se producen con igual probabilidad y n es un término de ruido carac-
terizado por una funcién densidad de probabilidad Laplaciana

1 V2
6_‘”" o

fn(n) = \/50_

1. Determine la probabilidad de error como una funcién de los pardmetros A y o.

2. Determine la relacién senal a ruido requerida para alcanzar una probabilidad de
error de 1075, ;Como es esta relacién comparada con el caso de la distribucién
gausiana?

Prahlama 2 1K (Moancidaoro in cictormma do cormmiinicaciconac digitaloc M avic donda AL -
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Problema 3.16 Un sistema de comunicaciones digitales en banda base utiliza las
seniales mostradas en la Figura 3.50 a) para la transmisiéon de dos simbolos equipro-
bables. Se asume que el canal no introduce atenuacién y que el ruido es gausiano con
densidad espectral de potencia Ny/2.

so(t) s1(t)

A A

Filtro Muestreo

] ® —

Modulador \T/ Adaptado Decisién
n

b)
Figura 3.50: Conjunto de senales y sistema Problema 3.16.

1. Encuentre una base ortonormal apropiada para la representacion de las senales.

2. En un diagrama de bloques, proporcione las especificaciones del receptor éptimo
utilizando filtros adaptados.

3. Calcule la probabilidad de error del receptor 6ptimo.

4. Demuestre que el receptor 6ptimo se puede implementar utilizando un tnico filtro
(vease diagrama de bloques de la Figura 3.50 b)). ;Cuales son las caracteristicas
del filtro adaptado y del dispositivo de muestreo y decision?

5. Si se asume que el canal no es ideal, sino que tiene una respuesta al impulso

h(t) = 8(t) + %5 (t - g) .

Utilizando el mismo filtro adaptado empleado en el apartado anterior, disene un
receptor 6ptimo.

A Si el canal tiene una resnnecta al imnnlen
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Problema 3.17 Considere las dos constelaciones de 8 puntos mostradas en la Figura
3.51. La minima distancia entre simbolos adyacentes es 2A. Calcule la energia media
por simbolo para cada constelacién asumiendo que todos los puntos de la senal son
igualmente probables. ;Qué constelacion es mas eficiente?

a) b)

Figura 3.51: Constelaciones Problema 3.17.

Problema 3.18 Considere las constelaciones de ocho puntos mostradas en la Figura

3.52
A
: Ais)

a

8-PSK 8-QAM

Figura 3.52: Constelaciones Problema 3.18.

1. Los puntos mas cercanos en la constelacion 8-QAM estan separados una distancia
A. Calcule los radios a v b de los circulos interior v exterior.
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Problema 3.19 Considere un conjunto de M senales ortogonales
Sm(t), 0<m<M-1,0<t<T,

todas ellas con energia £. A partir de estas senales se define un nuevo conjunto de M
senales como

k=1

a) Calcule la media de las senales s, ().
b) ;Forman estas senales una base ortogonal?

Problema 3.20 Un sistema de comunicaciones binario emplea pulsos rectangulares
de duraciéon Ty amplitudes £A para transmitir informacion a una velocidad de 100
Kbps. Si la densidad espectral de potencia del ruido aditivo gausiano es Ny/2, con
Ny = 1072 W/Hz, determine el valor de A necesario para obtener una probabilidad de
error P, = 107%, suponiendo sfimbolos igualmente probables.

Problema 3.21 Un sistema de comunicaciones binario utiliza una constelacion con
dos sfimbolos, ag = +A y a; = 0. Si se transmite sobre un canal aditivo gausiano, y las
probabilidades de los simbolos son pa(ag) = 1/3, y pa(a,) = 2/3:

a) Calcule el decisor 6ptimo (es decir, calcule el umbral de decisién).

b) Calcule la probabilidad de error.

Problema 3.22 Dos simbolos equiprobables se transmiten a través de un canal aditivo
gausiano con densidad espectral de potencia Ny/2. Los simbolos se transmiten por
medio de las siguientes senales

1 0<t<1,
so(t) = { T

0 en otro caso

Sl(t) = S()(t — 1)

Se esta empleando el receptor mostrado en la Figura 3.53.
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s0(t) s1(t)

A A
0 0 -
1 2 t 1 2 t
1.5 qo
/ o dt
0.5
r(t 3
L* Decisor i»

2 Q1
/ o dt
1

Figura 3.53: Senales y receptor del Problema 3.22.

Problema 3.23 Se tiene la constelacion de la Figura 3.54. Se supone que los simbolos
tienen la misma probabilidad. Tomando T =1

a) Calcule al energia media por simbolo, Ej.

b) Disene una constelacion alternativa que, con la misma probabilidad de error,
tenga la minima energia media por simbolo. Calcule el nuevo valor de Ej.

¢) Para cualquiera de las dos constelaciones, obtenga un limite de la probabilidad
de error mediante la cota de la uniéon y la cota holgada.

VT ®

ag ay

Py Py
L

—VT VT
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Problema 3.24 Para la implementacién de un sistema de comunicaciones de tres
simbolos equiprobables, el modulador transmite las tres senales mostradas en la Figura
3.55.

so(t) s1()

Figura 3.55: Senales Problema 3.24.

a) Calcule la energia media por simbolo.

b) Calcule alguna cota de la probabilidad de error.

Problema 3.25 Un sistema de comunicaciones emplea la constelacion representada en
la Figura 3.56. En las observaciones proporcionadas por el demodulador, caracterizadas
por el canal discreto equivalente

q=A+n,

el término de ruido, n, tiene la funcién densidad de probabilidad representada en la
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ao al a9
—_—————————————— 00—

-1 0 1

-1 1

Figura 3.56: Constelacién y funciéon densidad de probabilidad del término de ruido para
el Problema 3.25.

b) Disene el decisor 6ptimo para simbolos equiprobables.
c¢) Calcule la probabilidad de error para el decisor anterior.

d) Disene el decisor 6ptimo para las siguientes probabilidades de simbolo: pa(ag) =
pa(az) = 1/4, pa(ar) = 1/2.

e) Calcule la probabilidad de error para el decisor anterior.

Problema 3.26 Un sistema de comunicaciones binario utiliza las siguientes senales
para la transmisién de los dos simbolos:

Eo o cyer
s0(t) = —s1(t) = Ny T~

0, en otro caso

El receptor se implementa como se muestra en la Figura 3.57.

Detector E——

r(t) = si(t) + n(t) /t dt q
0

t=T

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



218 CAPITULO 3. MODULACION Y DETECCION EN CANALES GAUSIANOS

Problema 3.27 Un filtro adaptado tiene la siguiente respuesta en frecuencia

) 1 — e T
H(jw) = T

a) Determine la respuesta al impulso A(t).

b) Determine la sefial a la que esta adaptado este filtro.

Problema 3.28 El codigo de linea de Manchester utiliza las seniales de la Figura 3.58
para transmitir los dos simbolos del cédigo.

a) Determine la probabilidad de error si ambos simbolos se transmiten con igual pro-

babilidad.

b) Determine la probabilidad de error si la probabilidad de los simbolos es pa(ag) = p
y pa(a) =1—p.

s0(t) s1(t)
+A +AL

Figura 3.58: Senales para el Problema 3.28.

Problema 3.29 Un sistema de comunicaciones utiliza la constelacion de la Figura
3.59 para transmitir tres simbolos.
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a) Disene el decisor éptimo.
b) Calcule la probabilidad de error media del sistema.

Problema 3.30 Considere un sistema digital de comunicaciones que transmite la in-
formacién empleando una constelacién QAM sobre un canal de voz a una tasa binaria
de 2400 baudios (simbolos/s). Se asume ruido aditivo blanco y gausiano.

a) Determine la relacién Ej,/Ny requerida para conseguir una probabilidad de error
de 107° para una tasa binaria de 4800 bits/s.

b) Repita el calculo para una tasa binaria de 9600 bits/s.
c) Repita el cdlculo para una tasa binaria de 19200 bits/s.

d) Exponga las conclusiones obtenidas a partir de estos resultados.

Problema 3.31 Un sistema de comunicaciones emplea la constelacién mostrada en la

Figura 3.60.
fa(n)
ag aq (05}
—@ @ @ 1 Y
0 1 3 —1 1

Figura 3.60: Senales para el Problema 3.31.

Dibuje la funcién densidad de probabilidad de las observaciones a la salida del demo-
dulador condicionada a la transmision de cada simbolo, fga(qla;), i = 0,1,2, disefie
el decisor éptimo, y calcule la probabilidad de error cuando el término de ruido a la
salida del demodulador tiene las siguientes caracteristicas:

a) Es ruido gausiano con varianza Ny/2, y los simbolos son equiprobables.

b) Es ruido uniforme en el intervalo (—1,1), y los simbolos son equiprobables.
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e) Tiene la funcién densidad de probabilidad de la Figura 3.60, f,(n), y los simbolos se
transmiten con las siguientes probabilidades: pa(ag) = 1/4, pa(ar) = 1/2, pa(az) =
1/4.

Problema 3.32 Un sistema de comunicaciones transmite dos simbolos mediante las
senales so(t) y s1(t) que se muestran a continuacién en la Figura 3.61

so(t) s1(t)

A

0o T/2 T ot 0 t

Figura 3.61: Senales para el Problema 3.32.

a) Se tiene un canal aditivo gausiano (ruido blanco con densidad espectral de po-
tencia Ny/2). Dibuje la constelacién, disene el receptor (demodulador + decisor)
optimo, y calcule la probabilidad de error.

b) Si el canal es tal que su salida a una entrada s(t) es as(t) + «A, de nuevo con el
mismo tipo de ruido aditivo, redisene el decisor éptimo y calcule la probabilidad
de error.

c) Si en la situacién del apartado a) se utiliza el demodulador de la Figura 3.62,
disene el decisor 6ptimo y calcule le probabilidad de error en este caso. Comente
los resultados comparandolos con los obtenidos en el apartado a).

O [

t=T

Figura 3.62: Demodulador para el Problema 3.32.

NOTA: Tenga en cuenta que si no se emplea un demodulador normalizado, la varianza

1. Az [
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s0(t) s1(t)
A A A
1 2 t 1 2 t
s(t) s3(t)
2A 24 |
3 3
A A
3 —| 3
1 2 t 1 2 t

Figura 3.63: Senales para el Problema 3.33.

a) Disene el transmisor: codificador (constelacion) y modulador ({¢;(t)},7=0,1,--- ,N).

b) Calcule la energia media por simbolo del sistema, y realice una asignacién 6ptima
de bits a cada simbolo.

c¢) Disene el receptor éptimo (demodulador + decisor) utilizando filtros adaptados
causales (hay que proporcionar la expresién analitica o dibujarlos), obtenga las
expresiones de la funcién densidad de probabilidad de la observaciéon a la salida
del demodulador condicionada a la transmisién de cada simbolo (fga(q|a;),
i=0,1,2,3), y calcule la probabilidad de error.

d) Si se utiliza el demodulador de la Figura 3.64, disene el decisor éptimo, obtenga
las expresiones de la funcion densidad de probabilidad de la observacién a la salida
del demodulador condicionada a la transmisién de cada simbolo (fgja(q|a;), i =
0,1,2,3), y calcule la probabilidad de error. Compare este valor con el obtenido
en el apartado anterior y explique los resultados obtenidos.

Problema 3.34 Se va a disenar un sistema de comunicaciones que utilizara las cuatro
senales de la Figura 3.65 para transmitir cuatro simbolos con igual probabilidad. El
canal inicamente introduce ruido, que se considerard blanco, gausiano, estacionario y
con densidad espectral de potencia Nn/2.
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g(t)
%ﬁ fOTodt 4(]* -

Figura 3.64: Demodulador para el Problema 3.33.

lS()(t) Sl(t> Sg(t)

Sl
~
N
~
~

Sg(t)

Figura 3.65: Senales para el Problema 3.34.

b) Acote la probabilidad de error mediante la cota holgada y la cota de la unién.

c¢) Si se utiliza el demodulador de la Figura 3.66, disefie ahora el decisor éptimo
y calcule la probabilidad de error. Compérela con la obtenida con el receptor
6ptimo desarrollado en el apartado a).

Problema 3.35 Se tiene un sistema de comunicaciones con un transmisor con una
tasa de simbolo R, = 10% baudios. Se asume ruido aditivo blanco, gausiano, y densidad
espectral de potencia Ny/2, con Ny =2 x 1072,
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T/2
/ o dt
0

) P—L-

T
/odt
0

Figura 3.66: Demodulador para el Problema 3.34.

donde d,,;, es la minima distancia entre dos puntos de la constelaciéon y k es

el maximo nimero de simbolos que se encuentran a d,,;, de un simbolo de la
constelacion.

1. Utilizando la aproximacion (3.2), disetie el codificador unidimensional éptimo
del sistema de comunicaciones, con la menor energia media por simbolo, pa-
ra obtener una probabilidad de error de simbolo aproximada P. ~ 2 - 107
transmitiendo a una velocidad binaria R, = 2 x 10% bits/s.

2. Realice una asignacién o6ptima de bits a cada simbolo, explicando la razén
de dicha asignacién, y calcule la tasa de error binaria aproximada.

b) Si el sistema de comunicaciones utiliza el codificador y el modulador definidos en
la Figura 3.67:

\/; do(t)

Figura 3.67: Codificador y modulador para el Problema 3.35.

1. Disene el demodulador éptimo utilizando un correlador y utilizando un filtro
adaptado causal (en este tltimo caso proporcione la expresién analitica de
la respuesta al impulso del filtro o bien dibijela).
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disenie el decisor éptimo y calcule la probabilidad de error de simbolo asu-
miendo simbolos equiprobables. Discuta si esta probabilidad de error serd
mayor o menor que la obtenida con el demodulador del apartado anterior.

Problema 3.36 Se va a disenar un sistema de comunicaciones que utilizara las ocho
senales de la Figura 3.68 para transmitir ocho simbolos con igual probabilidad. El
canal tinicamente introduce ruido, que se considerard blanco, gausiano, estacionario y
con densidad espectral de potencia Ny/2. Por simplicidad en los calculos, considere

T=2.

so(?) Ws1(t) s2(1) s3(t)

ol i o i

l—l 1F 1—|_ 1F
L | R A L T A | S S A
o} ol ol ol

s4(t) s5(t) s6(t) s7(t)

i i 2

1F 1F 1r 1F

I T r v | r T + | ot T
_of _of _ol _of

Figura 3.68: Senales para el Problema 3.36.

a) Realice la asignacién de los bits que transporta cada una de las senales para
obtener la minima probabilidad de error de bit, y justifique la razon para elegir
dicha asignacién.

b) Obtenga otras 8 senales alternativas (dibuje las ocho senales o proporcione sus
expresiones analiticas) con las que se pueda obtener la misma probabilidad de
error que con el conjunto original, pero que requieran una minima energia media
por simbolo, y calcule esa energia media por simbolo minima.

c¢) Disene el receptor 6ptimo (demodulador + decisor), y calcule la probabilidad
de error obtenida (puede hacerlo utilizando tanto el conjunto original de senales
como el obtenido en la seccién b), ya que en ambos casos la probabilidad de error
ha de ser la misma).
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[ 4] | |

El codificador va a funcionar del siguiente modo: la constelacion se dividira en dos
subconstelaciones de modo que para codificar A[n| para n impar utilizard sélo la mitad
de los simbolos (primera subconstelacién), y para n par la otra mitad de simbolos
restantes (segunda subconstelacién).

Sl
| |
8
\
oL
—_
8
\
| —
Sl

a) Realice la divisién de la constelacién en dos subconstelaciones de modo éptimo
considerando tanto la energia media por simbolo de cada subconstelaciéon como
la probabilidad de error de la misma, y

al) Justifique la divisién realizada (sin justificacién en términos de Fy y P, la
divisién de la constelacién no sera valorada).

a2) Teniendo en cuenta el modo de funcionamiento del sistema, realice la asig-
nacion binaria éptima para los 8 simbolos y justifique dicha asignacion.

a3) Calcule la tasa binaria (bits/segundo) en funcién del tiempo de simbolo T’
del sistema.

bo(t) ¢1(2)

=
=

T/2 T ¢ | T/2 T ot

Figura 3.69: Modulador para el Problema 3.37.

b) Si el sistema utiliza el modulador de la Figura 3.69, donde para simplificar los
calculos se considerara en adelante T' = 2, proporcione el demodulador 6ptimo
mediante filtros adaptados causales para los simbolos impares, el demodulador
optimo mediante filtros adaptados causales para los simbolos pares, el decisor
6ptimo para los simbolos impares, el decisor 6ptimo para los simbolos pares, v la
probabilidad de error total del sistema.
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19
.
ﬁr(t) i et AL -
g(t) 51

Figura 3.70: Demodulador para el Problema 3.37.

Problema 3.38 Un sistema de comunicaciones utiliza una constelacién formada por
los siguientes 4 simbolos,

|+l | -1 | -1 |+l
apg = +1 , a1 = +1 , a2 = _1 , a3 = _1
que se transmiten con igual probabilidad, y un modulador dado por las funciones base

de la Figura 3.71.
s Go(t) y $1(t)

I

S
S~

-1
VT

Sl

Figura 3.71: Demodulador para el Problema 3.38.

Por simplicidad en los céalculos, en lo sucesivo considere T' = 1. Considere también

la transmisién sobre un canal gausiano con densidad espectral de potencia de ruido
blanco Ny/2.

a) Realice la asignacién binaria que minimiza la probabilidad de error de bit, justifican-
do dicha asignacién (sin la justificacién adecuada, la asignaciéon no serd valorada),
y calcule la velocidad de transmision de simbolos, R, y la velocidad de transmision
binaria, Ry.

b) Represente las cuatro senales utilizadas para la transmisién de cada simbolo, s;(%),
i =40,1,2,3}, vy la senal resultante de la transmisién de la siguiente secuencia de
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d) Si en lugar del demodulador 6ptimo se utiliza el demodulador de la Figura 3.72,
disenie el decisor 6ptimo para ese demodulador y calcule la probabilidad de error

resultante.
T/2
2 / o dt T
0
r(t) q

BN H—

! J
/ o dt
T/2

Figura 3.72: Demodulador para el Problema 3.38.
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