FUNDAMENTOS MATEMATICOS (Grado Ingenieria Informética). 1% sem. Feb. 2011
MODELO EXAMEN A

e Cada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Cada pregunta acertada suma 1 punto, las incorrectas restan
(0’3 puntos cada una. Las preguntas en blanco no puntian.

e Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis Rodriguez-Marin,
que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a ningin companero.

e Entregue tnicamente la hoja de respuestas. Verifique que en dicha hoja figura su nombre, DNI y modelo de
examen.

. Considere el conjunto M de las funciones continuas de variable real definidas en todo
el dominio R. M = {f : R — R: f continua en todo x € R}. Dados dos elementos
cualesquiera f,g € M la operacion producto - se define como

(f-g)(x) = f(x)g(x) para todo x € R

Considere los elementos fi(z) =2+ senz, fo(x) =z, f3(z) =22 — 2 +8, fi(z) = cos .
Senale el nimero de ellos que tienen inverso con respecto a dicha operacién.

(a) 4 (b) 2 (c) 3 (d) Ninguna de las anteriores
2. Senale el valor del determinante de la matriz
a b c d
e 00O
M= 0O f 00
00 go

en donde a, b, ¢, d, e, f y g son parametros reales arbitrarios
(a) —efdg (b) afdg (c) —aefg (d) Ninguna de las anteriores

3. Sean los subespacios E; = {(z,y,2) : * —y + z = 0} y E; el subespacio generado por el
sistema {(0, 1,0), (0,0, 1)}. Senale las ecuaciones implicitas del subespacio E; N Es.
(@) r=y=2=0(0b) 2—y+2=0,y=0 (¢) x —2=0 (d) Ninguna de las anteriores

4. Dada la matriz

110
A=1010
001
senale una base del subespacio E; asociado al autovalor A\; = 1.

\_/gp

(a) {(1,0,1),(2,0,2)} (b) {(0,0,1),(1,0,0} (c

Dada la forma cuadratica w(w1, Te, 3, 24) = 23 + 62123+ 23. Sefiale una base del espacio
conjugado a los vectores vi = (1,1,0,1), vo = (1,0,0, —1).

(a) {(=3,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} () {(=3,0,1,0),(0,0,1,0), (0,1,0,0)}
(¢) {(-3,0,1,0),(0,0,1,0),(1,0,0,0)} (d) Ninguna de las anteriores

{(1,0,1)} (d) Ninguna de las anteriores

Célcule el siguiente limite
l+x—e€
lime 2
z—0

(a) 1/4/e (b) —/e () 1 (d) Ninguna de las anteriores



10.

Determine el numero de raices reales que tiene la ecuacién 2 —z +1 = 0.
(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) Ninguna de las anteriores

Senale el valor de la integral [ = fog 22 cos xdx.

(a) I=(7*=8)/4 (b) I =(7*-2)/2 (c) I =(x*—6)/2 (d) Ninguna de las anteriores

Sea P el polinomio de Taylor de segundo orden de la funcién f(z,y) = e*™Y en el punto
(0,0). Senale la respuesta correcta:

(a) Py(1,1)=17/2 (b) Py(1,1) =15/2 (c) Py(1,1)=19/2
(d) Ninguna de las anteriores

Sefiale el valor de la integral I = |, ¢ rydrdy en donde

S:{(:z:,y)ERZ:x2+y2§1,xZO,yZO}

(a) I =1/2 (b) I=0 (¢c) I=1/8 (d) Ninguna de las anteriores



FUNDAMENTOS MATEMATICOS.
Febrero 2011. 1 semana. MODELO A..
1. Solucién. (b)

Los elementos que tienen inverso son aquellos que no se anulan en ningin punto del
dominio. Las funciones fi, f5 no se anulan ya que por un lado fi(z) = 2+senz > 2—-1=1
para todo x y por otro lado las rafces de 22 — 2 + 1 = 0 son complejas. Del mismo modo
es facil ver que fy, f4 se anulan en algin punto de la recta real.
2. Solucién. (a)

Desarrollando mediante los adjuntos de la cuarta columna

e 00

det M = (—1)'™d| 0 f 0|=—defyg
00 g

3. Solucién. (d)

E; = {(0,y,2) : y,z € R}. Luego su ecuacién implicita es trivialmente x = 0. Ad-
juntando la ecuaciones de los dos espacios £, [E5 obtenemos la ecuaciones implicitas de
E; NEs que son

r=0
r—y+z=0

que no coincide con ninguna de las propuestas.

4. Solucién. (b)

Las ecuaciones del subespacio [E; asociado al autovalor A\ = 1 vienen dadas por

010 x 0
A-IHX = 01000 y | =10
(

000 z 0

&S y=0
Luego
E; ={(z,y,2) :y =0} ={(2,0,2) = 2(1,0,0) + 2(0,0,1) : z, 2 € R}

y por tanto {(1,0,0),(0,0,1)} es una base por ser un sistema generador linealmente
independiente de E,.

5. Solucién. (a)

Matricialmente
w@hﬂﬂ&m)::ﬁ+&mm+x}:
1 030 1
0000 T
:($1$2$3x4) 2010 373
0000 T4



Un vector v = (1, T2, T3, 4) pertenece al espacio E conjugado a vy, vy si verifica simul-
taneamente

(1030 ()

(1 101) 28(1)8 2l = 0ea+353=0
T3
\0 000/ \ )
(1030 ()

(100 —1) 28(1)8 2 0ea +303=0
T3
\oooo0/) \a)

Por tanto

E = {($1,$2,$3,$4) ST+ 3:13‘3 = 0} =
= {(—3z1, 22, 23,724) = x1(—3,0,1,0) + 22(0,1,0,0) 4+ 24(0,0,0,1)}

Por tanto {(—3,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1))} es una base de E por ser un sistema gen-
erador linealmente independiente.
6. Solucién. (a)

Calculamos el limite por L’Hopital

14+x—¢" 14+x—e¢" 1 —¢” —e”

_— lim ——————— lim lim ———
liH(l)e x? = —e 2 =0 2 = V2=1/\/e
Tr—r

7. Solucién (a)

f(x) = 2% — 2+ 1, y su funcién derivada es f'(x) = 32% — 1 que se anula en los puntos
1 = —/3/3, 2 = v/3/3. En el intervalo (—oo,z;) la funcién derivada toma signo
constante positivo luego f es creciente, en el intervalo (z1,x2) la funcién derivada toma
signo positiva y es por tanto decreciente y en el intervalo (x2,00) la derivada toma
signo positivo y es creciente. xq es por tanto un maximo local y respectivamente xy es
un minimo local. Ademéas f(z) > f(x2) para todo = € (z1,0), v f(x) < f(x1) con
f decreciente en (—oo, 7). Como ademéas f(x1), f(x2) son estrictamente posititivos la
tunica posibilidad es que exista un tnica raiz en (—oo, x1). De hecho dicha raiz existe por
el Teorema de Bolzano ya que por ejemplo f(0) =1, f(—2) = —5.

8. Solucién (a) Es una integral que se resuelve por partes

/2 ™/2
/ w'dr = [uv]iigﬂ — / u'vdx
0 0



2

En este caso u = z*, v/ = 2x, v/ = cosx, v = senx. Luego

()

3 w/2
2
/ v’ coswdr = [r*senx|,_ g/ 2/ xrsenxdx
0

= % / rsenxdr =
7-‘— <

2 5 /2
T —z cos x|, _ g/ / (—cosz)dx
0
7T

2 77—8

4 4

en donde al final del calculo hemos vuelto a integrar por partes.

. Solucién (a)
f(x,y) = e**. Operando f(0,0) =1, las primeras derivadas son

le(O, 0) = [em+2y](:ﬁ,y):(0,0) =1,
Dyf(0,0) = [2¢""](,=00) = 2,

y las segundas

D11 £(0,0) [€x+2y](x,y):(0,0) =1,

Dlgf(o, O) = [2€m+2y](x7y):(0,0) = 27
Dya f(0,0) = [4e""](—(0.0) =

El polinomio de Taylor es
1
Py(z,y)=1+2x+2y+ §(x2 + day + 4y?)

Luego

117
B(L1) =1+1+42+ 9=

. Solucién (c)

Se resuelve mediante un cambio a polares

xr=rcosf, y=rsenf

El jacobiano es J(r,0) = r y S es la parte del circulo de radio 1 (0 < r < 1) en el primer
cuadrante (0 < 6 < 7). Luego

2
/xydmdy = / / r cos Or sen Ordrdf = / / 3 50 9
S
o - _ cos 207" 1
B 4 r=0 2 0=0 B 8




FUNDAMENTOS MATEMATICOS (Grado Ingenieria Informatica). 2% sem. Feb. 2011
MODELO EXAMEN C

e Cada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Cada pregunta acertada suma 1 punto, las incorrectas restan
(0’3 puntos cada una. Las preguntas en blanco no puntian.

e Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis Rodriguez-Marin,
que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a ningin companero.

e Entregue tnicamente la hoja de respuestas. Verifique que en dicha hoja figura su nombre, DNI y modelo de
examen.

1. Sefiale el supremo del conjunto A = {x € R: —2? +1 > 0}.
(a) 1 (b) —1 (c) 2 (d) Ninguna de las anteriores

2. Calcule el determinante de la siguiente matriz

91999
9099 2
40050
90390
6 0070
(a) 0 (b) 14 (c) —12 (d) Ninguna de las anteriores
3. Sea B la matriz inversa de la matriz
111
010
011
1
y sea el vector columna D = | 0 |. Senale la respuesta correcta:
0
(@) (BD)"=(0 —1 0) () (BD)"=(100)
(¢) (BD)! = (0 -1 1) (d) Ninguna de las anteriores

4. Dada la matriz
11
1=(22)
senale las ecuaciones implicitas del subespacio [E; asociada al autovalor A\; = 0.
(@) 3x+y =0 b) z4+y=0 (c) x+2y=0 (d) Ninguna de las anteriores

> — 2 + 2% — 22 + 1. Existen nimeros reales ag, a1, as, as, a4, as tales que

5. Sea p(z) ==
p(z) = as(x — 1) +ag(z — D* +ag(z — 1)° +ax(z — 1)* + ay(z — 1) + ag

Senale la respuesta correcta.
(a) az =41 (b) as =48 (c) ag =42 (d) Ninguna de las anteriores

6. Senale el valor de la integral I = foﬁxsen (2% + 1)dx
(a) I =2cos1 (b) I =cosl (¢) I =—cosl (d) Ninguna de las anteriores



10.

Consideremos la funcién f : R® — R definida por f(x) = XTAX + BTX para cada
vector X = (x1, T9,3) y en donde

71 110 1
X=|a |, A=[130],B={0
3 000 0

Senale el valor DF'(1,1,1)(1,0,1).
(a) DF(1,1,1)(1,0,1) =5  (b) DF(1,1,1)(1,0,1) =3 () DF(1,1,1)(1,0,1) = 2
(d) Ninguna de las anteriores

Sefiale el valor de la integral I = |, s zy*drdy en donde

S:{(x,y)€R2:0§x§1,0§y§1—m}

(a) I =1/210 (b) I =1/250 (¢) I =1/300 (d) Ninguna de las anteriores
Senale los valores de A para los que la forma cuadratica
w(xy, T2, T3) = T2+ 62103 + 235 4+ 21013 + )\xg

es definida positiva.
(a) Para A >0 (b) Para ningin A (¢) Para todo A (d) Ninguna de las anteriores

Dada la tabla
T —1 1 2

flzr) =1 =1 —4
determinese mediante el polinomio de interpolacion de Lagrange una aproximacion del
valor f(1/2)
(a) -1 (b) -1/4 (c) -1/2 (d) Ninguna de las anteriores



FUNDAMENTOS MATEMATICOS.
Febrero 2011. 2 semana. MODELO C..

. Solucién. (a)
A={reR:1> 2’} =(-1,1), por tanto sup(—1,1) = 1.

. Solucién. (c)

Desarrollando en primer lugar por adjuntos de la segunda columna

9199

9
90992 iggé 405
40050]| = (=1)H? 939 0 = (=129 3 9
90390 6070 6 07
60070

= 2(84—90) = —12

. Solucién. (b)

La matriz producto BD se corresponde con la primera columna de la matriz B. Luego
solamente tenemos que calcular la primera columna de la matriz inversa. Por el teorema
de caracterizacion de la inversa

(BD)11 = =1, (BD)2 = —‘ =0, (BD)13 =

111 1 11 1 11
010 010 010
011 011 011
. Solucién. (b)

Las ecuaciones del subespacio F asociado al autovalor 0 son

(A—O])<§>:(8>(:)x+y:0

p///(l)
e
Como p"(x) = 602% — 24z + 6, entonces p” (1) = 42 y por tanto az = % — 7

. Solucién. (b)

Mediante el cambio u = 22 + 1, du = 2zdx la integral es inmediata

VT 1 1 1
/ rsen(x? + 1)dr = 5/ senudu = 5[ cosu)'=T = 2(— cos(m+1) 4+ cosl) =
0 1

1
— 5(—(cos Lcosm — senmsenl) + cos1) = cos 1

. Solucién. (d)

Por el teorema de Taylor az =

. Solucién. (a) Como

3 3

[El,l'g,xg E E xza23$3+§ bxz

=1 j5=1



Luego
3
DiF(l'l, X9, 1'3) = Z ;55 + ;i + bz =
j=1
3
= 2 CLZ']’QZJ‘ + bz
1

Aij=aji -

y por tanto
DF(SCl, X9, 333) = (DlF(SUl, X9, 333) DQF(Il, Z9, 563) D3F(£E1, X, 5133)) = 2XTA + B.

En particular

110
DF(1,1,1)=2(1 1 1)1 130 ]+(100)=(580),
000
con lo que
1
DF(1,1,1)(1,0,1)=(5 8 0) | 0 | =5
1

. Solucién. (a)

La integral viene dada por

1 1-2 15 L (1 _ )’
/xy4dxdy = / x </ y4dy> dr = / x[y_ z;(l)_xdaz = / 36( v) dr =
s 0 0 0o 9 0 5

1 /! 1 /! 1,1 ¢’
= - | A-t)dt=— [ °—t)dt==(=]'= =
R N o = R =)
_ b
210
en donde hemos realizado el cambio t =1 — x, dxr = —dt.
. Solucién. (b)
1 0 3 I
w(wy, T2, T3) = ( Tl Ty xg) 01 X\ 9

Aplicando el criterio de Silvester para que la forma cuadratica sea definida positiva se

debe de cumplir que
0 3

1
01 A|=X2=X=9>0
3 A A
pero esto es falso para cualquier A ya que p(A) = A — A% — 9 es un polinomio de segundo

grado sin raices reales. Por tanto p es de signo constante, y como p(0) = —9 < 0 entonces
p(A) < 0 para todo A.



10. Solucién. (b) El polinomio de interpolacién de Lagrange asociado es un polinomio de
segundo grado py(z) = asx® + ayx + ag verificando

pQ(—l) = —1l&ay—a;+ag=—1
p(l) = -l ays+a+ap=—1
p2(2) = —4 & 4das+ 2a; +ag=—4

Resolviendo el sistema lineal obtenemos los coeficientes

1 -1 1 as —1
1 1 1 ai = —1 =a=—1, ag =a9=0
4 2 1 agp —4

Luego po(x) = —2? y por tanto p(1/2) = —1/4.



FUNDAMENTOS MATEMATICOS (Grado Ingenieria Informdtica). Sep. 2011
MODELO EXAMEN A

e (CCada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Cada pregunta acertada suma 1 punto, las incorrectas restan
('3 puntos cada una. Las preguntas en blanco no puntiian.

e Sc permite utilizar unicamente un cjemplar original del texto “Temas de Matematicas™ del Luis Rodriguez-Marin,
que podrd contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a ningiin companero.

e [ntregue unicamente la hoja de respuestas. Verifique que en dicha hoja figura su nombre, DNI y modelo de
examen.

1. Consideremos la funcién f(z) = 32° — 2. Particndo del intervalo I = [agy, by] = [1/5,1/2],
sea. (x,) la sucesion generada al aplicar el método de Regula Falsi reiteradamente Apli-
cando la férmula de estimacion del error que aparece en el libro de texto senale el valor L
para el que el criterio de paro \;1’:” — z,_1| < L asegura un error de aproximacion ¢ = 1072,
() L=1,1111 x 10" (b)) L=10"/9 (¢) L=10"* (d) Ninguna de las anteriores

2. Sea (i) la sucesion definida recursivamente por x; = 0

—17x,,—1 + 24
4:5-”__1 — 13

T = para todo n > 2.

Sabiendo que dicha sucesién es convergente y siempre toma valores negativos calcule su
limite /. = lim %,,.

() L =—-4 (b) L=-2 (¢) L =-5 (d) Ninguna de las anteriores

3. Dada la matriz

1 2 1 3
i ( 3 —d —3 B \
\2 1 3 1)
sea la matriz 1 3
B(f _m-43— \
= 0 —4 —1 0

\0 3 1 -5
que se obtiene “haciendo ceros”™ mediante transformaciones elementales por debajo del
primer elemento de la diagonal en A. Si consideramos la matriz la matriz ¢! € M, tal
que B = C'A, senale la inversa de C.

LIS tHH

. oy o : . —1

(@) C7 = 1010 () €= L8 1
\ 2001/ \2 00 1)

(1 [}00\

3 1 00
(] T_]- d— 1 ¢ 1 5 ¢ k. *. L N ] 1_."!
() C 1010 (d) Ninguna de las anteriores
\ 2 00 1/

4. Sea Ps = {p = as2> + axt + ...+ ax+ap:a; €R } el espacio vectorial de polinomios



T

de grado igual o menor a 5. Consideremos los siguientes subconjuntos

< 3

ta

=
||

.1
pe Py / plzidey =0
(

.

: 5
peE s / plx)de > 0
Jo

V3 = {?} cF:01+tas+a3+ a4+ a; = U}
Vy = {pe€ Fs: a1+ ay| =0}

o
-

-
||

'

o

Senale el nimero de ellos que son asimismo subespacio vectorial (Notacion: |-| denota
valor absoluto)
(a) 2 (b) 3 (¢) 4 (d) Ninguna de las anteriores

. Sea A = {(1,0,0),(0,1.0),(0,0,1)}. B={(1,0),(0,1)} las bases candénicas de R? y R*

respectivamente. Con respecto a dichas bases la matriz asociada a una aplicacion lineal

IZRQ%RBCS

11
P=10 -1
1 0

Determinar la matriz ) asociada a [ si consideramos las bases

A’ ={(1,1,0),(=1,1,0),(0,0,1)}, B = {(1,0), (1,0)}.

1 2 2 1
(@) Q=1 0 —1 h) Q=1 —5 —2
1 0 1 0
10
() Q= —3 —1 (d) Ninguna de las anteriores
1 0
. Sea A = {ej, ey, e3} una base de R* y ¢ : R*xR? — R? una forma bilineal simétrica que
satisface p(er,e)) = —1, p(es, @) = 1, (e, e3) = —1, p(2e1,3e3) = 6, p(—e, —e3) =
—2, (e + ey, e3) = 2. Consideremos otra base B = {v1,vy,v3} en donde
Vi = €+ €
Vo = €y €3
V3 = €] —e3

Determinese la matriz de la aplicacion ¢ respecto de la base B.

2 3 —1 2 4 =2 2 2 =3

(a) 3 8 =2 (b) 4 8 —4 | (¢ 2 8 4 (d) Ninguna de las
-1 -2 4 —2 —4 2 —3 4 2

anteriores

. . i = . .
. Senale el valor de la integral / = [, #° Inxdx. (In-logaritmo neperiano).

(a) | = (5eY)/36 (b) I =¢€%/36 (c) 1 =¢%/6 (d) Ninguna de las anteriores

. Sean las funciones g : R® — R, I : R* — R definidas por g(x1, x2, 13) = \/ w4+ a3 + 2,

h(x1,x9) = 21 + 9. Asimismo sca [ : R? — R la funcién compuesta definida por

J(x1, 29, 23) = glh(xy, —x3), 23, A1, 29))



10.

Senale su matriz jacobiana f'(0,1,0)

(@) f'(0,1,0)=(1 0 1) ) f(0,1,00=(110)
(¢) f1(0,1,0)=(0 1 1) (d) Ninguna de las anteriores
9
. Senale el valor de la integral [ = [ v 5 i ld;rd-y en donde M = {(z,y) : 0 <z < 2,
M,
0 <y <<}
(@) 1 =(In2)/2 (b) I =(Inb)/2 (¢) I =(In7)/2 (d) Ninguna de las anteriores

Dada la matriz A = ) determine la matriz potencia A2%:

<
(2)(3 33
( |

10
. 200
&) A= (2 |

(d) Ninguna de las anteriores



FUNDAMENTOS MATEMATICOS (Grado Ingenieria Informética).
MODELO EXAMEN A

1. Solucién. (a)

Por la férmula de la pdgina 316 del libro de texto, siempre que la derivada segunda f” tenga signo constante como
en este caso ya que f”(z) = 6, se tiene que

M —m'
’6 _xn‘ < T |xn - xn—1|

siendo ¢ la raiz que se encuentra en el intervalo I (en este caso particular compruébese que & = 1/3), M’ =
HE?XI] f(x), m = min f'(x). Utilizando dicha férmula para que |€ — z,| < 10~* es suficiente que
|53 rE|52

M —m' m'
——— |y — 21 <107 =z — 2| € ——— 1071

o M —m

Por tanto la cota L viene dada por

ml

—4
L=
Calculando
m' = min f'(r)= min 6z —-1=1/5 M = max f'(z)= max 6z —1=2
z€[53] @ z€[3.3] / z€[3.3] @ w€[3.3]

el valor de la constante se calcula directamente

15
- 2-1/5

1074 =10"/9 = 1,1111 x 107°

2. Solucién. (d)

Por hipétesis existe L = lim x,, con lo que basta tomar directamente limites en la expresién recursiva

—17L 424

L=———"""IL*+L-6=0
4L — 13 +
Las raices de la ultima ecuacién L = —3, L = 2 nos dan los posibles valores del limite. Descartamos el positivo ya
que sabemos que la sucesién siempre toma valores negativos, por tanto necesariamente L = —3.

3. Solucién. (b) En general de B = C'A se deduce

A=C"'B

Luego de una manera directa basta comprobar si cualquiera de las opciones verifican esta identidad. Como

1 000 1 2 1 3 1 2 1 3
4, [ 3100 0 -10 6 -7 | | -3 —16 -9 —16
B =1 1010 0 -4 -1 0 |7 -1 =6 —2 -3 |74
—2 0 0 1 0 -3 1 -5 —2 -7 -1 -11
100 0 1 2 1 3 1 2 1 3
4, [ 3100 0 -10 =6 -7 | [3 -4 =3 2|
B =101 0 0 -4 -1 0 |71 2 0 3|4
2 00 1 0 -3 1 =5 2 1 3 1
1 000 1 2 1 3 1 2 1 3
I 3 100 0 -10 6 -7 | | 3 —4 -3 2
B =1 1010 0 4 -1 0 |7 -1 6 -2 -3 |74
2 00 1 0 -3 1 -5 2 1 3 1

La respuesta correcta es (b).

De otra manera, por el proceso de eliminacién Gaussiana se tiene que la matriz C' no es mas que la matriz resultado
de adjuntar a la matriz unidad los correspondientes factores de la eliminacién Gaussiana por debajo del pivote.
En este caso dicho pivote es el primer elemento de la diagonal. Por ejemplo el factor situado en la segunda fila es



-3 ya que es el factor por el que se multiplica la primera fila para sumarsela a la correspondiente fila con objeto
de obtener un cero en el elemento bio, y asi sucesivamente para el resto de filas. De este modo se tiene que

1 0 00
-3 1 00
¢= -1 010
-2 0 01

es una matriz de estructura simple cuya diagonal se obtiene cambiando el signo a los factores
1 000
310
-1 o
¢ = 1 01
2 00

= o O

. Solucién. (b)

Para estudiar si los subconjuntos son subespacios vectoriales basta comprobar si se cumple la caracterizacién de
subespacio vectorial (véase pagina 50 libro texto). V; es un subespacio vectorial ya que dados dos polinominios
P1, P2 € P5 tales que fol pi(x)dx = fol p2(x)dx = 0, por propiedades elementales de integracién se tiene que
P = Ap1 + i p2 tiene integral nula ya que

/01 p(z)dr = )\/01 p1(x)dx + M/Ol pao(z)dz = 0

En cambio V5 no es un espacio vectorial, de hecho sabemos por la misma caracterizacién de subespacio vectorial.
que el vector nulo pertenece a cualquier subespacio vectorial y en este caso el polinomio nulo p = 0 no pertenece

5 ,
a Vg ya que su integral es cero. Por otro lado V3 si es subespacio vectorial, dados dos polinomios p; = > a;z",
=0
5 ' 5 5 5 , '
p2 = > bx' € Ps; endonde Y a; = > b; = 0 se tiene que p = Ap1 + p p2 = Y_(Aa; + b))z’ y se cumple
i=0 i=1 i=1 1=0

5 5 5

Yo (Aa; 4+ pbi) =AD" a; + 1> by = 0 por hipétesis. Del mismo Vy es un subespacio vectorial ya que |a; + ag| =
i=0 i=1 i=1

0 < a; + a2 =0 y la prueba es muy similar a la dada para el caso anterior.

. Solucién. (c) 6 (d)

En primer lugar existe una errata evidente al referirnos por segunda vez a la base B ya que tal como esta escrito
en primer lugar B es la base canénica {(1,0),(0,1)} y no {(1,0),(1,0)} que no constituye una base de R%. La
matriz de cambio de base de A a A’ es

1 1
1 -1 0 2 3 0
0 0 1 0 0 1

Luego Y’ = AY y por tanto
Y =PX =AY =PX <Y =APX = Q = AP

Luego
11 1
3 5 0 1 1 3 0
Q=| -3+ % 0 0 -1 ]|=| -3 -1
0 0 1 1 0 1 0

Al haber una errata en el enunciado tambien se considera como correcta la pregunta d. Aquellos que hayan
contestado cualquier otra respuesta o no hayan constestado se les considerar la pregunta como anulada.

. Anulada

Existe un error en el enunciado ya que B no es una base, luego se considera anulada la pregunta.

. Solucién. (a) Se resuelve integrando por partes, en particular consideramos u = Inz, dv = x°

6
T
v = 5 De este modo aplicando la férmula de integracion por partes se obtiene

/ea:5lnﬂsdx: [CBGIHQSTSe—/exg)dac:ees—e(i:566
0 6 =0 0 6 6 36 36

1
r_
con lo que v’ = e




8. Solucién. (b) Podemos considerar la funcién como una composicién de funciones y aplicar la regla de la cadena.
De hecho f = got en donde t : R® — R3 es la aplicacién (lineal) definida por

t(xl7x27x3) - (h(x17 _x3)7$37h(x17x2)) == (CUI - 1'3,33'371'1 + IIJQ)
Las jacobianas son
0 —1
0 1 )
1 0

#(0,1,0) =

= O =

1

SN P
‘/L‘l + I2 + :ng (531712713):(07071)

g/(t(o,l,())) = 9(07071):
= (00 1)

Aplicando la regla de la cadena se obtiene

10 -1
Df(t(0,1,0) 0 Dt(0,1,0)=(0 0 1) 0 0 1 |=(110)
11

9. Solucién. (b) Se resuelve por integracién reiterada

2 Vz 2 2 x=2
dx dz =z xdx 1
/0 x2+1</0 yy> /0 :c2+1[y]y:0 0 2241 [2 n(z" + )L:O

1
= 51115

10. Solucién. (b) 6 (c)

En general dada una matriz diagonalizable A se tiene la descomposicion
A=PDP! (1)

en donde D es una matriz diagonal cuya diagonal estd formada por una ordenacion de los distintos autovalores
de A, y P es la matriz de paso asociada formada por los correspondientes autovectores como columnas el mismo
orden (léase Tema 4 Seccién 5 del libro de texto). De (1) se puede obtener una férmula recursiva para hallar la
potencia n-esima de A ya que

A2 = pppPlppp~!=pp2p!

A" = A" lA=pprlp-lppp~l = pprp!

En este caso A = _12 g ) tiene como autovalores Ay = 1, Ao = 2, y vi = (1,2), vo = (0,1) como sus

correspondientes autovectores. Por lo que podemos considerar
(10 (11 (-1 1
p=(o2)r=(an) =03 4)
4200 _ 10 1 0 1 0
2 1 0 2200 -2 1

Evidentemente tambien se considera valida la respuesta (c) al coincidir con la (b)

Por tanto



FUNDAMENTOS MATEMATICOS (Grado Ingenieria Informatica). Feb. 2012
MODELO EXAMEN A

e Cada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Cada pregunta acertada suma 1 punto, las incorrectas restan
0’3 puntos cada una. Las preguntas en blanco no puntian.

e Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis Rodriguez-Marin,
que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a ningtin companero.

e Entregue tnicamente la hoja de respuestas. Verifique que en dicha hoja figura su nombre, DNI y modelo de
examen.

. Sia € [—1,1] senale el valor de a que hace maximo el determinante de

11 1 -1
01 -1 1
a 0 1 0
11T 0 a
(@) a=1/4 (b) a=0 (c) a=3/4 (d) Ninguna de las anteriores

2. Sea R? con la base {uy, uy, uz} y R* con la base {wy, wa, w3, wy} .Determinese el rango
de la aplicacién lineal f : R? — R* definida por

flug) = wy — wy — wg

f(ug) = —Wj1 + Wy + W3

f(uz) =0

(a) 1 (b) 3 (c) 2 (d) Ninguna de las anteriores

Dados los sistemas A = {(1,0),(1,1)}, B ={(1,—1),(2,1)}. Senale la matriz de cambio
de base de A a B.

2 1 T
@ (1) o (1)
o -
2 1 : :
(c) < 11 ) (d) Ninguna de las anteriores

Sea el conjunto M = {a,b,c,d} y consideremos la ley de composicién interna ¢ definida
mediante la tabla

o abocde
a abcde
b b cdea
c cdeald
d deabdc
e eabcd
Senale el elemento inverso del elemento a ¢ (a ¢ (bo (c o d))) respecto a la operacion ©.

(a) e (b) a (c) ¢ (d) Ninguna de las anteriores

. Dada la forma cuadratica

1 0 -1 0 I

—4 2 0 T

w(zr) = ( Tl Ty T3 Ta ) 1 9 1 1 xz
0O O 1 2 Ty



10.

senale las ecuaciones implicitas del subespacio asociado al vector v = (1,0, —1,1).
(CL) T1=A, o= A9, T3 = A9 T3 = A\| — Ag + 2)3, T4 = A3

(b) 51912/\1, 5172:)\2, .Ig:/\g 56322)\1—2/\2—}—/\3, 5134:)\3

(C) .CC1:)\1,£C2:)\2, $3:)\2x3:—)\1—)\2—|—)\3, .TE4:)\3

(d) Ninguna de las anteriores

Determine el niimero de raices reales que tiene la ecuacién z° — 22 + 2 = 0.

(a) Ninguna (b) 1 (c) 3 (d) Ninguna de las anteriores
tdt
Senale el valor de la integral [ = fol m

(@) I=2mIn2-1)/2 (b) I=(In2+1)/2 (¢) I =(In2—-1)/2 (d) Ninguna de las
anteriores

Sean las funciones F(z,y) = (x — y3, 2 + 2%y), G(z,y) = (2y* x — y). Seiale la matriz
jacobiana de la funcién compuesta F' o G en el punto (1, 1).

(a) (Fo@)(1,1) = (; f) (b) (FoG)(1,1) = ( _21 1)

(c) (Fo@G)(1,1) = ( g _21 ) (d) Ninguna de las anteriores

Senale el valor de I = [,, xdzdy en donde M = {(z,y) : 1 +22x >y, y >0,y <1 — 2z}
(a) O (b) 1 (c) g (d) Ninguna de las anteriores

Calcule el error cometido al aproximar la integral fol x?dr mediante la regla de trapecios

con 1. = 3. 5 o
(a) 57 (b) 57 (c) — (d) Ninguna de las anteriores



FUNDAMENTOS MATEMATICOS.
Febrero 2012. 1 semana. MODELO A..

1. Solucién. (a)

Calculamos el determinante desarrollando por los adjunto de la tercera fila, de esta

manera

éi ilzl 11 -1 11 -1

=all -1 1 |[+1]{01 1 |=-2d"+a+1

a 0 1 O L0 11

11 0 a ¢ ¢
Se trata por tanto de hallar el maximo de la funcién real f(a) = —2a*+a+1. Su funcién
derivada es f'(a) = —4a+1 y su tnico punto critico viene dado por a = 1/4. Dicho punto
es maximo local por ser su derivada segunda f”(a) = —4 < 0 estrictamente negativa, de

hecho la funcién es concava y por tanto dicho maximo es global.

2. Solucién. (a)

El rango de la aplicacién lineal coincide con el rango de la matriz asociada. La matriz
asociada a la aplicaciéon lineal tiene como columnas las coordenadas de la imagen de la
base {uj,us, us} con respecto a la base {vy,vo,v3, v4}. En este caso la matriz asociada
viene dada por

0 0 0

La segunda y tercera columna de la matriz son combinacion lineal de la primera. Luego
el mayor ntimero de vectores columnas linealmente independientes es uno y por tanto el
rango es 1.

3. Solucién. (b) La matriz de cambio de la base A a B que denotamos por

ailr a2
A=
a21 G222

es aquella que tiene por columnas las coordenadas de los vectores de A con respecto de

B. Es decir
1 1 2 1 2 a1
(o) = m () ()= (4 D) (00)
1 1 2 1 2 12
(1) = m () ()= (4 D) (02)
Matricialmente
(11>:<'12)A
01 -1 1
por lo que

A4

L —
wino |
L

Wl |~



4. Solucién. (a)

En primer lugar de la tabla deducimos que a es el elemento neutro de ¢ ya que

aoca = a
acb = boa=>
avc = coa=-c

aod = doa=4d

Por otro lado operando

ao(ao(bo(cod))) = ao(ao(boa)) =

ao(aob) = aob=">

Y el inverso de b con respecto a a es e ya que

eocb=boe=aq

5. Solucién. (d)

La respuesta es (d) ya que las ecuaciones dadas en (a), (b) y (c¢) son paramétricas y no
implicitas.

6. Solucién. (b)

Sea f(x) = 2% — 2% + 2. Estudiemos sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. La
funcién derivada f'(z) = 3x? — 2z se anula en los puntos ; = 0y 2o = 2/3. En el
intervalo (—oo, 0] la funcién derivada es positiva luego f crece, de igual modo en (0,2/3)
la funcién derivada es negativa luego la funcién es decreciente y finalmente en (2/3, 00)
la funcién derivada vuelve a ser positiva ya que es creciente. De lo que se deduce en
primer lugar que

f(z) > f(2/3) > 0 para todo z € (0, 00)

Por lo que en (0,00) la funcién f no tiene ninguna raiz. Por otro lado en (—o0,0] la
funcion solamente puede tener una raiz por ser creciente, de hecho dicha raiz existe como
aplicacion directa del Teorema de Bolzano ya que como la funcién es continua y por
ejemplo f(—2) < 0, f(0) > 0 por dicho teorema se puede asegurar que la raiz existe en
el intervalo (—2,0).

7. Solucién. (a) Es una integral racional que se resuelve descomponiendo por fracciones
simples (p.215 libro de texto). De esta forma

t A N Ay At + A+ A
(t+1)2  (t+1) (t+1)2 (t+1)2

en donde A, Ay constantes a determinar. Identificando coeficientes

A
Ai+A, = 0



y por tanto Ay =1, Ay = —1. Luego

bt (Y odt booat
A t+1)2 OFIT_A (t+1)2
= e 5 - [

—2+1
1
= 20— (—5+1)=
1 2m2-1
= In2--=""——
2 2

t=0

8. Solucién. (a)

Se resuelve aplicando la regla de la cadena (p. 247 libro de texto). Entonces G(1,1) =
(1,0) y las matrices jacobianas vienen dadas por

1 —3y? 10
FG1) = 1.0 = v -(1 1)
bH2wy 2% Jegpean N1

2
, [y 2xy - 1 2
G(Ll)_( bl >(xy)—(11)_<1 _1)

Finalmente aplicando la regla de la cadena se tiene

(FoGﬂLU:E%LmGUJ%=<1$)<1_:)::(;?>

9. Solucién. (a)

El recinto de integracién viene dado por (representese graficamente)

1 1
{(x,y):—§§x§0, OSQS1+2x}U{(x,y):O§x§ ,O§y<1—2:1:}

5 -~
0 142z 3 1
/ xdxdy = / a:dx/ dy+/ x/
M 0 0 0
3 2 2
+/ z(1—2x)dx = [:c_] +2 [ } + [x }
0 2 z=—1 -1 2

= 0 1+0+]’+0+ 1—0
- 8 12 8 12

Por tanto

—2x 0
1
2

dy = / z(1 + 2z)dz

A
[§:| =0

l\')\»—l

10. Solucién. (d)

El valor de la integral es
1 1’3 r=1 1
/ ride = [—] = —.
0 3 =0 3

1

Aplicando la férmula de los trapecios (p. 334 libro de texto) se tiene n = 3, h = 3

1 2
P ={xy,x1,29,23} = {0,575,1}



1 ) hn—l 1 ) 12 9 9
| et = 3 U+ St} = 0 v2(3) +2(3) +1}=
 6\9 9 S 6\9 9 Y

Luego el error cometido viene dado por

19 1‘_1

Y

54 3



FUNDAMENTOS MATEMATICOS (Grado Ingenieria Informatica). 2% sem. Feb. 2012
MODELO EXAMEN C

e Cada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Cada pregunta acertada suma 1 punto, las incorrectas restan
(0’3 puntos cada una. Las preguntas en blanco no puntian.

e Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis Rodriguez-Marin,
que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a ningin companero.

e Entregue tnicamente la hoja de respuestas. Verifique que en dicha hoja figura su nombre, DNI y modelo de
examen.

. Dada la aplicacién lineal T' de R* en R* definida por
T(x1, 22,73, 24) = (T3 — T1, 02 — &1 + 423, T3, 73 — 1 + Tz + T4)

senale el determinante de su matriz asociada
(a) 0 (b) —1 (c) 1 (d) Ninguna de las anteriores

2. Consideremos el espacio vectorial de las matrices My de orden 2. De los siguientes con-

BT )
= {02 () (1) (4]
)

senale el numero de ellos que constituyen un base en M.

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) Ninguna de las anteriores
3. Consideremos las matrices
1 1 1
X=1-10]|,V=10
0 1 0

Siendo M = X (XTX)XT senale el valor VIMV.
(a) VIMV =—-1 (b)) VIMV =6 (¢) VIMV =2 (d) Ninguna de las anteriores

4. Considere R* con la ley de composicién interna ¢ definida como

(21, T2, 3, 4) © (Y1, Y2, Y3, Ya) = (T1y1 + T2Ys3, T1Y2 + ToYs, T3Y1 + T4Ys3, T3Ys + TaYs)

Senale el elemento neutro e con respecto a dicha operacién
(a) e=(1,0,1,0) (b) e=1(0,0,0,0) (¢) e=(1,1,1,1) (d) Ninguna de las anteriores

5. Considere la forma bilineal ¢ en R? definida como

O(X,y) = T1y1 + Tay2 + X3Y3

en donde los vectores de coordenadas x = (x1, z2,x3), ¥ = (Y1, Y2, y3) estan referidos a la
base candnica
A ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.



10.

Senale la matriz asociada a ¢ con respecto a una nueva base

B ={(1,1,1),(-1,1,1),(1,0,1)}

5 12
e RNt
424 3§ %
3 1 2
(c){ 130 (d) Ninguna de las anteriores
2 0 2

Senale el valor del siguiente limite

42 —5r+3
lim
vl 3 — 22 —x+1

(a) —1 (b) 2 (c) 1/2 (d) Ninguna de las anteriores
. Senale el valor de la integral I = fol zre?du.
2 _1 241 241
(a) I = ‘ (b) I = s (c) I = c (d) Ninguna de las anteriores

2 4 2

Sea Py el polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién f(z,y) = zy* en el punto (1,1).
Senale el valor Ps(1,2)
(a) P3(1,2)=6 (b) P3(1,2) =16 (c) P5(1,2) =19 (d) Ninguna de las anteriores

Senale el valor de la integral [, (z*+y*+2%)dzdydz en donde M = {(z,y, z) : 2*+y*+2* <

1,0<z}
2m s : :
(a) = (b) ™ (c) 3 (d) Ninguna de las anteriores

Sea p el polinomio de interpolacién de Lagrange dado por tabla

s -1 01 2
flz) =1 01 —1

Senale la respuesta correcta:
(a) p(3) =-9 (b) p(3) = -8 () p(3) =11 (d) Ninguna de las anteriores



Fundamentos de Matematicas. Pruebas de Autoevaluacion.
Capitulo 10. Introduccion al cdlculo numérico

1. Solucién. (b) La matriz asociada a la aplicacién lineal viene dada por

-1 010
-1 140
0 010
-1 111
y sus determinante viene dado por
:1(1)1118 -1 01 -1 01
0 010 ()" -1 14|=|-114|=-1
1111 0 01 0 01

2. Solucién. (b)

La base candnica de My viene dada por

e {(20)(50).(20) (2 2))

Una manera de estudiar si los sistemas S; constituyen una base es ver si la matriz de paso
que tiene como vectores columnas las coordenadas de los elementos de S; con respecto
a E tiene determinante no nulo y por tanto constituyen una matriz de cambio de base.
Por ejemplo para el caso del sistema S; la matriz de paso y su determinante viene dado
por
1 1 1 1
0 1 0 1 _
1 0 -10
-1 0 0 1
y por tanto efectivamente tiene determinante no nulo y Sy es una base del espacio. Del
mismo modo para Sy tenemos

1 1
1 0
0 —1
1 1

=1

()
O = =

y por tanto S, también es base. En cambio S3 no es base ya que
1100

=0

S = O

110
001
011
De hecho se puede ver por ejemplo que el primer elemento del sistema es combinacion

lineal de los otros
10y (11 B 01 . 00
10/) \0O 01 11



3. Solucién. (b)

Dadas
1 1 1
X=|-10|,V=
0 1 0
basta operar directamente
11 1 1\ /1 1 11\
M = -1 0 -1 0 -1 0 -1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
2 —11 2 —11 6 —3 3
= -1 1 0 -1 1 0= -3 2 -1
1 0 1 1 0 1 3 -1 2
Finalmente
6 -3 3 1
VIMV=(100) -3 2 -1 0]=6
3 —1 2 0

4. Solucién. (d)

El vector (1,0, 1,0) no puede ser el elemento neutro ya que por ejemplo

(1,0,1,0)0(1,0,0,0) = (I1x14+0x0,1x0+0x0,1x1+0x0,1x0+0x0)
= (1,0,1,0) #(1,0,0,0)

El vector (0,0,0,0) no puede ser el elemento neutro ya que por ejemplo
(0,0,0,0)0(1,0,0,0) = (0,0,0,0) # (1,1,1,1)
Del mismo modo el vector (1,1,1,1) no es elemento neutro ya que

(1,1,1,1) 0 (1,0,0,0) = (1,0, 1,0) # (1,0,0,0)

5. Solucién. (c)

La matriz de la aplicacién es la matriz identidad, y la matriz de cambio de base de la
matriz B a la base canodnica A viene dada por

Luego la matriz asociada a ¢ con respecto a B viene dada por

1 -1 1\ /1 -11 1
1 1 0 1 1 0] = | =11
1 1 1 1 1 1 0



6. Solucién. (b)

Calculamos el limite aplicando dos veces la regla de L’Hopital
o4+ -5+ 3 I ) . 6z+2 8
lim = lim = lim =—-=2

el a3 — a2 —x+1 221322 —2x—1 29160 —2 4
7. Solucién. (b)

Calculamos la integral aplicando integral por partes (p. 214 libro de texto). Identificando
2x

W = e* v =ux se tiene u = -5 v/ =1y por tanto

1 27,7 2=1 1 2 277 2=1
/ re?tdr = [e x] — / 2rdy = ¢ _ [6—]
0 2 x=0 0 2 4 =0

2 e2-1 e +1

2 4 4

8. Solucién. (d)

Sea f(z,y) = xy*. Calculamos la derivadas hasta orden 3 en el punto (1,1)

f(1,1)=1

Dif(z,y) =y' Dif(1,1) =1
Dof(x,y) =4’z  Dof(1,1) =4
Dy f(z,y) =0 D f(1,1)=0
D12f(.73, y) = 4y3 Dlgf(l, 1) =4
Dosf(z,y) = 1222 Dosf(1,1) = 12
Dy f(z,y) =0 Dy f(1,1) =0
Dy f(z,y) =0 Dy12f(1,1) =0
D122f(x7y) = 123/2 D11f(17 1) =12
DQQQf(.I’, y) = 24y:l7 Dgggf(l, 1) = 24

Por tanto el polinomio de Taylor de orden 3 de f en (1,1) viene dado por

Py(z,y) = 1+1(x—1)4+4@y—1)+ %(O(x — 1248 —1)(y—1)+12(y — 1)%)
1

(00 - 12 4+3x0(x—1)%(y—1)+3x12(x — 1)(y — 1)* + 24(y — 1)?)

Por tanto
1 1
P3(1,2) = 1+0+4+§(0+0+12)+6(0+0+0+24)
= 14+44+6+4=15.

9. Solucién. (a)
Para resolver la integral hacemos un cambio a coordenadas esféricas x = 7 cosf sen ¢,
y =rsenfsenyp, z = rsenp, en donde el jacobiano del cambio viene dado por
J(r,0,0) = —r*sen

(p. 284-5 libro de texto) y aplicamos el teorema de cambio de variables (p. 289). La
funcion integrando y el recinto transformado viene dado por

f(?“,e,gp) =7

T={(7’,9,90):0§r§1,0§0§2w,og¢gg



y por el teorema de cambio de variable

s
1 27 -
/(x2-|—y2—|—z2)d$dyd2 = /r2r2 sen pdpdfdr :/ 7°4d7“/ d9/2 sen wdp
M T 0 0 0

m
= | = w[—cosyp| _& == X 27 ==
5] Ple=0" = 5 5

10. Solucién. (a) -Nodos de interpolacion. {xg,z1,x2, 23} = {—1,0,1,2}.

-Funciones de interpolacién de Lagrange

Lo(z) = r—0 z—1 z—2 :_a:(x—l)(x—Q)
—1-0-1-1-1-2 6

Li(z) — :U+1x—1:€—2:(x+1)(az—1)(x—2)
0+10—-10-2 2

L(z) — :c+1x—0$—2:_(a:+1)(a:—0)(x—2)
1+411-01-2 2

Ly(z) — :c+1:c—0x—1:(x+1)(:v—0)(x—1)
24+12-02-1 6

-Polinomio de interpolacién

P(z) = (~1)x (_$($—16)(56—2)>+0(a:+1)(x;1)(x—2)

1 x (_(Hl)(a«";o)(az—?)) +(_1)($+1)(mg0)(x—1)

Luego

P(B) _ 33=1D)(B-2) _ (3+1)(3-0)(3-2)

6 2
_BHBOB) _ g g4 g




FUNDAMENTOS MATEMATICOS (Grado Ingenieria Informatica). Sep. 2012
MODELO EXAMEN A

e Cada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Cada pregunta acertada suma 1 punto, las incorrectas restan
0’3 puntos cada una. Las preguntas en blanco no puntian.

e Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis Rodriguez-Marin,
que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a ningin companero.

e Entregue tnicamente la hoja de respuestas. Verifique que en dicha hoja figura su nombre, DNI y modelo de
examen.

11
. Dada la matriz C' = (0 ] ), sea el conjunto L = {B € My : B x C = C x B} de las
matrices cuadradas de orden 2 que conmutan con C' con respecto del producto usual X

de matrices. Consideremos las siguiente dos afirmaciones:

e Al. Las suma usual de matrices + es una operacién conmutativa sobre el conjunto
L.

e A2. El producto usual de matrices X es una operacion conmutativa sobre el conjunto
L.

Senale la respuesta correcta.
(a) Ambas afirmaciones, Al y A2, son ciertas
(b) Al es cierta, pero A2 es falsa
(c) A2 es cierta, pero Al es falsa
(d) Ninguna de las anteriores

a
c

2. Sabiendo que la matriz A = ( Z ) tiene determinante 1, calcule el valor del determi-

nante de la matriz

a b
b

a
Zod+ =
c+2 +2

(a) det B =1 (b) det B=1/2  (¢) det B=3/2  (d) Ninguna de las anteriores

B:

3. Sea Q4 el espacio vectorial generado por la familia de polinomios

{ai(z,y) = 1L, qa(z,y) = v, q3(7,y) = y, qa(z,y) = 2y},
es decir
Qs ={p = a1q1 + a2q2 + aszqs + asq4, a; € R para todo i =1, ...,4}

Dado el subespacio vectorial T C Q4 definido por

1 1
Tz{p€@4:/0 /0 p(x,y)dxdyzo},

senale sus ecuaciones implicitas.
(a) 4a1+2(a2+a3)+a4:0 (b) a1+ as+as+ays =0
(¢) a1+ 2a2+ a3+ 4as =0 (d) Ninguna de las anteriores



10.

. Consideramos M, el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 con la base

a=fe= (0 5 )= (on) = (10 ) m=(1 o)}

Sea f : My — My la aplicacion lineal definida por

fvi) = vi+va+vs—vy

f(va) = vit+vy—v3

f(v3) = —2wy

f(va) = —vo+4vs
Determine la matriz f (1) :1 :

(a) (3_h>aa(glj> (0) (i_g)(@M%MMEMMMMM

Sea V un espacio vectorial de dimension 2, y sean A = {ej,e3}, B = {e; + e3,6; — ey}
dos bases de dicho espacio. La matriz asociada a una forma bilineal ¢ : V — R respecto
de la base A viene dada por
11
(1)

Seniale la matriz asociada de ¢ con respecto de la base B.

@(éw @(ﬁS) @)@3) (d) Ninguna de las anteriores

. Calcule el error exacto cometido al aproximar la integral

2m
/ cos(2x)dx
0

utilizando el método de los trapecios con n = 4 subintervalos de la misma longitud.
(a) m/2 (b) O (c) (d) Ninguna de las anteriores

Sea ps3 el polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién f(x) = In(z® + 1) en el punto
x = 0. Calcule el valor p3(1).
(a) p3(1) =1/2 (b) p3(1) =0 () p3(1) =1 (d) Ninguna de las anteriores

Dada la funcién f(z) = [;(s* — 1)ds senale el punto ¢ € (0,1) para el que se verifica el
teorema del valor medio del célculo diferencial en el intervalo [0, 1].

(a) ¢ =+/3/3 (b) ¢ =+2/2 (c) ¢c=1/3 (d) Ninguna de las anteriores
3
. Senale el valor del siguiente limite L =  lim r+y :
(zy)—(1,2) 2% 4 22y + 32
(a) L=9 (b) No existe (¢c) L=1 (d) Ninguna de las anteriores

Sea T el tridngulo de vertices (0,0), (0,1) y (1,0). Senale el valor de la integral

I = / xydzdy.
T

(a) I =1/24 (b) I =1/12 (¢) I=1/9 (d) Ninguna de las anteriores



FUNDAMENTOS MATEMATICOS.
septiembre 2012. MODELO A.

1. Solucién. (a)
bi by
by by

<b1 b2><1 1)_(1 1)(191 @)@
bs by 01 01 bs by
(bl bl+b2)_(b1+b3 b2+b4><:>

bs bs + by b3 by

bs = 0,b, = b,

Por tanto los elementos de L son matrices de la forma

={(5) e

La operacion suma de matrices es una operacion conmutativa sobre L, ya que efectiva-

Una matriz arbitraria B = ( > pertenece a L si se cumplen las siguientes equiva-

lencias

mente la suma de dos elementos arbitrarios

:Ey .:C/ y/
(02) (5 %)=

sigue siendo un elemento de L. Ademas no influye el orden de como se sumen, de hecho
se puede comprobar directamente por la propiedad conmutativa de los ntiimeros reales

AN gy (ax+2d y+y\ (2 +r y+y\ (2 Y (Y
0 =z 0 o ) 0 xz+2 ) 0 2Z+x2) L0 o 0 z

Del mismo modo, el producto de matrices es una operacion conmutativa ya que

Ty gy [ xah xy+yd 2 !
0 x 02/ L0 xx' L0 7 0 x

2. Solucién. (a)

a b

b
detB=det< b)za(d+§)b(c+%):adbc:detA:1

d+ -

a
c+ —
2 2

3. Solucién. (a)

Integrando directamente se tiene que

1l 1,1
p € T@//p(x,y)d:pdy:O@// (a1 + asx + azy + ayxy) dedy = 0<

& alf/dxdy+a2// a:dxderag// ydxdy+a4// rydrxdy = 0&
=1

27 2=1 27y=1 2 27y=1
& — = = =0&
a1+a2[2] —l—a3[2] —l—a4[2L:0[2]

=0 y=0 y=0

1 1 1
a1+a2§+a3§+a41=0@
4ai + 2a9 + 2a3 + a4 =0

Tt 3



4. Solucién. (b)

Teniendo en cuenta

Luego

0 1\ _(0 0\, (0 -1)__
1 -1/ \o =1 1 0 ) VirTVs
0 —1

P T1) = v = 0 ) = v v = v - 2
=V1—V2+V3—v4:<0 0 )_(1 0)+(0 —1)_(0 0)
0 —1 0 0 1 0 10
(-1 -1
(v 5)
5. Solucién. (b)

La matriz de cambio de la base B a la base A viene dada por

(1 4)

Luego la matriz asociada a ¢ respecto de B viene dada por

GA)GDGEH)-GEDE -G

6. Solucién. (b)

Por un lado, la integral exacta viene dada por

27 9 s=27
I= / cos(2s)ds = [sen( S)] =0—-0=0
0 2 s=0

Siguiendo la férmula explicita (p. 335 libro de texto) en este caso tenemos n = 5,
h =27/4 = 7 /2, la particién de puntos

3
P ={xy=0, xlzg, Ty =T, 1133:77T, xy =271}

y la funcién f(x) = cos(2x). Aplicamos directamente la férmula

(o) + 27(m) + 2f(2) + 27 (s) + ()

2
= % (cos 0 + 2 cos(m) + 2 cos(2m) + 2 cos(3m) + cos(4m))

= S(1-2+2-2+1)=0

S

Por tanto la formula integra exactamente, y el error cometido es 0.



7.

10.

Solucidn. (c)
Calculamos las derivadas de la funcion en el punto z = 0
f(0)=[In(z*+1)] _,=Inl1=0
ro) = |25| =0
6z (x3+1)— (322 ? 62— 324
F1(0) = [ (:r:3+1)(2 : ] 0 - |:(z3+1)2:|x=0 =0

1223 (234 1)2—2( 322 ) (62— 324
f///(o) _ |:(6 122°)(z°+1) 2(3 )(6 3 )] _6
=0

(l‘3+1)4
El polinomio de Taylor de la funcién f en el punto x = 0 viene dado por
" 0 "
o) = FO) + F(0) + O SO s s

2! 3!
y por tanto p3(1) = 1.

Solucién. (a)
El teorema del valor medio establece la existencia de un valor ¢ € (0, 1) para el que se
verifica

f(@) = f(0) = f(e) (1)

En este caso 1
= [, (s* = 1)ds = —2/3

foo (52— 1)ds =0
f’ (x) =22 -1
Por lo que sustituyendo directamente en (1) se tiene
—9 V3

3 —C —1@0—:&?

IS

Por tanto ¢ = %2 € (0,1) es el valor buscado.

Solucién. (c)

» + ¢ . L
La funcién f(z,y) = Ty es continua en el punto (1,2), luego basta sustituir
2 4 2xy + 2
directamente en el punto para hallar el limite
3 14 23 9
L= lim — 21V + _ 9y

(z.9)—(1,2) 2 + 22y + 12 T 1212x1x2422 9

Solucién. (a)
Representando graficamente el dominio, se puede comprobar

T=A{(z,y):0<2x<1,0<y<1-—2z}

Luego
I'= fol vdx fol_ fo [ } il)_x dr = folx(l_;) dx
— fol x%d:{; = %fo (23 — 222 + x)dx = % ({%4} T {Q—f} ! + {%2] le)

L3 -y -




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Febrero 2013 1 semana
MODELO EXAMEN A

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.7 puntos.

= Se permite utilizar unicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ninglin companero.

Parte tipo test

1. La aplicacién lineal f definida como f(z1, x9, x3) = (221 — 2, 0) verifica:
(a) dimIm(f) =2y dimKer(f) =2
(b) dimKer(f) =2y dimIm(f) =1
(¢) Im(f) esta definido por 2x; — x5 = 0.
(d) Ninguna de las anteriores

2. La forma cuadrdtica w(xy, x5) = 227 + Az1w9 + 6235 de R? verifica:

3. Sea V el subespacio de R? generado por (1,0, —1) vy (0,1, —1) y F el subes-
pacio generado por (1,1, —2), (2,1, —3) vy (0,1, —1). Entonces se verifica:
(a) VCFyF g V
b)) VCFyFCV
(c) VLFyFCV
(

d) Ninguna de las anteriores

4. El valor de la integral

3

7
I:/ |cos x| dx
0

(a) I==1 (b) I=3 (¢) I=2 (d) Ninguna de las anteriores



5. Sea f(x,y) = y e” V" entonces el valor de la derivada Dys f(1, 1) es:
(a) Dlzf(la 1) = (b) Diaf(1,1) = 12¢*
(¢) Diaf(1,1) = (d) Ninguna de las anteriores

|Parte Desarrollo|

Problema a)(2ptos.)

—1

Sea la matriz A = 0 . Se pide:
1

o O o
=

(i) Las ecuaciones paramétricas de los subespacios de vectores propios de A
(1pto.)

(ii) Decidir si A diagonaliza. En caso afirmativo, calcular una matriz de cambio
de base P tal que P~'AP es diagonal. (1pto.)

Problema b)(2ptos.)
Sea la funcion F : R? — R definida por

x2—|—y4
F(x,y) = / (s + 1)ds.
0
Se pide:
(i) Hallar el valor de F'(1,1). (1pto.)
(ii) Calcular la derivadas parciales D1F(1,1), DoF'(1,1). (1pto.)



FMI. Febrero 2013 1* Semana. SOLUCIONES Modelo A.

1. Solucién. (b) El Niicleo es un subespacio de R? y tiene como ecuaciones
cartesianas: 27 — o = 0. Por lo tanto es de dimension 2. Como la suma
de la dimension de la imagen y la dimension del nicleo es 3, la dimension
de la imagen es 1.

2. Solucién. (c) La matriz asociada a la forma cuadratica en la base
2 A2
A2 6

para A = £4+/3. Teniendo es cuenta la clasificacién de formas cuadraticas

candnica es A = ( ) . El determinante es 12 — %2 y se anula

segun el criterio de Silvester (pagina 129), @ es definida positiva si y sélo
sl

43 < N < 1403,

Luego A) y B) son falsas. Si A = +4+/3 el determinante es nulo v la

forma cuadratica seria semidefinida positiva. En efecto, supongamos que

A = +44/3. Sea D la matriz reducida asociada a A, es decir, D = P'AP
para cierta matriz regular P. Como det(A)det(P)? = det(D), entonces

también det(D) = 0. Por lo tanto D = (g 8) o bien D = (8 2)

para saber si d es positivo o negativo basta con tomar valores en la expresion
w(xy, x9) = 207 + A\1125 + 623 siendo A = £4+4/3. Como w(1,0) > 0, no
puede suceder que d < 0 ya que en ese caso seria semidefinida negativa.

3. Solucidén. (b) Es facil comprobar que la dimension de V' es 2 y la
dimensién de F' es 2 (obsérvese que el determinante es 0). Debido a que
(0,1, —1) pertenece a V' y a F', basta comprobar que el primer vector de
V', (1,0, —1), pertenece a F' para concluir que V' C F. En efecto,

(1,0,—1) = —(1,1,—2) + (2,1, —3).

Por lo tanto V' C F'. Pero como ambos tienen la misma dimension 2, se
tiene que F' = V. También se puede razonar por el rango de un sistema de
vectores.

4. Solucién. (b) Por definicion

' T
cos 2| = { cosx sl T € [O, %JT

2



Luego

3 T 3

2 2 2 =T =37
/ lcos x| dx = / cos xdx —/ cosxdxr = [senz|,_¢ — [sen x]x:g
0 0 z
3
= seng—sen()—sen;—i—seng:()—i—l—(—1)+1:3

. Solucidn. (b) Derivando sucesivamente
Dif(z,y) = Difzye® ] = y2e” T 4 zy220e” Y
_ (y2 4 29&'2y2) ex%ry?7
Disf(z,y) = Do [(y2 + 2z%y?) e’”2+y2} = (2y + 4a?y) ety
+ (y* 4 22%y?) 2yex2+92
Evaluando la derivada en el punto

Di5f(1,1) = 6e* 4 6e* = 12¢°

Problema a). El polinomio caracteristico es (2 — A\)?(1 — A). Cuyas raices
son 2 (doble) y 1.

Las ecuaciones cartesianas que definen el subespacio de vectores propios de
valor propio 2 se obtienen de:

2—2 1 —1 T 0
0 2—2 0 y|=1°01,
0 1 1-=2 Z 0

es decir, el plano y — z = 0. Luego una base es {(1,1,1),(0,1,1)}. Unas
posibles ecuaciones paramétricas del subespacio de vectores propios de valor
propio 2 son:

r = «
y = a+p
2 = a+f

Las ecuaciones cartesianas que definen el subespacio de vectores propios de
valor propio 1 se obtienen de:

21 1 —1 x 0
0 2—1 0 y | =10
0 1 1-1 2 0

A



es decir, y = 0, x = z (un subespacio de dimension 1). Luego, unas
ecuaciones paramétricas que definen el subespacio de vectores propios de
valor propio 1 son:

r =
y =10
Z = O

Por ejemplo, el vector (1,0, 1) genera el subespacio de vectores propios aso-
ciados al valor propio 1.

Por tanto, la matriz A diagonaliza (ya que coinciden las multiplicidades
geométricas de cada valor propio ocn las multiplicidades algebraicas).

101
Una matriz de paso P tal que P~'AP es diagonal puedeser: P= | 1 1 0
111
200
En efecto, PTAP = 0 2 0
001
Problema b).
1) Sustituimos el valor y calculamos directamente la integral
12414 2 52752
F(1.1) = / (5+1)ds — / (5+1)ds = H L 242—4
0 0 5=0

ii) Definamos h(z) = z + 1. Aplicando la regla de la cadena y el teorema
fundamental de calculo integral se tiene

a z
D F(z,y) = Di(z* +y*) x —/ (s+1) =2z (2 +y' +1)
_8z 0 1 o=g24y4
"5 :
DyF(z,y) = Do(2* +9y*) x —/ (s+1) =4y’ (2 +y* +1)
_8z 0 1 o=g24y4

Por tanto

DiF(1,1) = 2z (2 +y* +1)=2-3=6
DyF(1,1) = 4y’ (" +y*+1) =4-3=12

/N TN



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Feb. 2013 2% semana
MODELO EXAMEN B

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.7 puntos.

= Se permite utilizar unicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ninglin companero.

Parte tipo test

1. En el conjunto V' = {(x1,x9): x1 > 0, 29 € R} con la operacion

(51317 $2) * (yh 92) = (513191, To + yz)

verifica

(a) Es un grupo conmutativo

(b) No posee la propiedad elemento simétrico
(¢) El elemento neutro es (0, 0)

(d) Ninguna de las anteriores

2. Si a € R, la forma cuadrética de R? de expresién 4z + x5 + 423 + 2ax913
es definida positiva siempre que:

(a) a €]-2,2] (b)) a=—-2b6a=2
(¢) a>0 (d) Ninguna de las anteriores
3. Sea la funcion f(z) = % Seniale el maximo absoluto de f en el inter-
T
valo [0, 2].
(a) 0O (b) —1 (¢) 1/2 (d) Ninguna de las anteriores

4. Senale el valor del siguiente limite

L= 1lmvn+1—+n

n—oo

(@) L=1 (b)) L=0 (¢) L=0oco (d) Ninguna de las anteriores



5. Sea P, el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién f(z,y) = cos(z*+y?)
en el punto (z,y) = (0, /7). Senale el valor P(0,0).
(a) Py(0,0) = —1 427 (b) Py(0,0) =0
(¢) P»(0,0)=—1—2m (d) Ninguna de las anteriores

|Parte Desarrollo|

Problema a)(2ptos.) Si f es la aplicacién de R a R* definida por

f(il?,y,Z) - (I o By,O,x,z.)

(i) Comprobar que f es aplicacion lineal (0.5ptos.)
(ii) Calcular una base del subespacio Imagen de f (0.5ptos.)

(iii) La dimension del subespacio ntcleo de f (0.5ptos.)

)
)
(iv) La matriz asociada a f respecto de la base canénica de R® y la base

{(1,2,0,0),(1,0,1,-1),(0,1,0,1),(0,0,0,5)} en R%. (0.5ptos.)

Problema b)(2ptos.) Sea F': R — R la funcién definida por

F(a) = /11 /z(x + ay)*dxdy.

Se pide:
(i) Hallar el valor de F'(1). (1pto.)

(ii) Expresar F'(a) en potencias de a + 1. (1pto.)



FMI. Febrero 2013 2% Semana. SOLUCIONES Modelo B.

1. Solucién. (a) El elemento neutro es el vector (1,0) (ndtese que xy # 0
por definicion de V). El elemento simétrico del vector (z1, z2) es (xil, — )
que pertenece siempre a V. Verifica la propiedad conmutativa y asociativa.

2. Solucioén. (d) Utilizando el criterio de Sylvester resulta que Ay =4 > 0,
Ny =4>0yv Az =16 —4a®. Por lo tanto la forma cuadratica es definida
positiva si y sélo si a € (—2,2). Notese que si a € [—2, 2] puede ser a = —2
0 a = 2y en esos casos no es definida positiva. Por otro, no todos los valores
positivos de a valen y por eso ¢) es falsa.

3. Solucidn. (c) La funcion derivada viene dada por

(142%) =2z  1—2a7
(1+22)2 (1+22)?

fi(z) =

La derivada es (estrictamente) positiva en el intervalo [0, 1) y estrictamente
negativa en (1,2]. Por tanto f crece estrictamente en [0, 1), y decrece en
(1,2]. Con lo que z = 1 es un punto maximo global y el maximo se alcanza
en

1
xfél[%é]f(@ =/1)=5

También consideramos como valida la respuesta (d), al que haya conside-
rado que el maximo de la funcion se alcanza en x = 1.

4. Solucién. (b) Multiplicando por el conjugado

(VAT - V) (Wa T T+ Vi)
V=i = Vit v

n+1—n

S Vnrltyvn W+¢ﬁ

Tomando limite

1
limvn+1—+/n= lim =
n—00 \/7 n—>oo\/n_|_]__|_\/ﬁ

5. Solucidn. (d) Por definicién el polinomio de Taylor buscado viene dado




por
P2<:U7 y) - f(ov ﬁ) + D1f<07 ﬁ)ﬂf + D2f(07 ﬁ)(y o ﬁ) +
%(D11 (0, /7)2% + 2D (0, )l — /) +
Doy f(0,V/7)(y — /7)?)

Calculamos las derivadas parciales en el punto (z,y) = (0, /7),

F0,/7) = cos(02 + \/7) = cos(m) = —1
D1f(0,y/7) = [—2zsen (2* + y?)] )= (OF) =
Dy f(0,/m) = [—2y sen (:U2 + yZ)] Ca=(0vF) = 0

D11 f(0, /) = | —2sen (2* 4 y?) — 4z? cos (2% + y?)] )=o) =0

D12 f(0,y/T) = [—4xy cos (2* + y?) }(m,y)z(O,ﬁ) =0
Do f(0,v/m) = [=2sen (2% +y7) — dy” cos (22 +97) |, )0 m) = 47
Y por tanto
Py(x,y) = —1+ %Aﬁ(y — V),
con lo que

1 2
P5(0,0) = -1+ 5471’7‘(‘ =—1+4+27

= Problema a). Sea f la aplicacién de R? a R* definida por f(z,y,z) =
(x — 3y,0,z, 2).

(i) f es aplicacién lineal (0.5ptos.)
Se trata de probar que f(A(x,y,2)) = Af(x,y,2)y f(z,y, 2)+f(2', 9/, ) =
f(z,y,2) + (2,9, 7)) para cualquier A € Ry (z,v, 2), (2,y/,2) € R’
En efecto, f(A(z,y,2)) = f(Ax, Ay, Az) = (Ax — 3y, 0, Az, Az) = A(x —
3y,0,2,2) = AMf(z,y,2) y
flz,y,2)+ f(o', ¢, 2) = (x —3y,0,z,2)+ (2 — 3¢/, 0,2, 2) = (x — 3y +
o' =3y, 0, x4+, z+2") = fa+2',y+y, z+2) = f((z,y, 2)+ (2, ¥, 27)).

(ii) Base del subespacio Imagen de f (0.5ptos.)
Como f(x,y,z) = (x—3y,0,x,2) = x(1,0,1,0)+y(—3,0,0,0)4+2(0,0,0, 1)
y los valores de z, y, z € R son cualquiera

Ima(f) = G[(1,0,1,0),(—3,0,0,0), (0,0,0, 1)].

A



Como {(1,0,1,0),(-3,0,0,0),(0,0,0,1) } es linealmente independiente, entonces
es base de Ima(f).

(iii) Dimension del subespacio nicleo de f (0.5ptos.)
Como Ima(f)+ Nuc(f) = Dim (R?) se deduce que Nuc(f) = 0. En efecto,
como Nuc(f) = {(z,y,2) € R3: f(z,y,2) = (0,0,0,0)} = {(z,y,2) €
R3: (z — 3y,0,2,2) = (0,0,0,0)} = {(z,y,2) e R®: 2 — 3y =0, x =
0, 2 = 0} = {(0,0,0,0)}.

(iv) Matriz asociada a f respecto a la base canénica de R? y la base
{(1,2,0,0),(1,0,1,—1),(0,1,0,1),(0,0,0,5)} en R*. (0.5ptos.)
Como
f(1,0,0) = (1 —=0,0,1,0) = (1,0,1,0) = 0(1,2,0,0) + 1(1,0,1, —1) +
0(0,1,0,1) + £(0,0,0,5)
f(0,1,0) = (0—3,0,0,0) = (—3,0,0,0) = =3(1,2,0,0) + 0(1,0,1, —1) +
6(0,1,0,1) + =%(0,0,0,5)
f£(0,0,1) = (0 —0,0,0,1) = (0,0,0,1) = 0(1,2,0,0) + 0(1,0,1,—1) +
0(0,1,0,1) + £(0,0,0,5)
La matriz pedida es:

0 =30
1 0 0
A=10 6 o
1 =6 1
5 5 b

= Problema b). Integrando directamente, hallamos la expresion explicita de
la funciéon

1l 1l
F(a) = / / (z + ay)*drdy = / / (2* + 2axy + a*y*)dxdy =
= / / w2dxdy + 2a/ / xydxdy + a / / v dxdy

3951 2331 ygyl 3y1 »
g 1M I M b
1

3

x——l = y= y=—1
24
(i) Evaluamos directamente la funcién F'(1) =

+CL§

wloo



(ii) Por ser un polinomio de grado 2, basta hallar el desarrollo de Taylor
de F' en el punto a = —1

Como
F(-1)=%
F'(-1) = -3
F'(=1) = %
Por tanto




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Septiembre 2013
MODELO EXAMEN A

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.7 puntos.

= Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ninglin companero.

Parte tipo test

1.Si f : R* — R? es la aplicacién lineal tal que f(1,0) = (2,1, 1),
f(1,=3) = (1,—1,0). Senale la imagen del vector v = (1, 1).

f( ) (3737_%>
fv)=(3.3.-3)
f( ) (3737_%)

d) Ninguna de las anteriores

In(e” —1
2. Senale el valor del limite L = lim M.
r—0t  Inx
(a) L=1 (b) L=0
(¢) No existe dicho limite (d) Ninguna de las anteriores

3. Sean las bases de R?
A =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B={(-1,0,1),(1,0,0),(0,—1,0)}

Dado el vector v de coordenadas (1, —1,1) en la base A, encontrar sus
coordenadas en la base B.

(a) (1,-1,2) (b) (1,2,1)

() (—=1,—1,2) (d) Ninguna de las anteriores

4. Calcule el valor de la integral

0
z/ x\ 1 — x2dx
1

aplicando un cambio de variable adecuado.
1 1 —2
(a) I = -3 (b) I = 3 () I = R (d) Ninguna de las anteriores



5. Sea la funcién de R? en R? definida por f(z,y, 2) = (\/Tyz, vyz, T+Yy+2).
Sendlese el valor de su determinante jacobiano en el punto (1,1, 1).
(a) 0O (b) —1 (c) 1 (d) Ninguna de las anteriores

|Parte Desarrollo|

Problema a)(2ptos.)
Sea R? con la base {uy, uz, uz} y R* con la base {wy, wa} .

i) Determinese la matriz de la aplicacién f : R? — R? definida por

flu) =wy —wy

flug) = —wy + wy

f(uz) = wy — 2wy
(0.5 pts)

ii) Determinense las ecuaciones paramétricas e implicitas del nicleo Ker f,
su dimension y una base. (1 pto)
iii) Determinese la dimension y una base de Im f (0.5 ptos).

Problema b)(2ptos.)
Se pide:

(i) Sean f(u,v) = (\/|v],v — ), g(z,y) = (2% 2* + y). Determinese la
diferencial de F' = f o g en el punto (1,0). (1pto.)

(ii) Calcule la integral [, (z + y*) dody en donde
S={(z,y):y>a’, y—2+2<0, y—2—2<0}

(1pto.)



FMI. Septiembre 2013 . SOLUCIONES Modelo A.

Solucion 1: Se tiene

Luego

AN W W

La solucién correcta es la c).
Solucién 2: El limite se calcula aplicando de manera consecutiva la regla de
L'Hopital dos veces

] T _ 1 / xe T x\/ T T
T L il SSRGS PNl
z—0t  [Inz] =0t~ e’ —1  a—ot(e” —1) =0+t er
140
= lim L = 1.
r—0t

La solucién correcta es la a).

Solucion 3: La matriz de cambio de base de A a B es
1

-1 1 0 0 0 1
0 0 —1 =11 0 1
I 0 0 0 —10

Por tanto, las coordenadas de v respecto de la base son

0 0 1 1 1
1 0 1 -1 | =
0 —120 1 1

La solucién correcta es la b).
Solucién 4: Consideramos el cambio de variable © = g(t) = —v/1 — ¢, que
tengamos en cuenta implica la relaciéon ¢t = 1 — 2. Tenemos




Aplicando directamente el teorema de cambio de variable se tiene

/ixﬂdx = /01(—\/17—75) Vi

La solucién correcta es la a).
Solucién 5: La matriz jacobiana de derivadas parciales viene dada por

VIZ VEE Ty 111
INCEPNTPNE 2 2 2
Df(LLY) =1 yz 2z a2y | =111
11 1 111
y su determinante
111
2 2 2
111]=0
111
La solucién correcta es la a).

| Parte Desarrollo|
Problema a)(2ptos.)

i) La matriz de la aplicacion tiene como columnas las coordenadas de la
imagenes de la base del espacio dominio { f(uy), f(us), f(u3)} con respecto de
la base {w1, ws} del espacio imagen. Por tanto, viene dada por

I -1 1
-1 1 =2

ii) Para hallar las ecuaciones del nticleo se tiene que resolver el sistema lineal

1 -1 1 1Y o0
11 =2 )1 )7 o




Como el determinante de la submatriz asociado a los dos ultimas coordenadas
es no nulo,

=1

)

1 =2
el rango de la matriz del sistema, y por tanto de su ampliada, es 2. Luego

‘—11

es un sistema compatible determinado con un parametro. De hecho podemos
considerar la primera coordenada como parametro y resolver el sistema

1 -1 1 S A NIRRT
11 =2 )\ "] T 1) 1 -2 )\ ey )~

()00 %) ()=
= ()= (5 2) (V)
= ()=()»

Luego
Kerf = {(x1, 19, 23) : 9 = 11, 13 =0}

Las ecuaciones implicitas son directamente las anteriores. Denotando x1 = A,
las ecuaciones paramétricas vienen dadas por

331:)\,332:)\,.173:0

Asimismo de esta expresion es claro que Ker f es de dimension 1, con una
base dada por el vector de coordenadas (1, 1, 0) que se corresponde con el vector
u; + us. Luego la base viene dada por el conjunto

A = {U.l -+ U.Q}
(iii) Por el teorema de la dimensién.
dimIm f = dimR® — dim Kerf =3 — 1 = 2.

Basta por tanto con tomar dos imagenes linealmente independientes como
base. En este caso

{f(u2)7 f(us)} - {—Wl + Wo, Wi — 2W2}

5



constituye directamente un sistema generador linealmente independiente y por
tanto base.

Problema b)(2ptos.)
(i). Aplicaciéon directa de la regla de la cadena

D(fog)(l,()) - Df<g(170>)Dg(170)

1
_ < 0 F) (
—1 1
(U,U):g(l,()):(l,l)
1 1
(0 AN[20Y (1}
—1 1 2 1 01

(ii) El recinto tiene la expresion

S:{(az,y):y§2—$7y§2+9€,$2§y};

y por tanto esta delimitado por la rectas y = x — 2, y = x + 2 y la parabola
y = z°. Graficamente se observa que podemos considerar el recinto S como
union de los subrecintos (represéntese )

Sy ={(z,y): -1 <2 <0,2> <y <2+ 2},
So={(z,y):0< e <1,2° <y<2—ux}

Luego la integral se puede calcular como la suma de dos integrales

0 24x 1 2
/ (z+ y2) drdy = / dx/ (z + yH)dy + / daz/ (z + yH)dy.
S -1 22 0 2

Calculemos cada integral por separado. En primer lugar

0 24z 0 0 y3 y=2+x
/ da:/ (z +y°)dy = / x [y =" daz—i—/ [—] dx
-1 72 -1 y=x -1 3 y:$2
0 0 3 6
2
:/x(2+x—x2)dx+/ <( + ) —x—>daj
1 1 3 3
[Qj2] =0 [32'3] =0 [334] =0
= 2| — + | — - | =
2 r=—1 3 r=—1 4 r=—1
=0 _
(2 4+ 55)4 B 55_7 =0
__1 21 I:—l

12
16 1 11




Del mismo modo

1 2—x 0 0 y3 y=2—xu
/ dx/ (z +yHdy = / x[y]yzi;x daz+/ [—]
0 x2 -1 Y 113 y=a2

o 1 1 1+16 1 34
N 3 4 12 12 21 21

Luego

11 34 101

2
r+y)dedy = —+ — = —
/S( ) 1421 42



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Febrero 2014 1 semana
MODELO EXAMEN A

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.4 puntos.

= Se permite utilizar unicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ninglin companero.

Parte tipo test

1. Sea M el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden 2. Consideramos
* la operacion definida por

Ax B = B! x AT paratodo A, B € M,

en donde x denota el producto usual de matrices. De las siguientes elec-
ciones de subconjuntos senale el niumero de ellos para los que * continua
siendo una operacion. Es decir, dadas las afirmaciones:

= x es una operacion sobre el conjunto de matrices diagonales

a 0

M p—
L 0 b

ca,beR

= % es uha operacion sobre el conjunto de matrices

M=d (") . ier
0 a

= * es una operacion sobre el conjunto de matrices triangulares inferiores

a 0

M; = b c

ca,b,ce R

= * es una operacion sobre el conjunto de matrices

a b

M, = )

ca,b,c e R



Senale el nimero de ellas qué son verdaderas.
(a) 3 (b) 2 (c) 1 (d) Ninguna de las anteriores

2. Sean las bases
A = {(170)7 (_17 1)}
B = {(_171)7(07 1)}

de R%. Dado el vector v de coordenadas (2,1) en la base A, senale sus

coordenadas en la base B.
(a) (=1,2)  (b) (1,-1) (¢) (1,1)  (d) Ninguna de las anteriores

3. Sea la aplicacion lineal f : R?> — R* definida por
f(xla 332) — (xla Lo, T1 — T2, O)

Senale las ecuaciones implicitas del subespacio imagen Imf.

(@) y1 +y2+y3=0,y5=0 0) y1 —yo—y3=0,92=0
(¢) yi+y2—ys=0,y41=0 (d) Ninguna de las anteriores

4. Sea py el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién f(x) = cos(ze®) en

el punto & = 0. Senale la respuesta correcta.
(@) p2(1) =0 (b) p2(1) = =1 (¢) p2(1) =1 (d) Ninguna de las anteriores

62 1
[ — / ke
1 €T

(@) I=—1 (b)) I=2 (¢) I=1/2 (d) Ninguna de las anteriores

5. Senale el valor de la integral

| Parte Desarrollo|

Problema a)(2ptos.)
Sea la aplicacién f : R?* — R? definida por

f(u) =u; +uy —ug
f(ug) =u —uy
f(llg) = 21.11 — U3

en donde {uy, uy, uz} es una base de R?

9



(a) Senale la matriz de la aplicacion. (0.5 ptos)

(b) Determinense las ecuaciones implicitas del ker f, su dimensién y una
base. (0.75 ptos)

(¢) Determinense las ecuaciones implicitas de I'm f, su dimension y una base.
(0.75 ptos)

Problema b)(2ptos.)
Sea F': R — R la funcion definida por

en donde f: R? = R es la funcién definida por

flz,y) =zy” + 2y

v r: R — R? es una funcién que toma valores

R CTARION

(i) Calcule la integral [, f(z,y)dzdy en donde

S-S
~

M={(z,y): —1<z <1,y <1}

(1 pto)
(ii) Calcule la derivada F” (%) . (1 pto)



FMI. Febrero 2013 1* Semana. SOLUCIONES Modelo A.

1. Solucidn. (b) Se trata de ver para cada subconjunto si para cualesquiera

A, B € M; entonces
Ax B € M; para todoi =1, ..., 4.

m % es una operacion sobre My ya que
a; 0 . as 0 as 0 a; 0 g
0 bl 0 bQ 0 b2 0 bl
a1as
< blbg) € M

= % es un operacion sobre sobre My ya que
aq 0 “ aq 0 !
0 a4 0 bQ 0 bQ 0 a

by O
( a102 ) e M,
= * N0 Una operacion sobre Mz ya que

aibs
10
M.
(11) e
y se tiene

GG -GG
“ (o)< (on) = (o7) e

= % N0 es una operacion sobre My ya que

y se tiene

()+ (o) = s
(i



2. Solucién. (a) Lo haremos cambiando primeramente de A a la base
canonica y posteriormente a la base B. Con respecto de la base canodnica
el vector tiene por coordenadas

() G)=()

La matriz de cambio de base de la canonica a la base B es directamente
10\ (/=10
1 1 B 1 1
Luego el vector toma las coordenadas

(P G)-(%)

dimR* —dim Imf =4 —-2=2

3. Solucién. (b) Como

hay dos ecuaciones implicitas.Un vector genérico (yi,ye,ys,ys) de Imf

verifica
yr = X1
Yo = T2
Ys = T1 — T2
ys = 0

que nos da directamente las ecuaciones paramétricas de Imf. Una ecua-
cién implicita es directamente y, = 0. Para hallar la segunda ecuacion
basta eliminar los parametros sumando la primera con la tercera ecuacion
y restarsela a la segunda

Y1 —Y2—Ys =21 — 22— (21 —x2) =0
4. Solucién. (d) Las derivadas en el punto x = 0 vienen dadas por

f(0) = cos(ze”)],_, =cos0 =1
f1(0) = — (ze”) sen(xe”)| _ = —e(1+x)sen(xe”)],_y = —sen0d = 0
f7(0) = —e*(2 + x)sen(ze’) — e* (1 + x)? cos(we”)| = —1

xr=0

5



El polinomio de Taylor viene dado por

2

po(e) = F0) + f(O) + 3f/0) =1~ 2
Luego o
pa(l) =1— 575

. Solucién. (b) Como

((ln a:)2>/ =2(Inz) Inzw = %111:1: = 1r;a;' — ((111;3)2)

entonces
2

J — /162111733@;—%/16 <(lnx)2>,dx:%((ln62)2— (ln12)2>

- %(4—0):2.

| Parte Desarrollo|

Problema a)(2ptos.) (a) La matriz A de la aplicacién tiene como columnas
las coordenadas de la imdgenes de la base {uy, u,, us} con respecto de la
misma base {uy, u,, us}. Directamente

I 1 2
A= I =1 0
-1 0 -1
X1
M) Kerf= X=|[ 25 | eR}: AX =0 } .El sistema
L3
1 2 1 0
I =1 0 o | =1 0
-1 0 -1 T3 0

es compatible indeterminado con un parametro. De hecho considerando
xr3 = A como parametro, la solucion del sistema viene dada por

Ker f={(=X, =\, A): A € R}

6



De aqui directamente obtenemos que Ker f tiene dimension 1y {(—1, —1,1)}
es una base. Como

dimR? —dimKer f =3—1=2,

necesariamente tiene que haber dos ecuaciones implicitas. De

LL"1:—)\
332:—)\
£U3:>\

sumando las dos primeras ecuaciones y restando la tercera multiplicada
por el factor 2 eliminamos el parametro y obtenemos la primera ecuacion
implicita

T1+To+203=—A—A+22=0
Del mismo modo restando las dos primeras ecuaciones obtenemos una se-
gunda ecuacion implicita linealmente independiente a la anterior

LEl—LL“QZ—)\—(—)\)IO

Luego las ecuaciones implicitas vienen dadas por
Tr1+ o+ 2.5133 =0

5131—562:0

(¢) Por el teorema de la dimensién, dimIm f = dimR? — dim Ker f =
3 — 1 = 2. Las ecuaciones parametricas viene dadas directamente por

Y1 = 1+ x9 + 273
Yo = X1 — T2
Ys = —I1 — I3

Sumando la dos primeras ecuaciones y la tercera multiplicada por el factor
2 eliminamos parametros y obtenemos la tnica ecuacion implicita

Y1+ +2ys=a1 + T2+ 203+ 31 — 22+ 2(—21 —x3) =0

Una base viene dada por dos vectores linealmente independiente que veri-
fiquen la ecuacién, por ejemplo

{(1,1,-1),(2,0,—-1)}

7



Problema b)(2ptos.) (i) El recinto integracion viene dado por
M={(ry) 1 <e <Lyl <1} = [-11x [-1,1]

Integrando directamente

/M flo,y)dedy = / 11 / 11(:I;y2+:c2y)dxdy
= / 1 / 1 zy?drdy + /_ 11 /_ 11 z*ydxdy
( xdm)( 2dy>+< ydy < de)
R
()62 96
L0 =

(ii) Aplicando la regla de la cadena

T

©) = D ()
Como
Df(z,y) = (y* +2zy 2zy+ 2 )
se tiene directamente

P =01 ()

\/



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Febrero 2014 2% semana
MODELO EXAMEN B

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.4 puntos.

= Se permite utilizar unicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ninglin companero.

Parte tipo test

1. Sea la matriz

sen — COS X 0
A= COS T sen x 01,
senx +cosx senx —cosx 1

senale su posible matriz inversa

senx cosx 0 senx cosx 0
(a) At = | cosx —senz 0 (b) At = | cosx —senz 0
1 -1 1 1 —1 1
senx cosx 0
(c) At = | —cosz senz 0 (d) Ninguna de las anteriores
—1 —1 1

2. Dados los conjuntos de matrices
w=00) GG ()
= {00)(0n) () (5 o))
s =00 (0G0

Senale el niumero de ellos que son base del espacio vectorial My de matrices

cuadradas de orden 2.
(a) 1 (b) 2 (¢) 3 (d) Ninguna de las anteriores



-3
3. Sea la funcién f(x) = (1 — f) , seniale el valor de la integral

2
= /O 1 f(x)dz.

(@) I=1 (b) I=1/2 (¢) I=3 (d) Ninguna de las anteriores
4. Senale el valor del siguiente limite
, e’ —eY
lim —
(zy)—(1,1)er Y — 1
(a) 1 (b) 0 (c) e (d) Ninguna de las anteriores
5. Sea f: R — R la funcion definida por
(e =1)/z si x#0,
flz) = { 1 st x = 0.

Senale el valor de su derivada en el punto z = 0.
(a) f1(0)=1/3 (b) No existe f'(0)
() f1(0)=1/2 (d) Ninguna de las anteriores

| Parte Desarrollo|
Problema a)(2ptos.)
Sea f(xy1,x9) = (=Txy + 619, —921 + 8x2) una aplicacion lineal referida a la

base canodnica. Se pregunta:
(i) Halle la matriz asociada de f con respecto ala base B = {(1, —1),(1,1)}.

(1 pto)
(ii) Estudiar si es diagonalizable, y en caso afirmativo encontrar la matriz
diagonal D y la base a la que esta referida. (1 pto)

Problema b)(2ptos.)
Sea la funcion

flz,y) = (x+y)°

(i) Senale sus maximos y minimos absolutos en el conjunto
A={(z,y) -1 <z <1,-1 <y <1}

9



(1 pto)
(i) Calcule la integral [,, f(x,y)dzdy en donde

M={(z,y) eR*: —1<2<1,0<y<1—2%

(1 pto)



FMI. Febrero 2014 2% Semana. SOLUCIONES Modelo B.

1. Solucién. (c) Basta hacer directamente la operacién de la matriz por la
tres posibles candidatas para ver que efectivamente la matriz

sinz cosx 0

—cosx sinz 0
—1 —1 1

es la inversa buscada. Operando directamente se tiene

sen x — COST 0 senx cosx 0

COS T sen T 0 —cosx senx 0

senx + cosx senx —cosx 1 —1 —1 1
sen’z + cos?x = 1 0 0
= 0 sen’z +cosPr =1 0
0 0 1

2. Solucién. (a) Basta comprobar que las matrices que tienen por columnas
las coordenadas de los vectores de lo conjuntos con respecto a la base

o)) (V) (7))

tiene rango 4, equivalentemente que dicha matriz tiene determinante no

canonica

nulo.

m Para el caso de Ay

1110
100 O
=0

010 —1
1110

por tanto los vectores son linealmente dependientes y no constituyen

una base.

m Para el caso de A,

10 1 0
00 0 1
10 -1 —-1] 2
11 1 0




y por tanto constituye una base.

= De igual forma para el caso de Aj
0
0
—1
—1

o O O =

_ o O =

0

0

—1
0

los vectores son linealmente dependientes, y por tanto no es una base.

3. Solucién. (c) Integramos directamente

—3+1

5 (1 T\ —3+17

1 PR —_

d (1-7) !

]:/—x: 2 _ _1—=4_1=3
0( —

1-—§>3
) L

4. Solucién. (c) Basta simplificar

el — Y

e 7Y —1

e’ v —1 e’ Y —1
y tomar limite directamente
e’ —e¥
lim = lim e'=e.
(wy) > (1) =1 (zy)=(11)

5. Solucién. (c) Como

f(h)—f(0) S =1 e —1-h " —1-h
h B h B h? B h?
Luego
- h_]— h_1-p)
PAURS) R (O RNt St BTN Gl L)
h—0 h h—0 h? h—0 (h2)
ho h_ 1Y
— lfmS 1: (e />
h—0 2h h—0 (Qh)
e 1
= lim— = —
h—0 2 2

en donde hemos aplicado dos veces consecutivamente la regla de L’Hopital.

5



| Parte Desarrollo|

Problema a)(2ptos.) (i) Matricialmente la aplicacion lineal se puede expresar

COIMo
—7 6
Y =PX = X
(%)

en donde Y = ( zl ) X = ( il ) vectores columna de coordenadas respecto
2 2

de la base canodnica. Denotado por Y, X’ la coordenadas respecto de la nueva
base B = {(1,—1), (1, 1)} la matriz de cambio de la base B a la base candnica

viene dada por
1 1
o=(4)

Y =BY' =Y =B'Y=B"'PX =B 'PBX’

y la matriz asociado respecto de la base B viene dada por

BB - (_11 1)1(:39(—11 1)
- @O
- (—215 —01>

(ii) El polinomio caracteristico viene dado por

~T—=X 6 \|_ s
( -9 8—A)|A_A_2

v los valores propios las raices de la ecuacid A2 =X —2 =0, \; =2, \y = —1.
Por ser diferentes ya sabemos que la matriz es diagonalizable por el teorema de

luego

DD —

P(A) = [A= M| =[A= A=

caracterizacion. Los subespacios propios vienen dados por

= Subespacio propio asociado al autovalor Ay = 2.

E, — {(xl,@); (:3 2) (2) _ <8>} — ({1, 29) =31 + 29 = 0]

6



Es claramente de dimensiéon uno, siendo el vector {(2, 3) } una posible base.

= Subespacio propio asociado al autovalor Ay = —1.

e (40) ()= (2)} ==

En este caso también de dimension 1, siendo el vector {(1,1)} otra posible
base.

La matriz de paso seria

o=(51) (3 %)

y la matriz diagonal correspondiente

D_4wm2%—<gl52)(:gg><§1>“<§fz)

Problema b)(2ptos.) (i) Se trata de minimizar la funcién f(z,y) = (z+y)* en
un cuadrado [—1,1] x [—1,1]. Por la forma de la funciéon una manera ad-hoc
de hacerlo es ver que en las rectas T + y = k (k constante) la funcién toma
valor constante

f@.9)=@+y)° =k
Formalmente si consideramos los conjuntos By = {(z,y) 1z +y =k} N A,

setiene que A= |J Ej;. Como f(E}) = k? los minimos y maximos globales
ke[—1,1]
coinciden con los conjuntos

Minimos globales = Ey = {(z,y) :x +y =0, x € [-1,1]}
Méximos globales = Ey U E_y = {(—1,—1),(1,1)}

respectivamente.
(ii) Calculamos la integral directamente



1—22 1 1—22
I = / / (x+ 1) dydx—/ / (2% 4+ v* + 2zy)dyda
1Jo
y3 y=1-z7
= / (1—:1:)dx+/ [—] dx
. N EN
1 L[y y=1-2
+ (/ 2x(1 —xz)daz>/ [—] dx
. a2,
1 L (1 _ 423
= / xQ(l—xQ)da:'+/ ﬂdaf;
» .3

-+ (/11 2x(1 — g;2)da;> /11 %dm

= h+DL+1;
Cada integral viene dada por

1 2\3 1
1 — 1
I, = / ﬂdxz—/ (1 — 3% + 32" — 2%)dw
1 _
3 =1 57 =1 77 x=1
3 r=—1 5 r=—1 7 r=—1
2 2 2 32
2-3.243.2_Z2) =2
< 37775 7) 105

_ r=1
» I3 =0, ya que f_ll 20(1 — 2?)dx = [2?] i [x—4] =0

Wl Wl

Luego finalmente



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Septiembre 2014
MODELO EXAMEN A

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.4 puntos.

= Se permite utilizar unicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ninglin companero.

Parte tipo test

1. Considere la operacién * sobre el conjunto de los nimeros reales M = R
definida por
ax b= 10" para todo a,b € R.

Dadas las siguientes afirmaciones con respecto a la operacion

= es conmutativa.
= Fl elemento inverso de a = 2 viene dado por a’ = 1/2.

= El elemento neutro viene dado por e = 1.

Senale el nimero de ellas que son ciertas.
(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) Ninguna de las anteriores

2. Consideramos el espacio vectorial de polinomios de grado 2,
Py = {p(x) = asx’ + a1x +ag : a; € R}
y la base de dicho espacio
A={pi(z)=1po(z)=2*—1, p3(z) =2 —1}

Dado el polinomio p(x) =2 + = + 1 sefiale su vector de coordenadas con
respecto a la base A.

(@) (1,2,1) (b) (3,1,1) (¢) (1,3,1) (d) Ninguna de las anteriores
3. Dada la funcién f : R — R definida por
2?sen(3) si x #0,
fo={ T 7

0 st x =0,



senale su derivada en el punto x = 0.
(a) No existe f/(0) (b) f'(0)=1
(¢) f1(0)=0 (d) Ninguna de las anteriores

4. Sea f: R — R la funcién definida como

—Inz
flx) = /0 : ue'du

Calcule el valor de la derivada f'(1).
(a) f'(1) = —4e? (b) f'(1) = —2¢?
() f/(1)=2e (d) Ninguna de las anteriores

5. Sean f(u,v) = (14+€",e"), g(x,y) = (zy, x —y). Determinese la diferen-
cial de la funcion compuesta H = f o g en el punto (1,0).

e T )

(¢) H'(1,0) = ( . O) (d) Ninguna de las anteriores

—€ €

|Parte Desarrollo|

Problema a) (2ptos.) Sea f : R* — R? la aplicacion lineal definida por

f(SUh X2, $3) = (562 — X3, —T1 + 2T9 — T3,T1 — To + 2$3)

en la base candnica.

(i) Determinar los valores propios y las ecuaciones de los subespacios propios
asociados a ellos. (1 pto)

(ii) Estudiar si es diagonalizable. En caso afirmativo encontrar la matriz
diagonal D y la base a la que esta referida. (1 pto)

Problema b)(2ptos.)
(i) Dada la funcién f : R* — R definida por
vy + o
fey) 21 st (z,y) # (0,0),
L,Y) =

0 si(z,y)=1(0,0),
calcule sus derivada parciales D1 f(0,0), Dy f(0,0). (1 pto)

9



(ii) Calcule la integral

I = /(;U — o) dxdy
s

en donde
S={(z,y) eR*:2>2>+y>*>1 2 >0}

(1 pto)



FMI. Septiembre 2014 SOLUCIONES Modelo A.

1. Solucién. (a) Claramente la operacién es conmutativa como conse-
cuencia de la conmutatividad de la suma de nuimeros reales. En cambio el
elemento neutro de * no existe. Por ejemplo si consideramos el punto a = 0
si existiese un elemento neutro e € R, éste deberia verificar

ex0 =0,
lo que es equivalente a que
10° = 0.

Como no existe ningun e verificando la identidad anterior, entonces no
puede existir elemento neutro y consecuentemente tampoco el inverso.

2. Solucidn. (b) Directamente, podemos desarrollar en funcion de los ele-
mentos de la base para ver si el polinomio asociado nos da el polinomio
pedido. Como

1-142-(2*=1)+1-(x—1)=22>+z — 2,
3-1+1-(@*=1)+1-(z—1)=2*+2+1,
1-14+3- (2>~ +1-(x—1)=322+2—3.

Por tanto el vector de coordendas (3, 1, 1) se corresponde con el polinomio
p(x) =2 + x + 1 y la respuesta correcta es la (b).

3. Solucién. (c) Aplicamos directamente la definicién de derivada

r/ J J = lin = lim — " — |Im ni—) =
(0) }l}_}ﬂé h - flzl—>%) h flzl—>0 h f1z1—>0h > (h) .

4. Solucién. (b) Podemos expresar la funcion f como composicién de dos
funciones

f=goh,

en donde g(z) = [; ue"du, h(z) =2 — Inz. Por la regla de la cadena

f'(1) =(geh)(1) =g (R1)K (1)

Por un lado

O

xle=1 "

h(l)=2—Inl=2.



Por otro lado aplicando el Teorema Fundamental del Calculo Integral

Finalmente
(1) = g/ ()R (1) = 26> (—1) = —2¢*.
5. Solucion. (d) La diferencial se calcula aplicando la regla de la cadena

DH(1,0) = Df(g(1,0)) x Dg(1,0).
Operando

Dg(l,o)zﬁ_ﬂ) g :((1)—11)
Df(g(1,0)) = Df(0.1) = (yew xe)

Finalmente

>—<0,1>: G 8)
DH(l,O)zc S)XG _11):(8 1)

| Parte Desarrollo|

Problema a)(2ptos. ) La matriz viene dada por

0 1 -1
A= -1 2 -1
1 -1 2
El polinomio caracteristico asociado
-\ 1 —1
PN =[A=X|=| -1 2=X —1 | ==X+ 2=—A—-2)(A—1)
1 -1 2=A
cuya raices son A\; = 1 (doble), Ay = 2
El subespacio vectorial

—{XeR: (A-1)X =0}



asociado al autovalor A\ = 1 viene determinado por las ecuaciones

11 -1 1 0
A-DX =0 | -1 1 -1 z | = 0
1 -1 1 s 0

& T3 =Ty — T

Como

E, = {(azl,xg, —Z1 + {EQ) L X1, Ty € ]R} = {xl(l, 0, —1) + SL’Q(O, 1, 1) L X1, T € R}
—G[(1,0,-1), (0,1, 1)

{vi=(1,0,1),vo = (0,1,1)} es un sistema linealmente independiente y gene-
rador, luego constituye una base de autovectores de ;.
Por otra parte el subespacio vectorial

Ey={X eR’: (A-2I)X =0}

asociado al autovalor Ay = 2 viene dado por

—2 1 -1 1 0
(A-2)X = 0| -1 0 -1 ro | =1 0
1 —1 0 3 0
& x9—2x1—23=0, —x1—23=0, 21 —29=0
& T9 =1, T3 = —I

Luego
E, = {(331,331, —Z‘l) ST € R} = {331(1, 1, —1) ST € R} = G[(l, 1, —1)]

y directamente {vs = (1, —1,1)} es la otra base buscada.

Como la dimension de los subespacios coincide con la multiplicidad de los
autovalores en cada caso por el Teorema de caracterizacion podemos concluir
que la matriz es diagonalizable con una posible base de autovectores dada por

{vi=(1,0,-1), vo =(0,1,1), v3 = (1,1, —1)}

cuya matriz diagonal asociada es

D:

o O =
S = O
o O O



De hecho compruébese que la matriz de paso viene dada por

1 0 1 2 —1 1
Q=1 0 1 1 =1 1 0
—11 -1 -1 1 -1
Yy que
2 —1 1 0 1 -1 1 0 1
D=QAQ'=1 1 0 1 -1 2 -1 0 1 1
-1 1 -1 1 -1 2 —-11 -1
100
=1010
00 2
Problema b)(2ptos.)

(i) Para calcular las derivadas parciales aplicamos directamente la definicién

f((07 O) + t<17 O)) o f(07 O) _ h/mf(t? O) B f(07 O)

D1 £(0,0) = lim

t—0 t t—0 t
t20 + t3
202 3
— Jfm Y e = 1.
t—0 t t—0¢3
t(0,1)) — 1) —
Dy f(0,0) =11mf((0’0)+ (0,1) - f(0,0) :h’mf(o’ ) — £(0,0)
t—0 t t—0 t
0*t+0°
i P
t—0 t

(ii) Desarrollamos el integrando

/(az — ) drdy = /(5172 + 2 — 22y dxdy
S S
Mediante un cambio a polares © = rcos 8, y = rsenb, dedy = rdrdf

S ={(z,y) e R?:2 > a? +y > 1, x>0}
={(r,0):1<r <2, — <9§§y



calculamos la integral sustituyendo directamente

/S (2% 4 y* — 2zy)dxdy

5 v
/ / (r? cos® § + r?sen®d — 2r cos Orsen)rdrdf
o J1

5 oV2
/ / (r* — rsen20)rdrdd
—zJ1

V2
/ (r* — rsen20)rdrdd

1
V2 z V2
/ / r3drdf — / sen26d6 / r2drdd
_ 1 —% 1
mrﬂ [—coszer% mrﬁ
. _ L
4 r=1 2 0=—5 3
4—1 . 3m

0=
4+ 1

AN S RRE

R

r=1

7



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Febrero 2015 1 semana
MODELO EXAMEN A

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.4 puntos.

= Se permite utilizar unicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ninglin companero.

Parte tipo test

1. Sea N = {0,1,2,3,...} el conjunto de los niimeros naturales. Sobre dicho
conjunto consideramos la operacion ¢ definida por

O:NxN — N
(n,m) +—— nOm = |n—m)|

en donde recordemos que |-| denota el valor absoluto. De las siguientes
afirmaciones senale el nimero de ellas que son ciertas.

= ) es asociativa
s O es conmutativa

m No existe elemento neutro

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) Ninguna de las anteriores

2. Senale las ecuaciones implicitas del subespacio vectorial A generado por
los vectores v = (1, —1,1), w = (1,0, 1).
(a) A ={(x1,29,23) : w3 — 1 = 0}
(b) A = {(1’1, X9, 5133) N 2563 = O}
(¢) A ={(x1,29,23) : x9 — 21 =0}
(d) Ninguna de las anteriores

d
3. Senale el valor de la integral I = fol ﬁ.
7 3 5
(a) T (b) G (c) o (d) Ninguna de las anteriores



4. Setiale el valor de la integral I = [, (2 + y*)dzdy en donde
M={(z,y): —1<x<0, —1<y<1}.

(a) I == (b) 1 zg (c) I = (d) Ninguna de las anteriores

2
3
5. Sean las funciones f(z,y) = (2* + v* xy), g(u,v) = (v’,u +v). De-

terminese la diferencial de la funcién compuesta H = g o f en el punto

0,1).
(a) DH(0,1) = (; ‘3‘) (b) DH(0,1) = (g g)

(¢) DH(0,1) = ( ; _11 ) (d) Ninguna de las anteriores

| Parte Desarrollo|
Problema a)(2ptos.)
Dada la matriz

0 -1
A=
(50
(i) Estudiar si es diagonalizable. En caso afirmativo encontrar la matriz dia-
gonal D y la base a la que estd referida. (1 pto)

(i) Calcule razonadamente la matriz potencia A'. (Notacién: A" = A x
A" para todon = 2,3,...) (1 pto)

Problema b)(2ptos.)
(i) Exprese el polinomio p(z) = 2 — 1 en potencias de = + 1. (1 pto)
(ii) Calcule el valor de la integral

I:/ V& + ydxdy
M

en donde M = {(z,y) : 0 <2 <3, 0 <y <1} (1 pto)



FMI. Enero 2015 1 Semana. SOLUCIONES Modelo A.
1. Solucién. (a)

= () no es asociativa . Basta tomar n = 1, m = 2, ¢ = 3, en dicho caso
se tiene

(nOmM)Oq = (102) 03 =103 =2
7
nQO(mOq) = 10(203) = 101 = 0.

=  es conmutativa. Aplicando propiedades del valor absoluto, para cua-
lesquiera n, m € N se tiene

nOm = |n —m| = |—(n —m)| = |m — n| = mOn.
m ¢ = 0 es el elemento neutro, ya que para cualquier n € N se tiene
nQ0 = |n—0|=n,
00n = |0 —n|=n.

2. Solucion. (a)
El subespacio viene dado por
A= G[(L —1, 1)7 (17 0, 1)] - {(331, L2, 1’3) - /\1<17 —1, 1) + >\2(17 0, 1)}
— >\1(17 _17 1) + )‘2(17 Oa 1)}
— ()\1 + >\27 _)\17 )\1 + )\2)

Las ecuaciones paramétricas vienen dadas por tanto por

T1= A + )\2,
Xy = _)\17
T3 = )\1 + )\2

Eliminamos los parametros sustituyendo la segunda ecuacion en la primera
y tercera x1 = —x9 + Ao, 3 = —x9 + Ao e igualando ambas expresiones

T1+To =23+ 19 21 —23=0.

3. Solucioén. (a)

Teniendo en cuenta que

[(1+ a:Q)_B}’ = 6x(l+2Y) P =l +2%) = - ,

2



calculamos la integral directamente aplicando la regla de Barrow

/0 ZC(1+ZC2)_4CZCE — %1 O [(14_:62)—3]’033:: _61 [(1+£U) 3}zz(1)

—1

4. Solucién. (d)

Calculamos la integral directamente

/M (2 + y*)dzdy = /_ 11 /_ 01 v’ dxdy + /_ 11 /_ (1 y*dxdy
-(/, %) (/ o) (f ) ()

- 5]« T a— )+ L " -
2

a:——1 Y ly=—

1
Li2y
373

5. Solucién. (b)

Aplicamos la regla de la cadena. Como f(0, 1)

(1,0) entonces

DH(0,1) = Dg(f(0,1)) x Df(0,1).

Por tanto
DH(0,1) = Dg(1,0) x Df(0,1)
2
(), ()
(1,0)=(1,0) Y T @wy=01)
(30 y 02\ (06
V11 10/ \12
y resulta

DH(O,l):((l)g).



| Parte Desarrollo|

Problema a)(2ptos.) El polinomio caracteristico viene dado por

A —1

|—)\2—1

que tiene por raices (autovalores) Ay = 1, Ay = —1. Calculamos los subes-
pacios de autovectores asociados:

m Para \{ =1

s (4, ) () ()

Ey ={(z1,22) :x —y =0} &
EQ - G[(lal)]'

La base de autovalores es por tanto B = {(1,—1),(1,1)}, con matriz
diagonal y de paso

p=(s 5)-e= (1) ~(

De hecho compruébese

D = QAQ ' = (

(5

(ii) Como A = Q~1DQ las potencias sucesivas se calculan iterativamente

DN DO —
DO = |
DN —

MO —
N————
N\
=
—_
= L
N————
VR
-
—_
—_ =
N————

DN =D —

1
2

de la siguiente forma

A= Q'DQQ'DQ = Q' D*Q
A= Q' DQA’ = Q'DQQ ' D*Q = Q' DQ

An — Q—lDQAn—l — Q—lDQQ—an—lQ — Q—anQ

5



Luego

Por tanto

All _

Problema b)(2ptos.) (i) Al ser f un polinomio de grado 4 su polinomio de
Taylor ps de grado 4 en el punto x = —1 coincide con f y esta expresado
en potencias de x + 1. Se trata por tanto de calcular dicho polinomio pj.
Calculamos las derivadas

f(=1) =
fi(=1) = ]x——l = —4,

(1) = [1222] =12,
f(=1) = [24a], - = —24,
fU(=1) = 24
Luego
f(@) = ps(x) = ol Z D' oyl _; )’ + 12 _; ”_ Az +1)+0

= (24 1) =4z + 1)’ +6(z+1)* —4(z + 1)
(ii)Calculamos la integral directamente

[= [, Jatydedy= [’ ( I+ y)%dy) dr

3 37!
= [—<°’”+3y) ] dx




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Febrero 2015 2% semana
MODELO EXAMEN B

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.4 puntos.

= Se permite utilizar unicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ninglin companero.

Parte tipo test

1. Sea la matriz

o O W O
— N DN

1
1
1
3

O QUL DO

en donde ¢, d € R parametros. Senale para qué valores de ¢, d el sistema
lineal AX = B tiene solucion tnica para cualquier termino independiente
B e R*.

(a) Para cualesquiera ¢,d € R (b) 15¢ —33d #0
(¢) 17c —12d # 0 (d) Ninguna de las anteriores

2. Sea N = {0,1,2,3,...} el conjunto de los ntimeros naturales. Sobre dicho
conjunto consideremos la operacion ¢ definida de la siguiente manera

O:NxN — N
(n,m) > nOm=14+n-m

De las siguientes afirmaciones senale el niimero de ellas que son ciertas.

= ) es asociativa
= ) es conmutativa

= No existe elemento neutro para ¢

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) Ninguna de las anteriores



3. Dada la funcion
flay)=(z—y)"+(@+y)
senale cual es la expresion correcta.
(a) Dyif(x,y) = —Dyf(x,y) para todo (z,y) € R?
(b) Dyif(x,y) = Dy f(x,y) para todo (z,y) € R?

(¢) Dif(x,y) = 6Dy f(x,y) para todo (z,y) € R
(d) Ninguna de las anteriores

4. Calcule el siguiente limite

3 —V2r+9
L = 1lim

x—0 2x
(@) L =-1/18 (b) L=-1/9
(¢) L=-1/6 (d) Ninguna de las anteriores
5. Halle el valor de la integral I = f_ll f_ll ahyVdxdy.

4 4
(a) I = 3 b) I=0 (c) I= = (d) Ninguna de las anteriores

|Parte Desarrollo|
Problema a)(2ptos.)
Sea [Py el espacio vectorial de los polinomios de grado igual o menor a k.

Consideramos la aplicacién F' : Py — IP; que a cada polinomio p =az?+bx+c
le hace corresponder el polinomio

F(p) = bx + a.

Se pide:
(i) Demostrar que F' es una aplicacién lineal. (1 pto)
(ii) Hallar la matriz asociada de F' con respecto de la bases

A = {Pl(x) = —1,pa(z) =2 — 1, p3(x) = (z + 3)2} )
B = {qi(z) = —z, qa(x) = 2} .

(1 pto)

Problema b)(2ptos.)
(i) Determine los puntos criticos de la funcion

fla,y) =o' +y* —22% + day — 297

9



(1 pto)

(ii) Calcule la integral I = f_ll -

2 +4—Ax

dzx. (1 pto)



FMI. Febrero 2014 2% Semana. SOLUCIONES Modelo B.

1. Solucién. (b) El sistema lincal AX = B tiene solucién tnica cuan-
do la matriz A tiene determinante no nulo. Computamos el determinante
directamente

c 14
|A| = =-3|d 1 2|=-=3(c+12d —d— 6¢)
031

O QL OO
W = =
o O W O
— N DN

— —3(11d — 5c¢)

en donde hemos desarrollado el determinante por los elementos de la tercera
columna. Por tanto

IA] #0 < —33d + 15¢ £ 0
2. Solucioén. (b)

= ) no es asociativa. Tomemos n =1, m = 2, ¢ = 3, se tiene

(nOm) Oq = (102) 03 =301 =4
A
n® (mOq) = 10 (203) = 107 = 8.

= () es conmutativa. Para cualesquiera m,n € N se tiene
nOm=1+n-m=1+m-n=mdn.
= Si existiese un elemento neutro e € N, entonces para n = 1 se tendria
1e=11+e=1<e=0
De lo anterior necesariamente e = 0, pero en dicho caso
20e =200 =1# 2,

luego no verifica la propiedad de elemento neutro para el caso particular
n = 2. Por tanto no existe elemento neutro.

3. Solucién. (b) Derivando directamente
D f(x,y) = 6(z —y)” +6(x + y)”,
Dllf($7 y) — 30(3: T y)4 + 30(3: + y)47
Daf(x,y) = —=6(x — y)* + 6(z +y)°,
Doy f(2,y) = 30(z — y)* + 30(x + y)*,

A



se comprueba que

Dllf(xay) — D22f(x7y>

Solucion. (c) Es una indeterminacién del tipo —, calculamos el limite

)

aplicando la regla de L'Hopital (p. 172 libro de texto)

3— 2219 (3 2z +9)

L = lim = lim ;
x—0 2x x—0 (233)
2 2
_ 2v2x+9 _ 2v0+49 :_l
x—0 2 2 §)

Solucién. (c) Integramos directamente
1,1 1 1 57 2=l 117v=1
/ / x4y10da:dy = (/ x4d:v> (/ ylody) — [x_] [y_]
—-1J=1 -1 —1 5) r——1 11 y=—1
(1 1 1 N 1
- \5 5 11 11

|Parte Desarrollo|
Problema a)

(i) Dados A, u € R, p1 = a12° + b1z + ¢1, P2 = aox* + bax + ¢o operando y
aplicando la definicion de F' se tiene

F(Ap1 + up2) = F((Aay + pag) 2 + (Aby + pbe) © + Aey + pcy)
= (Aby + pbo) x + Ay + pcs
= ANz +c1) + p(bax + ¢2)
= AF(p1) + pf(p2),

lo que prueba que F' es una aplicacion lineal.
(i) Consideremos un vector genérico p =az?* + bx + ¢ sus coordenadas res-
pecto de la base

A’ = {pj(z) = 2°, py(z) = =, pj(z) = 1}



viene dadas por el vector columna

a
b
c

Del mismo modo las coordenadas de su imagen F(p) =bx + a respecto de la
base

B’ = {q|(7) = 7, qy(z) = 1}

b
.
Como directamente vemos

()= 2

C

es el vector

la matriz asociada respecto de las bases A, B’ es

010
100

Denotemos por X, Y los vectores columnas de coordenadas de los polinomios
p v F(p) respecto de las bases A y B respectivamente. La matriz de cambio
de la base A’ a A viene dada por la matriz

a 0 0 1
b | = 0 1 6 |X (2)
c —1 —1 9

en donde las columnas no son mas que las coordenadas de los elementos de
la base A respecto de la base A’ (p. 63 libro de texto)

p1=—1=—1=—pj,
p2 =2 — 1= p; — p3,
ps = (z +3)* = 2% + 6 + 9 = p| + 6p5 + 9.

() =(02) ®

Del mismo modo

en donde en este caso



q =—r=—q,
qQ2 = 2= 2q/27
Teniendo en cuenta (1), (2), (3) se tiene

BRGHIOE

C
0O 0 1
—10) <010>
Y = 0 1 61X

<02 100 119)
-1 0O 0 1

10 010

Y( )( ) 0 1 61X

0 2 100 1

y por tanto

(—10)‘1<010) X é _(0—1 —6)

o 1
0 2 100 1109 0 0 3
es la matriz asociada de F' respecto de la bases A y B.

Problema b)(2ptos.)
(i) Operando

Dy f(z,y) = 4a® — 4w + 4y, Dy f (w,y) = 4y° + 4z — 4y,

Los puntos criticos son la solucion del sistema obtenido de igualar a las derivadas

a Cero
4o — 4o + 4y = 0, 23— +y=0,
{4y3+4x—4y:(), < { Ptx—y=0.
Es un sistema no lineal, sumando ambas ecuaciones x° +y* = 0, entonces nece-
sariamente 22 = —y? lo que implica & = —y. Sustituyendo en una cualquiera
de las ecuaciones del sistema

P—r—2=02—22 =0

que tiene como soluciones z; = 0, x9 = /2, 19 = —v/2. Los puntos criticos
serian por tanto

{1, =21), (w2, =), (23, =)} = {(0,0), (V2 —v2), (~V2.v2) |

7



(ii) Es una integral racional cuyo denominador x° + 4 — 4z = (z — 2)* tiene
a x = 2 como raiz doble. Siguiendo la descomposicion habitual en este tipo de
casos (p. 215 libro de texto)

T A N Ay o
244 -4 (v—-2) (v—2)?
i B /11(17-— 2) %—142
244 —4dr (x — 2)?
A =1, Ay =2
Luego
x 1 2
_|_

x2+4—4x:(x—2) (x — 2)?

e integrando

/1 T ; /1 dx +2/1 dx
x:
x4 —dx T =2 (= 2)?

1 w:1
= |l — 2 + 2
[H‘ZE Ha:— 1 []7 2]

r=—1

1 4
= Inl—n3+2(1—=]==-—1In3
3 3




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Septiembre 2015
MODELO EXAMEN A

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.4 puntos.

= Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ningiin companero.

Parte tipo test

1. Sean las bases
A = {(1,0,0),(1,0,1),(0,1,0)}
B = {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}

de R?. Dado el vector v de coordenadas (1,1,1) en la base A, sefiale sus
coordenadas en la base B.

(@) (1,1,2) (b) (2,1,1) (¢) (1,1,1) (d) Ninguna de las anteriores
2. Sea f : R? — R? la aplicacién lineal definida por
fx1, w2, m3) = (221 — @9, 71 + T2 + 13)

Senale las ecuaciones paramétricas del subespacio nicleo Ker f.
(@) Ty=ANzo=ANa3=—-ANNER

(b) r1=MNro=\N23=—-\N A AER

(¢) ;y =X, 29 =2\, 23 = =3\, A €R

(d) Ninguna de las anteriores

3. Dada la funcién f(x) = x|z, senale su derivada en el punto x = 0.

(a) No existe f/(0) (b) f'(0)=1
() f(0)=0 (d) Ninguna de las anteriores
4. Senale el valor, si existe, del siguiente limite
x cos(£EL)

L = lim
T—00 1+ x

(a) L =cosl (b) L=0
(¢) No existe dicho limite (d) Ninguna de las anteriores



5. Senale el valor de la integral
1,4
—1
I = / xQ dx
1z + 1

(@) I =-2/3(b) I =-4/3(c) I =—1/3 (d) Ninguna de las anteriores

|Parte Desarrollo|

Problema a)(2ptos.)
(i) Sea g : R? — R la funcién definida por

9@, y,2) = fle —y,y — 2,2 — x)
en donde f : R® — R es una funcién diferenciable arbitraria. Demuestre,
aplicando la regla de la cadena, que se verifica la siguiente identidad

Dig(z,y,2) + Dog(x,y, 2) + Dsg(x,y,2) = 0
para todo (z,y, z) € R®.(1 pto)

/T (x — y)dxdy

en donde T' C R? es el tridngulo de vértices (0, —1), (0,1), (1,0). (1 pto)

(ii) Calcule la integral

Problema b)(2ptos.)
Sea [Py el espacio vectorial de los polinomios de grado igual o menor a 2

p(z) = az® + bz +c.
Consideramos el siguientes subconjunto
A= {Pl(ﬂi’) =2’ +a+1, paofz) =1, psla) =1 - 5’5}

Sea asimismo ¢ : Py X Py — R la aplicacion definida por

1
o(p,q) = / p(x)q(x)zdr para todo p, q €Ps.
0

Responda razonadamente a las siguientes preguntas:

(i) Demuestre que A es una base de Py . (0.5 ptos)
(ii) Demuestre que ¢ es una aplicacién bilineal simétrica. (0.5 ptos)

(iii) Senale la matriz de ¢ con respecto de la base A. (1 pto)

9



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Febrero 2016 1 semana
MODELO EXAMEN A

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura éptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.4 puntos.

= Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ninglin companero.

Parte tipo test

1. Determinar una recta tangente a la funcion f(z) = 2 — 2% que sea paralela
a la recta 2x +y = 4.
(a) 2c+y =3 (b) 2z +y =10
(¢) 2z +y =0 (d) Ninguna de las anteriores

2. Sea M € M, una matriz cuadrada regular de orden n verificando la
siguiente identidad

M?*—2M =31
Senale la expresién correcta de la matriz inversa M 1.
1
(a) No existe matriz inversa (b) M~! = §(M —21)
1
(c) M~t = §(2M — 1) (d) Ninguna de las anteriores

3. Senale el valor de la integral I = f_22 ‘1 — $2‘ dzx.
(a) [ =4 (b) I =3 (¢) I=0 (d) Ninguna de las anteriores

4. Sean las funciones

f(xayvz) — (J? + Y, rY=<, 22 o 33'2)

glu,v,w) = (uv* +v,v — w).

Determinese la matriz jacobiana de h = g o f en el punto P = (1,1, 1).

@ (57 25) o (51 %)

() ( g ? _1 | ) (d) Ninguna de las anteriores



5. Sea la aplicacién lineal f: R3S — R?
f(l’l, T, 5173) = (.CE1 + 2x9 + 13,71 + 513'3).

en donde la coordenadas estén referidas a la base candnica. Sea v € R? el
vector que tiene a (1,2, —1) por vector de coordenadas con respecto de la
base {(1,1,1),(0,1,1),(—1,—1,1)}. Senale las coordenadas de la imagen
f(v) con respecto de la base canoénica.

(@) f(v) = (7,-2) B) F(v) = (4,0
() f(v)=(12,4) (d) Ninguna de las anteriores

| Parte Desarrollo|
Problema a)(2ptos.) Consideramos el espacio de las matrices M de orden 2 y
las bases

a=fm= () mm(10) = () == (0 )}
5= fu= (1) = (50) = (00) w= (U}

(i) Determine las matrices de cambio de la base A a la base B y de la base
B ala base A . (1 pto)
(ii) Hallar los vectores de coordenadas de la matriz

o= (1)

con respecto de las bases A y B respectivamente. (1 pto)

Problema b)(2ptos.)
Sea f : R? = R? la funcién definida por

fla,y) = 2" =y’ +ay — 2.

(i) Calcule el polinomio de Taylor Py de orden 2 de f en el punto (x,y) =

(1,1) (1 pto)
(ii) Calcule de manera razonada una cota del error cometido al aproximar f
por Py en I =10,2] x [0,2]. Es decir, calcule una cota del error

méx |Py(z,y) — f(z,y)|
(xy)el

(1 pto)



FMI. Enero 2016 12 Semana. SOLUCIONES Modelo A.

1. Solucién. (a) Para que una tangente a la funcién f(z) = 2 — 2% v la
recta y(x) = 4 — 2z sean paralelas deben coincidir sus pendientes en el
punto de tangencia, es decir, sus derivadas f'(x) = ¢/(x). Luego

—2r=-2=x=1.

Por tanto la recta tangente a f en el punto x = 1 viene dada por

y=fO+fWx-1)=1-2z—-1)

(véase figura)

)
2z +y=3 22 +y=4
)
1

fw) =22
1

2. Solucién. (b) Aplicando propiedades del producto de matrices,

M 2
MQ—MW=3L©AHM—QD:ﬁl@ﬂlcg—gi):L

Luego M1 = = (M — 2I) es la matriz inversa buscada.

1
3

3. Solucién (a) Para calcular la integral descomponemos en primer lugar

‘1_372‘_ 1—a2% si ze(-1,1),
2?1 s g (—1,1),

la funcion



e integramos directamente a partir de esta expresion
I = f_22 |1 — 2?| do = f__zl(asQ — 1)dz + f_ll(l — 2?%)dx + ff(ch — 1)dz =

r=—1 rz=1 r=2
z[%g—x] +[CE—%3} +[%3—x}

(=)~ () () - ()
H(E9- ()

4. Solucién. (c) Aplicamos la regla de la cadena

Dh(1,1,1) = Dg(f(1,1,1))Df(1,1,1).

En primer lugar calculamos

1 1 0 I 10
Df(1,1,1) = yz Yz 2y = 1 11,
—2x 0 2z —2 0 2

(ZB,y,Z):(l,l,l)

2u 1l 0 410
Dy(s1.1.0) = Doz 10) = (31 °)) (01 %)
(u,0,w)=(2,1,0)

Finalmente la matriz jacobiana de la funcién compuesta viene dada por

5. Solucion (c) Por definicién

f(v) = f((1,1,1)42(0,1,1) — (=1, —-1,1))
= f(1,1,1)+2f(0,1,1) — f(—1,—1,1)
= (4,2)+2(3,1) — (—2,0)
= (12,4)

| Parte Desarrollo|

Problema a) Podemos expresar directamente los elementos de la base A como

A



combinacion lineal de los de B

W:11:110—|—101 —vVy{+V
L 0 0 0 0 00 Ly
WQ_(10)_1(10)+(00>_V1+V4
10 0 0 10
W3:<O1):1<01)+1<00>:V2+V4
10 00 10
W:10 :110+1 U0 =vVy+V
1 01 0 0 01 s

La matriz de cambio de la base A a B es la que tiene por columnas las
coordenadas de los vectores de A con respecto a B

0
1
0
1

_ o O
O = O =

1
1
0
0

Eso quiere decir que si X, Y son los vectores columnas de coordenadas de
una matriz cualquiera w €My respecto de las bases A y B respectivamente,
entonces

Y =AX

La matriz de cambio de la base A a B sera la inversa
~1

1 101 I 1 -1 -1
B_ 1010 1 I -1 -1 1
0001 21 -1 1 1 1
0110 0o 0 2 0

1 2

3 4
viene dado por el vector (1,2,4,3) y sus coordenadas con respecto de la base

(ii) Las coordenadas de la matriz £ = ( ) con respecto de la base B

I 1 -1 -1 1

1 I -1 -1 1 2

21 -1 1 1 1 4 4
0O 0 2 0 3



Finalmente verifiquese que

2(00)=(10) 1 (10) (V)= (54)

Problema b)
(i) Las derivadas en el punto (z,y) = (1, 1) vienen dadas por
f(1,1) =
Dy f(1, ):395 +y—2a|, 0y =2 Daf(L1) = =3y x|, ) =2
Dllf( 1) = 6x — 2|(:1:y =(1,1 ):4 D12f(1 1) = 1 D22f(1 1) = 6y|(acy 1,1) = =—6

El polinomio de Taylor viene dado por

L —12 2 -1y -1) 6y -1

Py(z,y) = O+2(:U—1)—2(y—1)+2

(i) Como f € P3, su polinomio de Taylor P; de orden 3 en (z,y) = (1,1) es
exacto. Es decir
[l y) = Ps(x,y).
por tanto
fla,y) = Pox,y) = Ps(x,y) — P, y),

y el error viene dado directamente por el término de orden 3. Para calcular
dicho término, recordemos en primer lugar la regla mnemotécnica para
calcular el de orden 3 de un polinomio de dos variables (véase p. 255):

(@ —21)D1 + (y = y1)D2)*f(a) = (& — 1)* D111 f(a) + 3(z — 1) (y — y1) D112 f(a) + 3(z — 21)(y — y1)* D122f(a) + (y — y1)* D222 f(a)
Las derivadas de tercer orden viene dadas por
D111 f(1,1) =6, Do f(1,1) = =6, D112f(1,1) = Diaaf(1,1) =0

Por construccion

By(x,y) = Py(z,y) + %(Dlllf(lv 1)(x — 1)3 + Daga f(1, 1)(y — 1)3)

= Play)+ (@ -1~ (y— 1))

= Pyz,y)+((z =1 = (y - 1)°)

Por tanto

f(z,y) = Poa,y)| = |z —1)° = (y = 1)’| < |(z = 1*| + |(y — 1)°|



Para (x,y) € [0,2] x [0, 2], tenemos que como mucho |z — 1|,|y — 1] < 1,
luego finalmente

|f(z,y) — Py(x,y)| <1+1=2.



Febrero 2016 2“ semana
MODELO EXAMEN B

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura éptica. Cada respuesta
correcta suma lpto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.4 puntos.

= Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ningiin companero.

Parte tipo test

1. Sea f: R — R la funciéon definida por

senr s1ox <0,
f(x)_{aerb si x> 0.

Determinense los parametros a, b € R para que f sea derivable en x = 0.

(@) a=0,b=—1 (b)) a=1,b=0
(c)a=1,b=1 (d) Ninguna de las anteriores
2. Sea la matriz
00 a
A=100 a
000
Senale la posible matriz inversa de la matriz B = A+ 1
I 00 1 0 —a
(a) Bl'=| —-a 10 ) B'=101 —a
—a 0 1 00 1
I a0
(¢) B'=101a (d) Ninguna de las anteriores
001

3. Sea el polinomio p(z) = 2° + 2 — 62% — 142? — 8x. Senale los valores ay,
ai, as, as, a4, as verificando

p(x) =as(x +1)° +ay(z+ 1) +az(z+ 1) +as(z +1)* +ar(x +1) + aq

(@) ap=0,a1=3,a2=0,a3 =0, a4 = —4, a5 =1

1



N/ d s+ / ~ / ~ / - / ~
(¢) ag=0,a1=—-8,a5=0,a3=0,a,=1, a5 =1
(d) Ninguna de las anteriores

4. Sean g : R? =+ R, F : R? — R funciones tales que
u(z,y) = Flulz, y)y, = + ulz, y))
Si se tiene que u(0,0) = 1,
DF(x,y) = (:I:+y 1+ex+y),

senale el valor de la derivada parcial Dyu(0,0).
(a) D1u(0,0) = —2 (b) D1u(0,0) =1
(¢) D1u(0,0) =0 (d) Ninguna de las anteriores

5. Sean A = {uy, us}, B = {vy,vs} dos bases de R* verificando

Uy = V3 —Vy

U = V1—|—V2

Senale las coordenadas del vector w = v + 2vy respecto de la base B.
(a) (1,2) (b) (—1/2,3/2) (c) (2,1) (d) Ninguna de las anteriores

|Parte Desarrollo]

Problema a)(2ptos.) Sea Py el espacio de polinomios de grado igual o menor a
2

Py = {p(z) = apz® + ayx +ap: a; ER }
y sea F': Py — R la aplicacion definida por

En este ejercicio consideramos las siguientes bases

A ={po(z) = —1,pi(2) = © + 2, pa(x) = 27},
B = {-3}.

en Py v R respectivamente.

(i) Probar que F' es una aplicacion lineal. (0.5 ptos)

(ii) Senale la matriz asociada a la aplicacion con respecto de las bases A 'y
B. (0.75 ptos)



N / 4

coordenadas con respecto de la base A. (0.75 ptos)

Problema b)(2ptos.)

(i) Determinense los méximos y minimos locales de las funcion

f(z,y) = 2* — 22y — Sz + y* + Sy + 16.

(1 pto)
(ii) Sea f(x,y) = xy. Senale el valor de la integral

/D F(z, y)dady

en donde D = {(z,y): 0 < 2?+y* <4, 2 >0,y > 0}.(1 pto)



1. Solucién. (b) Para que la funcion sea derivable, se debe verificar que la
funcion es continua en x = 0. Es decir

f(0)=sen0=0= lim f(z) =",

x—0T

por tanto b = 0. Del mismo modo las derivadas laterales deben coincidir.

;o Jeosx s <O,
f(x)—{ a six>0,

En este caso como

necesariamente

= 1i = Ui =cos(0 =1
@ = ) = Jig fle) = cos

2. Solucion. (b) Por definicién

10 a
B=|01a
001
que tiene determinante |B| = 1. Aplicamos directamente el teorema de
caracterizacion de la matriz inversa
(|1« 0al Jo1] )"
|o 1 _|0 1 |0 0‘
B—lzi _|Oa |1a _|10|
| B 01 01 00
0 a 1l a 10
k |1 a _|O a |O 1‘ )
100\
= 0 1 0
—a —a 1
1 0 —a
= 01 a)
00 1

3. Solucién. (a)



de grado 5 centrado en el punto x = —1. Luego
P’ (=1)

il
Mediante un calculo directo p(—1) = 0, p'(—1) = 3, p"(—1) =p"(—1) = 0,
pY(—1) = =96, p”(—1) = 120. Luego

para 7 =0, ..., 0.

/l: pr—

CL():CLQ:CLg:O,

Y 3
a1 F:37
CL4__4—%6_ 4,
=g

De hecho, compruébese que
(z4+1)° =4z + 1" +3x+1)=2° + 2" — 62° — 142% — 82

4. Solucién. (a) Aplicando la regla de la cadena

DyF(u(z, y)y, © + u(x, y)) Di(u(z, y)y) + Do F (u(z,y)y, © + ulz, y)) Di(z + u(z, y))
DyF(u(z,y)y, © + uw(z, y)) Dy, y)y + DaF (u(z, y)y, « + u(z,y))(1 + Diu(z,y)).

D1U(TE, y)

Luego despejando

DﬂL(x,y) = DQF( ( y)y,CL’ —|—U(CL’,y))

1—D1F(U(aj,y)y,x+u( 7y)) - 2 (u(:ﬁ,y)y,x+u(:ﬁ,y))
Sustituyendo en (z,y) = (0,0),

DyF(0,0)

D1u(0,0) =
w(0.0) = =5 F0.0) - D,F(0.0)

B 1+ e’

1= (0+0)— (14¢%

>
)
1—0-—2

5. Solucidn. (a) Como w = v; + 2vy, las coordenadas de w con respecto
de B = {v, vo} son directamente (1,2).

|Parte Desarrollo|

Problema a)



/ A o /s A e o -~

Flap+8q) = /1 (ap+8p)dz = a /1 p(z)dz+p3 /1 q(z)dz =
= aF(p) + 8F(q)

en donde hemos aplicado la linealidad de la integral (véase p. 200 libro de
texto).

(ii) La matriz asociada a la aplicacién viene dada por la imagenes de la base
A con respecto de la base B. En primer lugar calculamos

F(po) = [{ —1dx = -1
F(p)) = [}(z +2)dz =]
F(p2) = ff ridr = %

Para cualquier p €P se tiene
F(p)
Fip) = (-2) -3

es la coordenada de F'(p) con respecto de la base

F(p)

{—3}. Luego la matriz asociada viene dada por

(2 -5 22)-(2 1 )

(iii) Un vector p =z¢pg + x1p1 + T2p2€ Ker F verifica

y por tanto —

F(p) = 0% CL‘OF(po) + l’lF(pl) + QIZ’QF(I)Q) =0

7 7
<~ —5130—|—§CL'1—|-§£I32:O
& —6xg + 21x + 1429 = 0,

siendo ésta tultima ecuacion la ecuacion implicita de Ker F. Las ecuaciones
paramétricas del subespacio estan dadas por

7 7 7 7
Zo 2%1 1 3% 2 3
Ty | = T =x1| 1 | +ax2| O
9 Io 0 1

y de aqui directamente deducimos que {(%, 1, O) : (%, 0, 1)} es una base de
Ker F'.



Ker F = { (wg, x1,22) € R : (1

Problema b)

(i) Calculamos en primer lugar los punto criticos igualando a cero sus
derivadas de primer orden

Dif(x,y) =22 —2y —8 =10 2 -2 z\ [ 8
Dgf(x,y):—2x+2y+8:()}©(—2 2 )(y>—(—8>

es un sistema lineal compatible inderteminado con un parametro cuyo
conjunto de soluciones viene dado por la recta

L={(z,y):y=z—4}

La matriz Hessiana de derivadas de segundo orden

= (i pesion) = (5 2)

es contante para cada punto, en particular para los puntos de la recta.
Por el criterio de los determinantes de las submatrices principales (véase

pp. 259-261) se tiene
2 =2

A1=2>0,A2=‘_2 9

N

y por tanto los puntos pueden ser o no extremos relativos. Se puede
comprobar directamente que la matriz Hessiana

(x y)<_22 _22)(;5)—2(93—@220

es definida positiva para todo (x, y). Luego todo punto critico es minimo
local. Por tanto, L es una recta de minimo locales de f.

(ii) Calculamos la integral mediante un cambio a polares
x=rcost, y=rsenb, dvdy = rdb

7



D = {(v,y): 0<2® +y* <4,z >0,y >0}
- {(r,e):ogegg, 0§7"§2}

La integral viene dada por

/ rydrdy = / / r cos Orsenfrdrdf = / / 3 cos Bsenfdf
D
= / Cosﬁsenﬁdﬁ/ rdr = = /Sen29d9/ Sdr
0 0 2 Jo 0

B 1 —cos20|"72 #4|"= 2_1 —cos7 + cos0 24

S22 9:O4T:0_2 2 4
124

— ——:2

24



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA (G. en Ing. Informatica)
Septiembre 2016
MODELO EXAMEN A

= Parte tipo test: Ejercicios 1 a 5: Deben ser contestados en hoja de lectura 6ptica. Cada respuesta
correcta suma 1pto, cada incorrecta resta 0.3 puntos, la doble marca o en blanco ni suma ni resta.

» Parte Desarrollo: Problemas (a) y (b): Se corregiran sélo si la nota obtenida en los 5 ejercicios
tipo test es superior o igual a 1.4 puntos.

= Se permite utilizar inicamente un ejemplar original del texto “Temas de Matematicas” del Luis
Rodriguez-Marin, que podra contener anotaciones del alumno en cuyo caso no puede prestarselo a
ningiin companero.

Parte tipo test

1. Sea R el conjunto de los niimeros naturales. Sobre dicho conjunto conside-
ramos la operacion { definida por

O:RxR — R

T+
(rq) > rOg=-——1

2
De las siguientes afirmaciones senale el nimero de ellas que son ciertas.

s () es asociativa
= () es conmutativa

s [xiste elemento neutro.

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) Ninguna de las anteriores
2. Calcule las coordenadas del vector
vV = (27 5)

respecto de la base B = {(1,—2),(3,3)} de R

(a) (—1,1) (b) (2,1) () (3,1) (d) Ninguna de las anteriores
3. Senale el valor del siguiente limite
sen(2z) — 2w

L = lim
x—0 333

(a) L=-1/3 (b) L =—4/3
L=-2/3 (d) Ninguna de las anteriores



4. Sea f: R — R la funcién definida por

f(x) = /llﬂ u*du.

Senale el valor de la derivada f/(1).
(a) f1(1) =12 (b) f'(1) =8
() f/(1)=10 (d) Ninguna de las anteriores

5. Sea Py el espacio de polinomios de grado igual o menor a 2
P, = {p(x) = az’ +bx +c:a,b,c € R}

y sea F': Py — R la aplicacion lineal definida por
1
F(p)=p'(1) + / p(s)ds para todo p €Ps.
0

Consideramos las siguientes bases

A ={po(z) = 2°,pi1(z) = 7, pa(x) = —1},
B ={-1},

en Py y R respectivamente. Senale la matriz asociada a la aplicacion con
respecto de las bases A vy B.

@ (-3 -3 -2) (-2t a)

(c) ( s —1 ) (d) Ninguna de las anteriores

| Parte Desarrollo|
Problema a)(2ptos.) Sea f : R? — R? la aplicacién lineal definida por la matriz

—_ = DN
o ==
_ O =

(i) Determinar los valores propios y las ecuaciones de los subespacios propios
asociados a ellos. (1 pto)

(ii) Estudiar si es diagonalizable. En caso afirmativo encontrar la matriz dia-
gonal y la base a la que esta referida (1 pto)

9



Problema b)(2ptos.) Responda razonadamente a las siguientes preguntas:

/ xdzxdy,
M

en donde M es el triangulo de vértices (0, —1), (1,0), (2,0). (1 pto)

(i) Calcule el valor de la integral

(ii) Sean las funciones
flu,v,w) = ("7, cos(v + u) + sen(u + v + w)),
g9(x,y) = (e, cos(z —y),e7").

Calcule (f o0 g)'(0,0), matriz jacobiana de la funcién compuesta f o g en el
punto (0,0). (1 pto)



FMI. Septiembre 2016 Septiembre. SOLUCIONES Modelo A.
1. Solucién. (a)

= En general  no es asociativa. Tomando por ejemplo r = 1, ¢ = 2,
s = 3 se tiene

r0 (q0s) = 10 (203) = 1<>g _ E y Z _ gos — (102)03 = (r0g)0s.

= () es conmutativa como consecuencia de la conmutatividad de la suma
de los reales. Para cualesquiera r, ¢ € R se tiene que

r+q q+r
rq = = = qQr.
01 =—; ;=40
= No existe elemento neutro. En caso de existir un elemento neutro e,
parar = 1
I+e
10e=1= 5 = e

y necesariamente e = 1. Pero en dicho caso si tomamos por ejemplo
r = 2, se tlene que

206220122#6.

Luego e = 1 no puede ser elemento neutro y por tanto no existe ele-
mento neutro para <.

2. Solucién. (a) Por definicién, buscamos «, § € R tales que

Matricialmente podemos expresarlo como

(—12 g) (g>_<§)

Resolviendo este sistema se tiene directamente que la coordenadas vienen

dadas por (o, 8) = (—1,1).

3. Solucién. (b) Es una indeterminacion 8. Aplicamos la regla de L'Hopital
tres veces consecutivamente para resolver el limite
I — lim (sen(2z) — 2x) — lm (2 cos(Qx)l— 2)’
7—0 (z3) =0 (322)
_ lim(_4 sen(2x))’ i —8 cos(27) _ 4

z—0 (6x)/ x—0 §) 3 .




4. Solucién. (b) Podemos expresar f como composicion de dos funciones
reales

f=ygoh
en donde g, f : R — R estan definidas por

y
o) = [ wdu ho) =1+ 3"
1
Aplicando la regla de la cadena

f'(z) = g'(h(z))h ().

La derivadas correspondientes vienen dadas por
J(y) =vy* W(z)=2z

en donde en el primer caso hemos aplicado el Primer Teorema Fundamental
del Célculo (véase pp 208-9). Luego finalmente

fl(x) =g +2%)2z
y por tanto
f)=g1+12=4(22=272=8.
Solucién. (d)

Sabemos que la matriz de la aplicacion tiene por columnas las coordenadas
de la imagenes

{F(po), F(p1), F(p2)}

de la base A con respecto de la base B = {v = —1} (véase p. 79 libro de
texto). Basta calcular directamente

F(po) = F(z?) = 2z|,_, + [} 2?dz =2+ 1 =T = (=I) (=1) = ~Iv
Flp)=F(x)=1+ [fade=1+1=23=(=3)(-1)=-3v
Flpo) = F(-1)=0— [[ldt = —1=1(-1) =v

Por tanto la matriz asociada viene dada por

(-} -3 1)

Problema a)



(i) Denotemos

2 11

110
101

El polinomio caracteristico viene dado por

20— A 1 1
pN =[A=X|=| 1 1-X 0 |==A(A=1(\-3)
0 1-2

A=

Los autovalores son Ay =0, Ay = 1, Ay = 3.

El subespacio £; asociado al autovalor Ay = 0 viene dado por

Ei = {XER: (A-0N)X =0} ={X € R’: AX =0}

2 11 I 0
= S (xy,29,23): | 1 10 o | =10
1 01 T3 0

= {(z1,22,73) 1 21 + 22 =0, 71 + 23 = 0}
El subespacio £y asociado al autovalor Ay = 1 viene dado por

Fy = {XeER: (A-DNX=0}={X cR*: AX =0}

111 x1 0
= (331,562,1’3)1 100 i) = 0
100 X3 0

= {(z1,22,23) 121 + 20 + 23 =0, 21 =0}

El subespacio €3 asociado al autovalor A3 = 3 viene dado por

Fz = {XER: (A-3N)X=0}={X€R*: AX =0}

-1 1 1 T 0
= < (1,29, 23) : 1 =2 0 o | =10
1 0 =2 XT3 0

— {(551,332,373) O 2552 = O, xr1 — 2563 = O}

(ii) La matriz es diagonalizable ya que tiene tres autovalores distintos. (véase
p. 102 libro de texto) y la matriz diagonal asociada sera



si ordenamos la base de autovalores siguiendo el mismo orden. Como

E, = G[(1,—-1,-1)],
E, = G[(0,1, —1)],
K3 = G[(Qa 1, 1))]7

una base de vectores propios viene dada por
{(1,—-1,-1),(0,1,—1),(2,1,1) }.
Una matriz de paso P verificando
D =P AP

tiene por columnas los elementos de la base de cada subespacio propio
(véase p.102 libro de texto). En este caso

1 0 2
P=1-1 11
—1 —1 1
y se puede verificar
102\ /211 1 0 2 000
D=| -1 1 1 1 10 —1 1 1 ]1=101020
—1 —1 1 101 —1 —11 00 3
Problema b)

(i) El tridngulo M se parametriza como la union de dos conjuntos disjuntos
de la siguiente manera

M = My U M,
en donde
Mlz{(x,y):()gxgl, x—lgygg—l},
My={(z,y): 1<z <2, z—-1<y<0}.
(véase figura)

Sabemos que la integral sobre M es la suma de las integral sobre My y M,

I:/ xdxdy:/ a:dxdy—i—/ xdxdy
M My My

7



Calculamos cada integral directamente. Por un lado

/ xdrdy = /
M, 0 JZ

1 1 [t 1
= / :U—:Ud:l::—/ 2dr = =
0o 2 2 /o 6
Por otro lado

/M2xd:z:dy _ /Ol/jlg;dydsc:/olx(O—(g—l))dx:
2

1
1

Finalmente el valor de la integral viene dado por

I 2 1
]:— —_ = —
6+6 2

(ii) Aplicando la regla de la cadena (véase pp 246-7 libro de texto)
(f © g>l(07 O) — f/(g(()? O))g/(07 O)

r—1 1 T
/ rdydr = / rr—1—(=—1))dr =
£ 0 2

En este caso ¢(0,0) = (1,1,1) y las correspondientes matrices jacobianas

viene dadas por

f/(g(07 0)) = fl(lv L, 1)

u—w 0 u—w

e —e
< —sen(u +v) +cos(u+v+w) —sen(u+v)+cos(u+v+w) cos(u+v+w)

_ ( 1 0 -1 )
N —sen(2) + cos(3) —sen(2) + cos(3) cos(3)

>(u,v,w):(1,l,1)



Luego
(709700 (

y por tanto

1

—sen(2) 4+ cos(3) —sen(2) + cos(3) cos(3)

(fog)/(0,0) == < —sen(2)

1
+ cos(3)

1
— cos(3)
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