Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

Capitulo 1. El concepto de operacion

ENUNCIADOS
Ejercicio 1 Sea N = {0,1,2,3,...} el conjunto de los ntiimeros naturales. Sobre dicho conjunto consideramos la operacién < definida por

O:NxN — N

(n,m) +—— ndOm=|n—m|
en donde recordemos que |-| denota el valor absoluto. Senale razonadamente si las siguientes afirmaciones son ciertas:

n O es asociativa
s O es conmutativa

» No existe elemento neutro

Ejercicio 2 Sea N = {0,1,2,3,...} el conjunto de los niimeros naturales. Sobre dicho conjunto consideremos la operacién < definida de la
siguiente manera

OC:NxN — N
(n,m) +—— nOm=14+n-m

Senale razonadamente si las siguientes afirmaciones son ciertas:
= O es asociativa

n O es conmutativa

= No existe elemento neutro para <

Ejercicio 3 Si V = {(a,b) € R?|a > 0} v (a,b) * (¢,d) = (ac,b+ d), el elemento neutro de (V, x) verifica:
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b) Existe y pertenece a V.
c¢) No existe.

d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 4 Estudiese las propiedades de la siguiente operacién * definida entre elementos de Z: a x b = 2ab — b* + 1 siendo a, b € Z.

Ejercicio 5 Razodnese si es un anillo o no lo es cada uno de los siguientes conjuntos con sus operaciones suma y producto habituales:
a) El conjunto de los polinomios de grado menor o igual que cinco.
b) El conjunto de los polinomios de grado par.
c) Las matrices de orden 2 x 3.

d) El conjunto de todas las subsucesiones de una sucesién dada.

Ejercicio 6 i) Considere el conjunto de los polinomios con su suma y producto habituales y de un ejemplo de un elemento no nulo de dicho
conjunto que no posea inverso con respecto al producto. (Piense en una funcién f : R — R tal que ? no esta definida en todo el
dominio.

ii) Razone si el conjunto de las funciones continuas con sus operaciones habituales es un cuerpo.

Ejercicio 7 Sea el conjunto M = {a,b,c} y consideremos la ley de composicién interna o definida mediante la siguiente tabla

a b c

aoa=Db | aob=a | aocc=a
boa=a | bob=Db | boc=c
coa=c | cob=c | coc=Db

oo |0

Senale. si existe, el elemento neutro. ;Es un grupo?.
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Estudie si es conmutativa, asociativa y si posee elemento neutro.
Ejercicio 9 Sea M, el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden 2. Consideramos * la operacién definida por
Ax B = BT x AT para todo A, B € M,

en donde x denota el producto usual de matrices. De las siguientes elecciones de subconjuntos senale el niimero de ellos para los
que * continua siendo una operacion. Es decir, dadas las afirmaciones:

= x es una operacion sobre el conjunto de matrices diagonales

{3 ) wses

= % es una operacion sobre el conjunto de matrices

{5 1) e

= % es una operacion sobre el conjunto de matrices triangulares inferiores

Mgz{(z 2>:a,b,c€R}

= % es una operaciéon sobre el conjunto de matrices

M4:{(CCL 8>:a,b,c€R}

Ejercicio 10 Considere la operacién * sobre el conjunto de los nimeros reales M = R definida por
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= * es conmutativa.
» El elemento inverso de a = 2 viene dado por o/ = 1/2.

= El elemento neutro viene dado por e = 1.

Ejercicio 11 Pruébese mediante el método de induccién que z™ — y” siempre tiene a x — y como factor siendo n € N.
Ejercicio 12 Aproximar v/11 por un nimero racional con un error menor que una diez milésima, esto es un error menor que 1074

Ejercicio 13 Efectue las siguientes operaciones con numero complejos y determine el médulo y argumento de su resultado y representar sus
afijos en el plano complejo. a) i'®. b) (1 + 7).

Ejercicio 14 Dado un conjunto M = {a, b, ¢, d} definase una ley interna ¢ de modo que (M, ¢) sea un grupo abeliano(véase nota sobre relacién
de congruencia que puede encontrar en el curso virtual).

n4+1
Ejercicio 15 Determine el infimo y supremo de la sucesion (e nS+1 |

Ejercicio 16 Esttdiense si el conjunto B = U"=%(n, n+ 2) es acotado inferior y superiormente y, en su caso, determinese los conjuntos de cotas
inferiores y superiores. Senale el supremo, infimo, la adherencia, la acumulacion y sus puntos aislados.

en
Ejercicio 17 Determine el supremo e infimo de la sucesion ( n 1).
en

Ejercicio 18 Considerando el conjunto de nimeros reales

n?2+1

A:{(—l)"n_l :neN}

determine su supremo, infimo, adherencia, acumulaciéon y puntos aislados.
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Ejercicio 20 Encuéntrese para qué valor de n > 1 el nimero v/n — 1 es irracional.

Ejercicio 21 Consideremos el producto cartesiano de R x R, es decir, los pares ordenados
RxR={(z,y): x e RyyeR}

Se pide reescribir, si es posible, los siguientes subconjuntos de R x R como un producto cartesiano de dos subconjuntos de R:

a) {(x,y): x € Z}
b) {(z,y): y = 2%}
c) {(z,y): x < 0}
d) {(z,y): 1<z <2y3<y<5}

Repdse en el curso cero, el producto cartesiano de dos conjuntos y la definicidn de par ordenado. Nétese que R x R es R? (también
llamado el plano complejo).

Ejercicio 22 Se pide un subconjunto de R que tenga tinicamente dos puntos de acumulacién.
Ejercicio 23 Pruébese que el modulo del producto de dos complejos es el producto de sus modulos.

Ejercicio 24 Un nidmero algebraico es cualquier nimero real o complejo que es solucién de una ecuacién polindémica de la forma: a,x" +
Up 12"V 4+ o+ a1w + ag = 0 siendo n > 0, a, # 0 (grado del ntimero algebraico) y cuyos coeficientes son nimeros enteros, es
decir, a; € Z. Se piden ejemplos de ntimeros algebraicos reales y complejos.
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SOLUCIONES
Solucién 1 = & no es asociativa . Basta tomar n = 1, m = 2, ¢ = 3, en dicho caso se tiene

(nOmM)Oq = (102) 03 =103 =2

”
no(moq) = 10(203) = 101 = 0.

< es conmutativa. Aplicando propiedades del valor absoluto, para cualesquiera n,m € N se tiene
nOm = |n—m|=|—(n—m)| =|m —n| =mn.

= ¢ =0 es el elemento neutro, ya que para cualquier n € N se tiene

no0 = |n—0]=n,

0On = |0—n|=n.

Solucién 2 = O no es asociativa. Tomemos n =1, m = 2, ¢ = 3, se tiene

(nOm) Ggq = (102) 3 =303 =10

7&
no (moq) = 10 (203) = 107 = 8.

<& es conmutativa. Para cualesquiera m,n € N se tiene

nom=14+n-m=14+m-n=mon.

Si existiese un elemento neutro e € N, entonces para n = 1 se tendria
1Ce=11+e=1e=0

No In antarinr necccariamanta o — 0 nora on dicho cacn
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Solucién 3 Los elementos que forman V' son pares de ntiimeros reales tales, que su primera coordenada es mayor que 0.

a) es falsa.
El par (0,0) no es el elemento neutro de (V, *):

(0,0) ¢ V(su primera coordenada no es mayor que 0).

b) es correcta.
Existe y es el (1,0) como se comprueba a continuacion.
Si existiera un elemento neutro (¢, d) de (V, *) deberia verificar

(a,b) * (¢,d) = (a,b) y (c,d)*(a,b)=(a,b).

ac = a c=1
a, )*(c,d)—(a,b)@{ btd—b <:>{ d—0
1,0) es también elemento neutro por la izquierda:
(1,0) verifica (1,0) * (a,b) = (1la,0+ b) = (a,b).
Por tanto (1,0) € V es el elemento neutro. La estructura algebraica de un conjunto depende de las operaciones definidas
entre sus elementos.

(
(
= (

1,0) es elemento neutro por la derecha:
b
)

c) es falsa.

Solucién 4 En primer lugar, la operacion * definida entre elementos de Z es efectivamente una operacion. En efecto, si a, b € Z entonces
axb=2ab—b*+1 € Z (nétese que ab representa el producto conocido entre niimeros enteros y el simbolo — representa la resta
conocida de nimeros enteros). Ademads, la operacién * no es asociativa porque (a * b) x ¢ # a x (b* ¢) con a, b, ¢ € Z. En efecto:
(axb)*c=(2ab—b*+1)*c=2(2ab—b*+ 1)c — ¢® + 1 = dabc — 2b%c + 2¢ — ¢* + 1 mientras que
ax(bxc)=ax(2bc—c®+1)=2a(2bc — A +1) — (2bc — A+ 1)* + 1

T o Aanaranidn o na c1mnla la neaniadad waaiatatics woral T NV N . QoL 12 11 Ly oL 2,1
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Solucién 5 a) El conjunto (Ps(z),+, x) de los polinomios de grado menor o igual que cinco con las operaciones suma + y producto no es
un anillo unitario, ya que (Ps(x),+) es un gupo abeliano: la suma es asociativa y conmutativa, p(z) = 0 es el elemento neutro
y —q(x) es el elemento simétrico de ¢(x). Sin embargo, el grado del polinomio producto de dos polinomios de Ps(x) puede ser
mayor que cinco, con lo cual x no es una ley interna y (Ps(z), 4+, X) no es un anillo.

b) El producto de dos polinomios de grado par es un polinomio de grado par y por tanto la operacién producto x es interna. En
cambio, la suma de polinomios de grado par no es necesariamente un polinomio de grado par. De hecho, tomando dos polinomios

pi(x) =2+ z+ 1, po(xr) = —2® + 22 +3

Su suma
pi(z) +paz)=a2*+z+1—2*+22+3=3r+4

es un polinomio de grado 1(impar). Luego no es una operacién interna y no cabe hablar de anillo.

¢) Aunque las matrices Moy 3 de orden 2 X 3 son un grupo abeliano para la suma, es obvio que el producto de dos de ellas no
estd definido y no tiene sentido hablar de anillo.

d) En el conjunto de todas las subsucesiones de una sucesién dada, la suma de dos elementos no tiene porque ser una subsucesion,
luego no es una operacion interna y no tiene sentido hablar de grupo.

Solucién 6 Consideramos el conjunto de las funciones continuas definidas en todo el dominio R y denotemoslo por

CR):{f:R—R: f continua}

y sea P el conjunto de los polinomios. Es evidente que P C C(R).

» 1

Por otro lado dada una funcidn £ : R — R sn nosible funcién “inversa no ests definida en los puntos en aue f se anula va
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Entonces tenemos:
1

A. En primer lugar <5> (x) = =~ no es un polinomio por tanto el posible inverso no existiria en el conjunto de los polinomios. En

x
1
241

cambio compruebe que p(z) = 22+ 1 sf que admite inverso ya que (%)(:p) =
el denominador.

estd definida en todo el dominio por no anularse

1
B. — es no esta definida en T = 0, luego no es una funcién en todo R y por tanto no existe dicho elemento en el espacio de las

funciones continuas con dominio todo el espacio R. Luego (C(R)\{0}, x) no es un grupo y por tanto (C(R),+, x) no es un

cuerpo.

Solucién 7 a, c no puede ser neutros ya que a o a = co ¢ = b. El elemento b es el neutro ya que de la tabla

aob = boa=ua
cob = boc=c
bob = b

Por otro lado no se cumple la propiedad asociativa, por ejemplo co (coa) # (coc) o a ya que
co(coa) = coc=1b
(coc)oa = boa=a
Por tanto no es grupo.
Solucién 8 La operacién no es conmutativa ya que tomando por ejemplo a = (x1,y1) = (1,1), b = (22,92) = (2, 1) se tiene
aob=(1,1)0(2,1)=(1,2) #(2,3) =(2,1)o(1,1) =boa

Masvn~nn An camantatico cra ~as (O 1) i
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Del mismo modo no existe elemento neutro, para ello deberfa existir un elemento e = (e, e2) que verificase
(21, 51) © (€1, e2) = (€1, €2) o (z1,91) = (w1, 41)
para cualquier (z1,y;) de R% En general es falso, ya que si por ejemplo consideramos (z1,y;) = (1,1) se tiene
(1,1) o (e, e2) = (1,2) # (1, 1)
Si en vez de la operacién propuesta, considerasemos una operacion ¢ definida como
(z1,91) © (22, ¥2) = (2122, Y1 + ¥2)
compruébese que dicha operacién si es conmutativa, asociativa y tiene elemento neutro dado por
e = (1,0).
Solucién 9 Se trata de ver para cada subconjunto si para todo A, B € M, entonces
Ax B e M; paratodoi=1,....4.

= % es una operacion sobre M; ya que
aq 0 « a9 0 . a9 0 r % ay 0 T
0 b 0 b N 0 b 0 0
. a1Qa9 0
- ( 0 biby > €M

= x es un operacion sobre sobre My ya que

(a1 0N (b 0 (b 0) (& 0\
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= % Nno una operacion sobre Mz ya que

y se tiene

= % 10 es una operacion sobre M, ya que

y se tiene
11 11\ /1 1\ _[11)\"
(1 0)*(1 O)_(l o)x<1 0)
11 11 2 1
:(1 O)X(l o):<11)¢M4

Solucién 10 Claramente la operacién es conmutativa como consecuencia de la conmutatividad de la suma de ntmeros reales. En cambio el
elemento neutro de * no existe. Por ejemplo si consideramos el punto a = 0 si existiese un elemento neutro e € R, éste deberia

verificar

ex(0 =0,

lo que es equivalente a que
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Solucién 11 Para n = 1 es cierto ya que x! — y* = 2 — y. Supongamos que es cierto para n, es decir, 2" — y” tiene a & — y como factor. Para
terminar basta probar que es cierto para n + 1, es decir, tenemos que probar que "1 — ™! tiene a x — y como factor. Como
vt — = g — 2y + 2™y — Yty = (v — y)a™ + (2™ — y™)y se concluye que "1 — " tiene a (z — y) con factor ya que
2"t — " es suma de dos términos que poseen a (z —y) como factor, (z —y)z" y (2" —y™)y (que lo tiene porque, por hipdtesis,
" — y" posee a x — y como factor).

Solucién 12 /11 = 3,3166247.... por tanto 3,3166 aproxima a /11 con un error menor que 0, 0001.
Solucién 13 a) i'® = (i%)? = (—1)° = —1 y su afijo es por tanto el punto (—1,0). Luego p =1y 6 = arctag0 = .
b) (144 =0+ (1492 =1+)(14+*+2i)=(149)(1 —1+2i) =2i+ 2> =2 — 2. Luego su afijo es (—2,2).

Su médulo es p = v/22 4+ 22 = /8 = 2/2.

Solucién 14 De la nota de relaciones de congruencia sabemos que (Z/4,+,-) es un anillo de cuatro elementos con unidad y conmutativo.
Luego (Z/4,+) es un grupo multiplicativo, por tanto es un ejemplo de grupo conmutativo con cuatro elementos. Su tabla es

+(0[112]3
0O ]0[1|2]/3
11112310
21213101
313[01/2
Identificando & =+, a=0,b=1, ¢c =2, d = 3 se tiene
ola|b|c|d
alal|blc|d
bi{b|lc|d]|a
clc|dlal|b
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W N =D

(en] Hen) Ran] Nan) Raw]
WIN| =D =
O DN D DN
N W O W

El elemento neutro es 1, pero no existe inverso del elemento 2 y que 2 operado con cualquier elemento es 0 o 2 y por tanto
(Z/4 — {0}, ) no puede ser grupo. De hecho se puede probar que (Z/n,+, X) es un cuerpo si y solamente si n es primo, lo que
concuerda con este caso ya que n = 4 no es primo.

nt1 ~
Solucién 15 Partimos de la sucesioén a, = e~*+1, que como probaremos es una sucesiA®n decreciente. Es decir

2441 ntt1 (n+1)f+1
a1 =e> a9 =e25+ > >q, =en+l > Opt1 = e(n+1)5+1 >

Luego es evidente que el supremo, menor de las cotas superiores de la sucesiA®n, es el primer elemento. Mientras que el A-nfimo,
mayor de las cotas inferiores de la sucesion, es el limite de la misma. Para probar es hecho, denotando dicho 1A-mite por L,
L = lima,, se tiene que para cualquier cota inferior C' de la sucesién (a,) se cumple

neN

a, > C para todon € N

Por tanto tomando limite en la expresion anterior
L = lima, > C
neN
Lo que prueba que L es el méaximo de las cotas inferiores de la sucesion y por tanto su infimo. Esto es general para cualquier
sucesion decreciente, en este caso particular
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Queda probar que la sucesion es decreciente, lo haremos estudiando el signo de la derivada. Si definimos la funcién

ac4+1

fla) = e,

y probamos que la funcién es decreciente en el dominio I = [1, 00) entonces necesariamente es decreciente en el subconjunto de

los niimeros naturales N que esta contenido en I. Para probar que la funcion f es decreciente en I basta que ver que su exponente

g(x) = ;ﬁﬁ es decreciente. Ya que como la exponencial es una funcién creciente, si y < x se tiene que g(x) < g(y) y por tanto

fly) = e9() > e9(@) — f(x).

Computando la derivada
4% — 44 bx
(25 +1)°
se ve que la funcion derivada siempre es negativa, ya que su denominador es el menos producto de dos polinomios positivos en I,
hi(z) = 2% y ho(z) = 2° — 4+ 5z. El primer polinomio hy(z) es evidente que es positivo. Mientras que el segundo tiene derivada
hYy(x) = 5t + 5 positiva, luego es una funcién creciente en I con lo que

g'(x) =

ho(1) = 2 < ho(x) para todo x €

y también es positivo.

Luego la derivada de g es negativa,
¢ (r) < 0 para todo = € I,

y concluimos por tanto que la funcién f es decreciente en I.

Solucién 16 B = U"=3(n,n +2) = (1,3) U (2,4) U (3,5) U (4,6) U (5,7) = (1,7). Se trata de un intervalo abierto, su infimo y su supremo
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La adherencia y su acumulacién coinciden y viene dados por el cerrado

B=PB =11,7

No contiene puntos aislados.

Solucién 17 Se puede ver directamente que la sucesién es creciente

n+1 n n+1

s(n+1) —s(n) = ‘ ¢ R

6n—|—1 + 1 B en + 1 = (en-‘rl + 1)(€n+ 1)

Otra forma es ver que la funcién s(z) = 6+ 7 tiene derivada positiva en todo el dominio
€$
, e(e” +1) —e®e” e’
N Y AN GRSV

en particular para todo z € N y por tanto es creciente. Por tanto

s(1) <s(2) <...<s(n) <s(n+1)<...< lim s(n)

- - n—00

Luego
fnf 5(n) (1) = —
mr s\n = S =
e+ 1
en
pr— 1/ p— 1
sup s(n) noen 11

>0
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que toma valores positivos en los términos pares y negativos en los términos impares. En general si definimos

n—1
su derivada viene dada por
f(n) = _n2 —2n—1

(n? +1)?

que se anula en los puntos {v2 + 1,1 — v/2} ~ {2,4142, —0,41421}.En el intervalo [1,2,41] la funcién derivada toma valores
positivos, mientras que en el intervalo [2,41, 00) la funcién derivada toma valores negativos. Luego la funcién f es decreciente en
n _

n?+1

2,41, 00) y por tanto la sucesién (b,) = ( ) es decreciente para valores mayores de 3

b, > b, paran >3

En los términos pares se tiene (—1)** = 1 y por tanto as, o = banyo < ba, = ag, para 2n par mayor que 3. Mientras que en los
impares (—1)>""! = —1 y por tanto as, 11 = —bopi1 > —ban_1 = az,_1 para 2n — 1 impar mayor que 3. Es decir la sucesion es
decreciente en los términos pares y creciente en los impares siempre a partir del tercer término. Por otra parte el supremo de
la sucesion solamente se podra tomar en los términos pares por ser los positivos. Ademas por el andlisis anterior la sucesién es
decreciente a partir del término 3, luego el supremo de la sucesién se encuentra en

1 3 1
sup A = méx{as, a4} = méax {g, ﬁ} =

Siguiendo un razonamiento similar, el infimo de la sucesién se encuentra en los términos impares, y por ser la sucesion creciente
a partir de n = 3, el infimo se alcanza en
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La acumulacién esta formada por los limites de las subsucesiones formadas por elementos del conjunto sin que dicho limite sea
elemento de dicha sucesién.En este caso cualquier subsucesién de elementos de A tiende a 0 ya que

n—1
m(—1)" L~ =
nlenl\ll( ) n2—|—1

En cambio la adherencia estd formada por todos los limites de las subsucesiones formadas por elementos del conjunto, y en este
caso la subsucesiones pueden contener al limite. Como 0 = a; pertenece al propio A, se tiene

Adh A = A.

A los conjuntos cuya adherencia coincide con el propio conjunto se les dice cerrados, ya que intuitivamente cualquier sucesion del
conjunto tiende a otro elemento del conjunto. El conjunto de puntos aislados incluye a todos los puntos de A que no pertenecen
a la acumulacién, es decir todos los punto de A exceptuado el punto {0} son aislados. Intuitivamente se puede comprobar que
dichos puntos aislados ya que son aquellos puntos de A que dejan “huecos” unos con respecto a los otros.

Solucion 19 Problemos la férmula por induccién

1
1+2+3+...+n:§n(n+1)

Para n =1 la férmula es cierta ya que

Bn(n—i— 1)} - %1(1 +1)=1

n=1

Supuesto que se verifica la formula para n — 1 términos, es decir
1
1+2+3—|—...+(n—1):§(n—1)n (1)

veamos que se verifica para n términos. De hecho aplicando la férmula (?77) se tiene
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lo que prueba la férmula en general.

Solucién 20 Para que v/n — 1 sea un nimero racional, deben existir p,q € N no divisibles entre si tal que

2

\/n—1:£—>n—1:p—2 (2)

q q
2

p , C . , .
Luego [ = ) es un numero natural y como p, ¢ no son divisibles entre si, necesariamente ¢ = 1. Una manera de ver que ¢ = 1,

es considerando el Teorema Fundamental de la Aritmética que dice que cualquier niimero natural se puede expresar de manera
unica como un producto de factores primos. Por ejemplo los nimeros 12, 65 se pueden descomponer como

12 = 22.3
65 = 5-13

Si pensamos el término de estas descomposiciones podemos ver que el cociente

P’ _pipsepi

) 2, 2 2
q q1 - 43.--- " q;
2
es un cociente de nimero primos pi, p2,...,.pk, q1, q2,---,q distintos entre si. Como — es un ntmero natural los elementos del
denominador se tiene que ir cancelando con los del denominador para dar un ntimero natural. Pero eso es imposible ya que los

primos p1, p2,..,Pk, q1, qGo,---,q; son distintos. Luego necesariamente ¢ = 1. Por tanto
n=p?*+1con > 1.

Finalmente, los nimeros n € N tal que v/n — 1 son irracionales, son aquellos que no verifican dicha condiciéon
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b) {(z,y): y = x?} representa el conjunto de puntos de la gréifica de la pardbola y = z%. No es posible representarlo mediante
un producto cartesiano de dos subconjuntos de R porque en caso contrario, si {(z,y): y = 2?} = A x B siendo A, B C R
entonces como un producto cartesiano verifica:
si (a,b) € Ax By (d/,b') € A x B entonces también (da’,b), (a,b') € A x B
si (a,b) = (0,0) (ndtese que (0,0) € {(z,y): y =2?} = Ax By (a,b) = (1,1) (ndtese que (1,1) € {(z,y): y = 2°} = AX B)
también (1,0) € A x B lo cual no es cierto, ya que (1,0) € {(z,y): y = x?}. Luego, no es posible escribir el subconjunto
{(x,y): y = 2%} de R x R como un producto cartesiano de subconjuntos de R.

c) {(z,y): x <0} =(—00,0) x R
d) {(z,y): 1 <x<2,3<y<5}=][12]x[3,5].
Se recomienda representar graficamente cada uno de los subconjuntos de R? anteriores.

Solucién 22 Un ejemplo serfa A = {Z},en U {1 + L},en. Los tinicos puntos de acumulacién son {0,1} por ser puntos limites de {},en v
{1+ L},en respectivamente.

Solucién 23 Denotemos por |z| el médulo de un nimero complejo z € C. Entonces, se trata de probar que |(z+yi)(2'+y'i)| = |z +yi||2'+ /]
Como (x + yi)(2' + y'i) = z2’ — yy' + (zy’ + 2'y)i resulta que:

[(z + yi) (2’ + )| = V(z2' — yy? + (xy + 22 = /2222 + y2y% + 2292 + 2292 = /22 + 2 /22 + y2 = |z + yil|2' + ¥

Solucién 24 La unidad imaginaria ¢ = v/—1 es un nimero algebraico ya que i* = —1, es decir, es solucién de z2 + 1 = 0. Otro ejemplo es v/3
porque (\/5)2 — 3 =0y por tanto es solucién de 2% — 3 = 0.
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Capitulo 2. Matrices y determinantes

ENUNCIADOS

1
Ejercicio 1 El rango de la matriz | —1
k

es: A) 2 si k= 0; B) 3; C) Depende del valor de k; D) Ninguna de las anteriores.

N — O
o
N O DO

Ejercicio 2 Sabiendo que A, B € M3, son tales que a;; = i+ 25 y b;j = 2i — j, se pide estudiar la relacién entre las matrices A + 2B y
—2A+ B.

Ejercicio 3 Si A, B € M,x, y n > 1, jes cierto que det(A) + det(B) = det(A + B)?.
Ejercicio 4 Clasificar el sistema mz +y+2=0; x +my+ 2 =0; v+ y + mz =0 con m € R para los distintos valores de m.

Ejercicio 5 Se llama matriz elemental por filas a una matriz cuadrada obtenida tras realizar en la matriz identidad, I, una de las siguientes
transformaciones elementales entre las filas F; de I:

» permutar, Fj <> F;
» reemplazar, I; — F; + oF}
» multiplicar, F; — aF; siendo a # 0
(véase el curso cero para repasar las trasnformaciones u operaciones elementales entre las filas de una matriz).

Calculese la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices elementales:

N0 0\ /1000\

[ 9
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Ejercicio 6 El sistema de ecuaciones (1 — a)x; + (2a + 1)xy + (2a + 2)z3 = a; axy +avy =2a+2; 211+ (a+ 1)zy+ (a—1)xs =a* —2a+9
es incompatible si: A) a=1;B) a =06 a=2; C) a # 0y a # 2; D) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 7 Sea el sistema lineal de ecuaciones
x| + hl‘g =2
4$1 — 81’2 =k ’

en donde h, k € R pardmetros reales. Senale todos los valores h, k para los que el sistema no tiene solucién.

Ejercicio 8 Si A y B son matrices simétricas de orden n, entonces: A) La matriz AB es simétrica; B) Si AB # BA entonces AB es simétrica;
C) Si AB es simétrica entonces AB = BA; D) Ninguna de las anteriores.

-1 2 4 0 ? é
Ejercicio 9 Sean las matrices A = 3 2 -1 =3 |yB= 3 _o
6 0 1 1 0 3

a) Pénganse dos ejemplos de las siguientes clases de submatrices de A:
i) fila, ii) columna, iii) cuadradas de distinto orden.

b) Efectiese el producto A x B.

c¢) Compruébese que (A x B)T = BT x AT,

Ejercicio 10 Dadas las matrices .
1 1

10 -1
A:<23 1),3: —21(1) ,C=(12 —-1)

Célcula la suma y producto de matrices que enuncian a continuacion.
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Ejercicio 11 Determine la matriz X tal que AX A = AB para los siguientes casos

oa= (1 1)o= (1Y)
was(3 ) o=(39)

Ejercicio 12 Una matriz A € M, , de dice idempotente si A> = A. Razone que B = I — A (recuede I matriz identidad) es asimismo
idempotente y ademas AB = BA = 0.

Ejercicio 13 Responda a las siguientes preguntas razonadamente:
(i) Si una matriz A es de orden 5 x 3 y el producto AB es de orden 5 x 7, jcuél es el orden de la matriz B?
(ii) (Es verdadero que (AB)T = ATBT?.

2 5

(ili) Sean A = ( s

) , B= ( 45 ) en donde k es un parametro. ;Qué valores de k hacen que AB = BA?.

L , : —b . . , .
Ejercicio 14 Compuébese que la matriz A = < Z a ) es regular si a o b son distintos de cero. Pruébese que el conjunto de esta clase de

matrices y la matriz nula con las operaciones usuales constituye un cuerpo.

Ejercicio 15 Célcule el determinante de las siguientes matrices

—
=~ — N
N — — =
|
—_
I
> — = = N
DN = DN =
— W = NN O
O N = W
D — = N

1 2 1

—1
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4 2 -1 0
-1 3 21
-1 1 21
-2 0 4 3
mediante los adjuntos de la fila dos y mediante los adjuntos de la columna cuatro y compruébese que se obtiene el mismo

resultado.

Ejercicio 17 Apliquense operaciones elementales para calcular el determinante de la matriz del ejercicio anterior mediante los adjuntos de la
primera columna en la que todos sus elementos deben ser cero salvo uno de ellos.

Ejercicio 18 Dada la relacién matricial

Y1 1 2 -1 1
Y2 = 0 3 —2 i)
Ys -1 4 1 Z3

exprese las ecuaciones de la matriz X en funcion de la matriz Y.

Ejercicio 19 Suponga que A, B, C' son invertibles de orden n x n. Demuestre que la matriz producto ABC' es también invertible encontrado
una matriz D tal que (ABC)D = D(ABC'). Compruebe el resultado para el caso particular

1 -3 1 =2 1 -1
o) (G 7 ) e ()
Ejercicio 20 Calcule el rango de las matrices

(1—4—203—5\l (1—4—203—5\ (1\
A 0 0 1 00 —1 B 2 3 1 00 -1 o 0
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Ejercicio 21 Resuelva el sistema

1 2 -1 T 1
0 3 -2 Ty | = 0
1 -1 1 x3 -1
Ejercicio 22 Célcule el rango de las siguientes matrices
-3 2 40
A= 2 6 —2 1 ,B:(iggﬁ)
1 6 —1 1
Ejercicio 23 Sea la matriz
sin x —COsT 0
A= cosS T sinx 01,
sinx 4+ cosx sinx —cosx 1

calcule su posible matriz inversa

Ejercicio 24 En este ejercicio suponemos que A,B, C', son matrices cuadradas de orden n que suponemos de determinante no nulo. Siguiendo
la notacion usual O, I denotan respectivamente la matriz nula y la matriz identidad correspondiente. Consideramos la matriz
por bloques definida de la siguiente manera

I O O
A= C I O
A B 1

Senale la forma de la matriz inversa. Si consideramos A;; € M,, matrices de orden n entonces la matriz por bloques

(An Aqo A13\|
Ay Agy Aogg € Ms,
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SOLUCIONES
Solucién 1 El rango de la matriz, no puede ser mayor que 3. Es claro que al menos es 2. Para determinar si el rango es 3 tenemos que
1 01 1 0 2 01 2 1 1 2
calcular todos los menores deorden 3. | —1 1 k |=-3k—2, | -1 1 0|=-2k—2,|1 k O0|=—-4k—-2,| -1 k 0 |=
k20 k2 2 2 0 2 k0 2

—2k? + 2k + 2. Por lo tanto como basta tener un menor de orden 3 no nulo, podemos asegurar que el rango siempre es tres sea
cual sea el valor de k£ ya que los cuatro menores no se pueden anular a la vez.

Solucion 2 Si C'=A+2By D = —2A + B entonces

cZ]:aU—i-ZbZ]:z+2]+4z—2]:52

dz’j = —2@1'3‘ + bij = —21 — 4] + 21 —j = —5]
De donde se deduce que en general
cij = —dji,

En caso de que A, B fuesen matrices cuadradas se tendria
C=-D'& A+2B=—(-2A+ B)" =2A" - B".
Solucién 3 No es cierto. Un contraejemplo sencillo se obtiene paran = 1, A = 2, B = 3. En el caso de n = 2 un contraejemplo puede ser
. -1 1 B_ 0 1
L 235)Y7 713 )
Soluciéon 4 El sistema es homogéneo, y por tanto siempre es compatible.

[m 1 1\
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100
Solucién 5 Es facil comprobar que cada una de ellas son matrices elementales por tanto: E;' = ( [1) _12 ), Byl = 8 101,
0 01
1000
-1 0100 ;- 1 -1 -1
E; 000 1| Se comprueba facilmente que Ey X By = Iy, By X By~ =15, B3 X By = 14.
0010

l—a 2a+1 2a+2
Solucién 6 La matriz de coeficientes asociada al sistema de ecuaciones es: A = a a 0
2 a+1 a-—1
La condicién necesaria y suficiente para que un sistema sea incompatible es que rang(A) # rang(Amp) siendo A la matriz de
coefientes asociada a ese sistema y Amp la matriz anterior ampliada con la columna que forman los términos independientes.
Ademss, el determiante de A es

Al = a(l —a)(a—2).

Entonces sia # 0, a # 1y a # 2, rang(A) = 3 = rang(Amp) y el sistema es compatible determinado y la opcién C) es falsa.
., Cémo es el sistema si a = 17

0 3 41
En este caso rang(A) = 2 y la matriz Amp es Amp = 1 1 0 4 | que tiene rang(Amp) = 2. Entonces el sistema es
2 20 8
compatible e indeterminado y la opcién A) es falsa.
11 2 0
. Cémo es el sistema si a = 07 En este caso rang(A) = 2 y la matriz Ampes Amp=| 0 0 0 2 | que tiene rang(Amp) = 3.
21 -1 9

Entonces el sistema es incompatible.

., Como es el sistema si a = 27
Q (3]

[ 1= AN
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Solucién 7 Por el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema no tiene solucién si el rango de la matriz del sistema y de su ampliada no

coinciden, es decir
1 h y 1 h 2
rango| , ¢ rango| , ¢

1 h\ [ 2sih#-2
rangot 4 g ) T\ 1sih=—-2

Como

podemos estudiar dos casos:

» Si h # —2, entonces para cualquier k£ que consideremos
1 h Y\ Loho2) _,
rango|\ , o | =rango| , o . )=

= Si h = —2, entonces para que el sistema no tenga solucion se debe verificar

1 -2 2 1 2
T(ITLQO<4 _3 k)z?@rcmgo<4 k)zQ@k%&

Solucién 8 Una matriz A es simétrica si a;; = aj; para cada i # j. O de forma equivalente, A es simétrica, si su matriz traspuesta A’ coincide
con ella misma, es decir, AT = A.

y el sistema tiene solucién.

Mediante ejemplos sencillos. Es posible eliminar alguna de las opciones. Veamos: se puede comprobar que A = ( ; g ) y

B = < 00 ) son simétricas pero AB = (

01 02 > no es simétrica y BA = ( 00 ) Luego A) y B) son falsas. Por otro lado,

0 2 2 2
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Solucién 9 a) Un ejemplo submatriz fila de A = (a;;) puede ser la primera fila

(an a1z ais &14):(—1 2 4 0)7

y del mismo modo un ejemplo de submatriz columna de A puede ser la segunda columna

a921 2
9292 = 2
a93 0

b) Como A € M3y, B € Myys entonces A x B € Msy,. Aplicando la férmula del producto de matrices

N
AxB=| 32 -1 =3 |x| .
6 0 1 1 3
—1x242x14+4%x(=3)+0x0 —1x14+2x0+4x(-2)+0x3
= 3x24+2x1+(-1)x(=3)+(=3)x0 3x1+2x0+(—1)x(=2)+(-3)x3
6x2+0x1+1x(=3)+1x0 6xXx14+0x0+1x(—-2)+1x3
—12 -9
= 11 —4
9 7

c) BT € Myyy, AT € My, luego BT x AT € M3,,. Operando directamente
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~1 3 6
21 =30 2 2 0

T o AT _
BXA_(10—23>X 4 -1 1
0 -3 1

o 2x (1) +1x24+(=3)x4+0x0
T IX (=) +0x2+(=2)x4+3x0
~1)
-1

2x34+1x24(=3)x(-1)4+0x(=3) 2x6+1x0+(=3)x1+0x1
Ix340x24(—2)x(=1)+3x(-3) 1x64+0x04+(-2)x1+3x1

T
—-12 -9
:(__192 512): 11 -4 | =(AxB)T
9 7
Solucién 10 Se tiene
1 1
1 0 —1 -1 0
(23 (21)-( )
2 3 1 (2 1) 1 3
1 1 3 3 0
» BA=| -1 0 (;g—ll): -1 0 1
2 1 4 3 -1

BT(C no tiene sentido ya que el nimero de columnas de

o (LY ey
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CT B no tiene sentido ya que el nimero de columnas de

1
CT=(12 1) = 2
~1
1 1
es 1 y no coincide con el nimero de filasde | —1 0 | que es 3.
2 1
Como
1 1 2 -1
cTC=(12 1) (12 -1)=( 2 |(12 -1)={ 2 4 -2
—1 -1 =2 1

la matriz identidad I se debe entender de orden 3 para que tenga sentido la matriz I — CTC en la operacién. De hecho

100
[-c¢™c = o010 |-(12-1) (12 -1)
001
100 12 -1 0 -2 1
= (o1o0]-f 2 4 —2]=[-2 -32
00 1 -1 -2 1 1 2 0

En este caso

coT = (1 2 —1)( é \|:6
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I-CcCt = -5

La matriz (] — OC’T) A tiene sentido no como producto de matrices sino como producto de un nimero real por una matriz
(operacién producto por un escalar)

. (10 -1\ _ (-5 0 5
(I-cch)A= 5(23 1)‘(—10 15 —5)

Solucién 11 En primer lugar la matriz X debe ser tal que X A y AX tengan sentido, luego el niimero de columnas y filas de X deben coincidir
con el nimero de filas y columnas de A. Por tanto el orden de la matriz X es necesariamente 2.

(14
ae{(1 )

Por tanto podemos aplicar el teorema de caracterizacion de la inversa para calcularla, aplicando dicho teorema se tiene
o (AL ALY (3 4\ _ (-3 4
|A| \ A7 A3 -1 1 1 -1

Si la matriz X tiene inversa estd univocamente determinada, es decir es tinica. Despejamos el valor de X multiplicando en ambas
expresiones por la matriz inversa A~!

(i) En este caso la matriz

tiene inversa ya que su determinante es no nulo

AXA=AB & A'AXAA ' = A'"ABA ' IXI =IBA™' & X = BA~!
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(ii) En este caso la matriz A no tiene inversa ya que su determinante es nulo

10
w=|(o 0|

Luego no sabemos a priori si la matriz X estd univocamente determinada, de hecho como veremos no es tinica sino que existen
infinitas matrices X. En este caso para determinar la matriz consideramos una matriz incognita

a b
()
en donde a, b, ¢, d son parametros reales a determinar. En general como
10 a b 10 a 0
wa = (o) (0)(00)-(50)
10 00 0 0
5= (50)(53)=(00)
a 0y (00
00) \0O
Consecuentemente a = 0, mientras que los demas parametros b, ¢ y d pueden ser arbitrarios. Por tanto la solucién X es una

matriz de la forma
X:{<0 b):b,c,dER}
c d

se tiene que AXA = AB i
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y véase que efectivamente verifica la identidad ya que

(1) (7)) (20) -

Solucion 12 Hay que probar en primer lugar que la matriz B = [ — A es idempotente, es decir que

BB=(I—-A)(I-A=I-A=B.

Como AA = A, operando se tiene
(I-—A)I—-A)=1-AI-JA+AA=T—-A—-A+A=1-A+0=1-A
en donde I y 0 denotan la matriz identidad y la matriz nula respectivamente.
En segundo lugar
AB = AI—-A)=AI—-AA=A—-A=0
BA = (I-AA=1A—-AA=A-A=0

Solucién 13 (i) El general dada una matriz A de orden m x n y una matriz B de p X k entonces la matriz producto AB solamente tiene
sentido si n = p y en dichos su orden seria m X k. Para el caso particular del apartado se tiene m = 5, n = 3, k = 7 entonces
necesariamente p = 3 y por tanto la matriz B es de orden 3 x 7.

11
(ii) En general no es cierto, se ve buscando un contraejemplo. Tomemos por ejemplo A = ( 01 ) , B= ( (1) 8 ), Entonces

e (/1 1N/0 0NN /10N /1 1)
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y evidentemente en este caso (AB)T # AT BT. En cambio hay que tener en cuenta que la identidad (AB)T = BT AT es correc-
ta(véase p. 25 libro de texto).

(ili) En general
2 5 4 =5 23 b5k —10
= (50)(057)-(5 1)
4 =5 2 5 23 15
BA_(B k)(—B 1)_(6—3k; k—1—15)
Luego para que se cumpla AB = BA se tiene que verificar
23 5k—10\ 23 15
-9 k+15 ) \6-3k k+15
Omitiendo las dos igualdades evidentes de la diagonal, la igualdad de matrices es equivalente a que se cumpla

5k—10 = 15,
6—3k = —0,

Como k = 5 resuelve las dos ecuaciones, se tiene que

Efectivamente compruébese que se verifica
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Solucién 14 Por la caracterizacién de la matriz inversa basta ver que el determinante de A es no nulo. Como det A = a? + b? se deduce

inmediatamente que dicho determinante es no nulo si cualquiera de los dos parametros a o b son distintos de 0.

Para cada vector de pardmetros (a,b) denotamos la correspondiente matriz
a —b
A =
a,b ( b a ) ’

M:{Aaybia,bGR}

es un cuerpo con las operaciones de suma y producto de matrices. Los primero que hay que ver es si la suma y el producto
efectivamente son operaciones para dicho conjunto, es decir, si la suma y el producto de dos matrices son asimismo elementos
de M respectivamente. Para la suma tenemos que dadas dos matrices A,;, Ay asociadas a los pardmetros (a,b), (a',b)

y nos preguntamos si el conjunto de dichas matrices

respectivamente, entonces efectivamente

a —b a =V a+ad —(b+V
o= (3 ) (5 4)- (515 00 -

es la matriz de M con vector de pardmetros (a +a',b+ V).

Asimismo el producto de dichas matrices

A A= [ @ —b a =b\ [ ad -0 —ab —bd
ab L N b od )]\ bd+ab ad — bV
( ad =B —(abl+0bd") \ A
- ab! + ba’' aa — bb — “laa’—bb ,ab'+ba’

es una matriz de M con vector de pardmetros (aa’ — bb'. al’ 4 ba').
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De igual modo la operacion producto es asociativa y conmutativo por verificarse dichas propiedades en los niimeros reales. El
elemento neutro es la matriz unidad que coincide con el elemento de M con vector de pardmetros (1,0)

10
I:(O 1):141,06/\/1

Queda por comprobar que existe inverso para cualquier matriz no nula. Aplicando la férmula de caracterizacion de la matriz
inversa (p. 39 libro texto) se tiene

1 a —b
—1
A= o ( b a ) = Ala/(@+12) b/ (a2+12)) € M
que se corresponde con la matriz de M con pardmetros (a/(a? + b*),b/(a* + b?))

Solucién 15 Para calcular el determinante de la matriz A podemos mediante operaciones elementales, (es decir aplicando la propiedad 5 de
determinantes, véase p. 33 libro texto) llegar a una matriz equivalente con el mismo determinante de la original y que sea mas
facilmente calculable. Para ello haremos ceros por debajo del primer elemento de la diagonal El pivote sera por tanto el primer
elemento de la diagonal de la matriz. Para hallar un cero en la entrada (1,2) multiplicamos la primera fila por —% y se la sumamos
a la primera lo que denotamos por

1
F2 — —§F1 -+ F2

Siguiendo esta notacién y para hacer cero en los siguientes elementos de la columna hacemos las siguientes transformaciones por
fila

1 1
F3 — §F1 + Fg, F4 — —§F1 —+ F4

Llegamos a la matriz que tiene el mismo determinante
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Es ttil darse cuenta que lo que hemos hecho es equivalente al multiplicar por la izquierda una matriz (las matrices de este tipo
se suelen denominar especiales) que es igual a una matriz con todos unos en la diagonal y ceros en el resto de entradas excepto
en los elementos de la columna correspondiente al pivote. Los elementos de dicha columna estdn formados en cada fila por los
ntimero (multiplicadores) por lo que hemos multiplicado la fila del pivote para hallar un cero en la correspondiente fila. En este
caso

1 000 2 21 0 2 21 0
-1 100 1 11 2 | _(o003% 2
: 010 -1 41 0 05 2 0
-3 001 1 22 -1 0135 -1

Para calcular el matriz de la matriz equivalente basta desarrollar mediante los adjuntos de la primera columna y aplicar la regla
de Sarrus para matrices de orden 3

S O DN
— Ot O N
o NN O

I

\V]

— ot O
DN | QOND [ QN [ =
(@)

I
\V]

X
I
[\

Ne)

B JCOND QOO [ = =
—_

Para calcular el determinante de la matriz B seguimos el mismo proceso. En este caso consideramos como pivote el tercer elemento
de la diagonal. Para hallar cero por encima y debajo de dicho elemento hacemos las siguientes transformaciones elementales

Fy — —2F; + FQ, Fy, — —3F; + F4, Fy — —F3 4+ Fy

Esto es equivalente al siguiente producto de matrices

10 0 00 210 3 4 2 1 0 3 4
01 -2 00 122 1 2 -1 0 0 =3 0
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Por tanto desarrollando mediante los adjuntos de la tercera columna se tiene que

2 1 3 4 2 1 3 4
-1 0 -3 0 -1 0 -3 0
— (_1)3+3 —
Bl = DT Ly g o || 7] 22 21 =6 —2
-1 0 -3 -1 -1 0 -3 -1
-1 =3 0 2 3 4
= (-1 -2 -6 -2 ||+ (-D*(-D)|| -1 =3 0
-1 -3 -1 -1 -3 -1

— (~10+(~1)(-1)3=3
en donde el determinante de la matriz de orden 4 lo hemos calculado desarrollando por la segunda columna.

Solucion 16 Desarrollando mediante los adjuntos de la fila 2

. g ; ? 2 —-1 0 4 -1 0
11 9 =(-1**"'x (=D 1 2 1 |[+(=1)*"?x3|[ -1 2 1
20 43 0 4 3 -2 4 3

4 20 4 2 -1

+ (=1 <2 -1 1 1 ||+ (="M x1|[ -1 1 2

-2 0 3 -2 0 4

=74+21-284+14=14

Desarrollando mediante los adjuntos de la columna 4
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—4112_;(1) » -1 3 2 » 4 2 -1
11 9 (-D**'xofl -1 1 2 ||+(-)"*x1|| -1 1 2
20 43 -2 0 4 -2 0 4
4 2 -1 4 2 -1

+ (=) x 1| -1 3 2 + (=D x 3| -1 3 2

-2 0 4 -1 1 2

=0+14-42+42=14

Solucién 17 Partimos de la matriz

4 2 -1 0
13 21
A= _1 71 91
2 0 4 3

Hacemos ceros por debajo del primer elemento de la diagonal para encontrar una matriz con el mismo determinante. De esta
manera por la propiedad 5 (p. 33 libro de texto) si a la segunda fila le podemos sumar la primera fila multiplicada por el factor
1/4 obtenemos la matriz

4 2 -1 0
0o I
— 2 4
A=101 21
-2 0 4 3

que tiene el mismo determinante que A. De igual manera sumandole a la tercera fila la primera multiplicada por 1/4, y si a su

~
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4 2 -1 0
0o L T 1
A// — 2 4
02 1
01 I3

De esta manera ahora es directo calcular el determinante desarrollando por los adjuntos de la primera columna

T 7T
2 4 7 71
4 28
Al=1A"=4] 2 I 1]|= 3 7 1|=2=14
L rog| Xt 2 e 2
2
Solucién 18 La matriz
1 2 —1
A= 0 3 =2
-1 4 1
tiene determinante distinto de cero
1 2 —1
det A = 0 3 -2 =12
-1 4 1

entonces existe la matriz inversa A~!. De esta manera multiplicando por dicha matriz a ambos lados de la iguald ¥ = AX
podemos obtener la relacion de X en funcion de Y

X = A"lY.
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(AL AL Al L1 -6 -1
= A} A3 A == 2 0 2
ya que
3 =2 0 -2 0 3
I T T
2 -1 1 -1 1 2
A2_‘41‘ 6, A2 ‘_11‘ 0, A3 ‘_14' 6
1|2 =1 9 1 -1] s |1 27
Luego
a1 1
12 2 12
x=|3 0 5 |y
1 1
4 2 1

Solucién 19 De la forma de la matriz se puede ver que el candidato de la matriz inversa es la matriz producto
D=Cc'p 1A
que se puede suponer ya que la matrices inversas existen por hipdtesis. De hecho se comprueba

(ABC)D = (ABC)C'B'A™' = AB(CC™)B'A™' = ABIB A~
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que efectivamente es matriz inversa.

Para el caso particular se tiene

y por tanto

“1p-14-1 _ 2 1 7 2 1 3
et = (F1)(51) (0 1)
De hecho como
1 -3 1 =2 1 -1
ABC_(O 1)(—3 7)(—1 2)
B 10 -23 1 -1\ 33 —56
N -3 7 -1 2 \ =10 17

se puede comprobar que efectivamente es la matriz C~'B~!A~! es la matriz inversa de ABC
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Solucion 20 Como el orden de la matriz es 4 x 5 el rango de la matriz solamente puede ser 4 como maximo. Al tener la matriz una fila nula,
todos los determinantes de submatrices de orden 4 necesariamente son nulos, ya que cualquier submatriz de dicho orden tendra a
su vez una fila nula y por tanto el determinante serd cero. Para ello basta ver que si cdlculamos el determinante por lo adjuntos
de la fila nula el determinante es nulo. Por ejemplo

-4 =2
0 1
0 0
0 O

o O O
o O O O

Por tanto el rango es menor que 4, de hecho es 3 ya que podemos encontrar una submatriz de orden 3 que tiene determinante no
nulo. Por ejemplo el determinante de la submatriz correspondiente a los tres primeros elementos de las columnas tercera, quinta
y sexta tiene determinante no nulo

-2 3 =5
1 0 —1]|=5%#0
0 1 —4
Por otra parte el sistema
AX =C

no tiene solucién por tener la matriz A una fila no nula. Ya que dicho caso

T
1 -4 -2 0 3 -5 X9 1
0 0 1 00 -1 T3 _ 0 o
0O 0 0 01 —4 Ty 0
0O 0 0 00 O Ty 1
Tg

VAN
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Y evidentemente el sistema no puede tener solucién. Lo podemos razonar por el teorema de Rouche-Frobenius (véase Curso 0)
ya que el rango de la matriz ampliada

1 -4 -2 03 =51
A* — 0O 0 1 00 -10
0O 0 0 01 —40
0 0 0 00 0 1

es 4 porque en este caso si podemos encontrar una submatriz con determinante no nulo, la correspondiente a las columnas tercera,
quinta, sexta y septima

-2 3 -5 1
10 10 ||_,
0 1 —4 0
0 0 0 1

Por tanto, por no coincidir el rango de la matriz del sistema con el de la ampliada el sistema es incompatible y no tiene solucién.

En cambio el rango de la matriz B es cuatro ya que podemos encontrar al menos una submatriz de orden 4 y determinante no
nulo. Por ejemplo la correspondiente a las columnas primera, segunda, tercera y sexta

1 -4 -2 -5
2 3 1 -1
0o 1 0 -4 = 160
1 0 3 O

Por otro lado el sistema BX = C tiene soluciéon. De hecho en este caso la matriz ampliada tiene rango 4 por poseer una
submatriz de orden 4 con determinante no nulo y por tanto aplicando el Teorema de Rouche-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado con 6 — 4 = 2 parametros.

TTana s asnama An vanalicanl A ol
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variables x4, z5. .De esta manera se puede operar de la siguiente manera partiendo del sistema

T
1 -4 -2 0 3 =5 To 1
2 3 1 00 -1 I3 . 0
0 1 0 01 —4 Ty - 0
1 0 3 01 0 T 1
Te

y viendo que el término matricial de la izquierda es equivalente a la combinacion lineal en termino de las columnas de la matriz

1 1 —2 0 3 -5 1

2 L 2 . 1 n 0 + 0 + -1 10

0o || o | o | o || —4 |7 o

1 1 3 0 1 0 1

Pasamos las columnas asociados a la variables parametros

1 1 —2 -5 1 0 3

2 n 2 n 1 N -1 1o 160 10

o | ™ 0" o |* —4 |7 o o™ 1|
1 1 3 0 1 0 1

De esta manera habiendo pasado las variables parametros al lado derecho de la igualdad llegamos a un sistema compatible
determinado en las variables 1, z9, 23, g que nos permiten determinar la expresion de éstas con respectos a los parametros.

Multiplicando por la inversa de la matriz del sistema que sabemos existe por tratarse de aquella que tiene determinante no nulo.
Es decir

L o\ L o \

CLASES PARTICULARES. TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

y resolvemos directamente

T 1 -4 -2 -5 1 0 3
T B 2 3 1 -1 0 B 0 _— 0 .
z3 | 0o 1 0 —4 0 I I
Tg 1 0 3 0 1 0 1
con lo que
33 63 57 1
. WP T T ) [ .
Z2 — 3 8 8 s
= 11 21 19 53 - Ty — Ts
y por tanto
17 43
il %1— @%5
) . —Z+§I5
= 21 39
s %1_ @1%
L6 —16 T 2%

Luego considerando denotando las coordenadas parametros xy = 3, x5 = A el conjunto de soluciones viene dado por

17 43 1 321 39 111
Sk W Wit —— A R
{(80 60 "1 TN s0 160N 16+32>\) M€ }

Solucion 21 Como el rango de la matriz del sistema y de su ampliada es distinto

[1 2 -1\ /1 2 -1 1)
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En cualquier caso podemos estudiar en general si dado un vector columna de terminos independientes Y si el sistema lineal

1 2 -1 1 Y1
0 3 -2 T2 | =1 Y2
1 -1 1 xTs3 UYs

tiene solucidn.

Si multiplicamos por —1 la primera fila y se la sumamos a la tercera tenemos

1 2 —1 T U1
0 3 -2 i) = Y2
0 -3 2 T3 Ys — Y1

(compruébese que estamos multiplicar por la izquierda por la

1 00
B = 0 10
-1 0 1
1 00 1 2 -1 1 Y1
es decir 0O 1 0 0 3 -2 To = Yo
—1 O 1 1 —1 1 XT3 —y1+y3

Razone que estos dos sistemas son equivalentes por ser B regular.)

Sumando a la tercera fila la segunda fila tenemos

N N 0 T
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oo
(N )
N =)

)

Por tanto el sistema original es equivalente a
T+ 222 — w3 =11
3xy — 223 = Yo

0=y3—y1 + 1

De aqui caben entonces dos posibilidades:
Dado un vector Y
s Siys — 1y + 92 # 0 no existe un vector X tal que Y = AX. De hecho compruébese que en nuestro caso ,Y7 = (1,0, —1)
ys — Y1 + Yy = —2 # 0, y no existe solucion.
» Siys —y1 +y2 = 0 entonces existe infinitos X verificando Y = AX y son aquellos que resuelven el sistema

T+ 2% — w3 =1
3Ty — 2w3 = Yo

En dicho caso es un sistema lineal indeterminado con un parametro xz3 = A. Su conjunto de soluciones viene dado por

2 Al 2
Bt PR A PR ‘AER
{(yl 3y2 3,3y2+3/\,)\> A€ }
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3 2 4
2 6 -2 ||#£6
16 -1

La matriz B tiene como méaximo rango 2. De hecho el rango es 1 ya que todas las submatrices de orden 2 tiene determinante 0

)1 =10 211G 31

Compruébese que la primera fila es combinacion lineal de la segunda, y eso es cierto para todo las submatrices de orden 2 luego
por la propiedades de los determinantes los determinantes de toda submatriz de orden 2 es cero.

Solucion 23 Calculamos la matriz aplicando la caracterizacién de la matriz inversa. En primer lugar calculamos el determinante por la regla

de Cramer
senx —Ccosx 0

|A| = CoS T sen x 0|=sen’z+0+0—0+cos’x =1
senx + cosx senz —cosx 1
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Como el determinante es distinto de cero existe matriz inversa. A continuacion los elementos de la matriz adjunta

senx 0
Al = =senx
senx —cosx 1
COS T 0
A? = — = —cosw
senx +cosx 1
3 coS T sen x
A = = cosz(senx — cosx) —senz (senx + cosx) =
Sen T + cosx senxT — cosx
= —cos?z —sen’zx = —1
—CcoSx 0
Al = — = CoS
senx —cosx 1
sen x
A2 = = senw
senx +cosz 1
3 sen x —COST
Ay =— = —senz(senz — cosx) — cosx (sen  + cos x)
Senx + Ccosx Senx — Cosx
= —sen’x —cos’zr = —1
—cosz O
Al = =0
senx 0
senz 0
A= — =0
cosr 1
senr —CcosT
A = =sen’x + cos’z =1
cosxT senx

Aplicando finalmente la férmula

T
1 senx —cosx —1 senx cosz O
Al = W cosr senx —1 = —cosx senzx O
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A A A By Bz Bis
Agi Agy Ay By By Bog
Azp Asp Asg Bs1 Bsy Bss
= (3)
AnBy 4 ApaBoy + A13Bsy AnBio + A1gBoy + A13Bsy A11Big + A12Bo3 + Aj3Bs3
A1 Byy + AgaBoy + AgsBsr Ao Bia + A Bay + AxzBsy Ay Big + AgyBos + AzsBss
Az1Bi1 + AzaBoy + AszBsy A3 Big + AspByo + A3z By Az B3 + AspBog + AsgBag

La matriz unidad I3, € Mj3, se puede descomponer por bloques

I, O, O,
I 3n — On I n On
On On I n

en donde I,,, O, € M, son las matrices unidad y nula de orden n respectivamente. Por definicién de matriz inversa se tiene que
verifica

ATT=ATA=T

Se busca una matriz genérica

Al 1 A12 A13
A= A21 A22 A23
A31 A32 A33

que verifique

/A11A12A13\ /]OO\ /IOO\
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AA13 + A12C' + AH AlgB + A12 A13 I
A23A + AQQC + A21 A23B + A22 A23 - O
A33A + Aggc + A31 A33B + A32 A33 O

~ QO

O
I
O

Por tanto, necesariamente se tiene

A13A ‘I— Algc + An - I AlgB ‘I— A12 - O Alg - O
Agg A+ ApC + Ay =0 ApB+Ayp=1 Ay=0
Az A+ ApC + A3 =0 AgsB+ Az =0 Agz =1

Directamente de la tercera columna del bloque se obtiene A3 = O, Ay3 = O, Ass = I. Sustituyendo en la igualdades las
submatrices que conocemos, de las segunda columna del bloque podemos determinar otra tres submatrices

A13B + A = 0 Ap = —A13B = Ap =0
A233+A22 == O@AQQII—AggBjAQQII
AsB+ Azy = O <& Ay = —AsB = Az = —B

El resto de submatrices se determinan sustituyendo en la primera columna del bloque

AH:]
C+A21:O:>A21:—C
A—BC+A31:O:>A31:BC—A

Luego, finalmente la matriz inversa toma la forma

/An Aqo A13\ / 1 O O\
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Capitulo 3. Espacios vectoriales

ENUNCIADOS

Ejercicio 1 Razénese por qué el subconjunto {(zy, s, x3) € R3: 221 + 3z3 — 13 = 2} no es un subespacio de R3.

Ejercicio 2 Sea V = M, el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden 2.

(i) Pruebe que espacio vectorial tiene efectivamente dimensién 4 senalando explicitamente una base del mismo.
T —
y oz
Ty
—x z

Pruebe que dichos conjuntos son asimismo subespacios vectoriales.

(i) Sean V; el conjunto de matrices de la forma

y V5 el conjunto de matrices de la forma

(iii) Senale una base y la dimensién de V; y V.
(iv) Considerando la base dada en el apartado (i) exprese las ecuaciones pardmetricas e implicitas de los subespacios Vi y Vs.

Ejercicio 3 En el espacio vectorial de los polinomios (P(x),+, X) determinense un ejemplo de subespacio de dimensién finita y otro de
subespacio de dimensién infinita.

Ejercicio 4 Vamos a determinar el rango del sistema
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Compruébe en primer lugar si los vectores son linealmente independientes, es decir si existen escalares A1, Ag, A3 tal que
A(1,=2,1) + A2(—=1,0,3) + A3(—1,—4,11) =0= A = Ay = A3 =0
Compruebe que esto es equivalente a que el siguiente sistema matricial tenga como tnica solucion el vector nulo
AX=0

en donde A es la matriz que tiene a los vectores del sistema generador como vectores columnas mientras que A y 0 son las matrices
columnas asociadas, es decir

1 -1 —1 A 0
A= =20 =4 | 2= x|.0=10
1 3 11 A3 0

(i) {Qué solucién tendria el sistema lineal si A tiene inversa?.

(ii) Resuelva dicho sistema por eliminacién Gaussiana(es un sistema indeterminado con un pardmetro, exprese la solucién en
términos del pardmetro del sistema). Razone como puede determinar el rango del sistema.

(iii) Alternativamente célcule mediante matrices la dimension, teniendo en cuenta la siguiente propiedad:
“El rango de un sistema de vectores coincide con el rango de la matriz que tiene como columnas a los vectores de dicho sistema”
(iv) jcuédl es la dimension del subespacio E que genera S?

(v) Obténgase una base de F diferente de la proporcionada por S.
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Ejercicio 6 Pruébese que el sistema B = {(—1,1,0),(—1,0,1),(0,1,1)} es una base de R3. Si (2, —1,4) son las coordenadas de un vector v
respecto a la base B determinense las coordenadas de v respecto a la base candnica. Tenga en cuenta la siguiente propiedad:

“Una sistema de vectores linealmente independiente de igual niimero al de la dimension del espacio forma una base del espacio”
Ejercicio 7 Determine los valores de a para los cuales el sistema

S ={(1,0,1,-1),(0,1,2,0),(—1,0,—1,a),(0,1,1,1)}

constituye una base. Determine la matriz de cambio de base de dicho base a la base candnica e viceversa. Si consideramos el
vector con coordenadas v=(1,0,1,-1) respecto de la base canénica senale sus coordenadas con respecto a la nueva base.

Ejercicio 8 Determinese el rango del sistema

S ={(1,-2,1),(-1,0,3),(—1,—4,11)}

., Cual es la dimensién del subespacio FE que genera?. Obténgase una base de E diferente de la proporcionada por S.

Ejercicio 9 Sean las bases

A = {(170)7(_171)}
B = {(_171)7(071)}

de R?. Dado el vector v de coordenadas (2,1) en la base A, senale sus coordenadas en la base B.

v ) G et (o))
v () Ga) () (G

Ejercicio 10 Dados los conjuntos de matrices
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Ejercicio 11 Consideramos el espacio vectorial de polinomios de grado 2,
P, = {p(z) = a2 + a1z + ao : a; € R}

y la base de dicho espacio
A ={pi(z) =1,pa(x) =2* — 1, p3(x) =2 — 1}

Dado el polinomio p(x) =z% + x + 1 sefiale su vector de coordenadas con respecto a la base A.
Ejercicio 12 Sea Py el espacio vectorial de los polinomios de grado igual o menor a 2
p(r) = ax® + bx +c.

Consideremos las bases
A={pi(z)=2*—2+1, po(x) =2* + 1, p3(x) = 1}

A’ ={pi(z) = -1, ph(z) = —2*, p3(z) = =}
Senale la matriz de cambio de base de A a A’. Compruebe que ha calculado bien la matriz, utilice para ello el polinomio

p(x) =z°

Ejercicio 13 Dados los sistemas
A ={(1,1,0),(-1,0,1),(0,—-1,1)} y B={(-1,2,1),(1,1,1),(1,—-1,1)}
a) Probar que A y B son bases de R3.

b) Senale la matrices de cambio de base de A a B, y de B a A respectivamente.

c¢) Dado el vector v de coordenadas (1,—1,1) en la base A, encontrar sus coordenadas en la base B.

d) Dado el vector w de coordenadas (1,1, —1) en la base B, encontrar sus coordenadas en la base A.
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Ejercicio 15 Sea V el espacio de los pélinomios ciibicos p(z) = ag + a1x + axz?® + azz®.

(i) Pruebe que el subconjunto S de polinomios p verificando

/0 p(s)ds = 0

es un subespacio vectorial y senale una base del mismo.

(ii) Exprese las ecuaciones implicitas y paramétricas del subespacio S respecto de la base
{pl(x) = 17 p2($) =, pS(x) = 1’2, p4($) = .1'3}
Ejercicio 16 Complétese el sistema S = {(—1,1,0,1),(—1,0,1,—1)} para obtener una base de R*.

Ejercicio 17 Dado el sistema S = {(2,0,1),(—1,1,1),(0,2,3),(—=3,1,0)}.

a) Determinese un sistema minimal S’.

b) En caso de que S’ genere un subespacio propio E, encuéntrense las ecuaciones paramétricas de F.

c¢) Determinense las ecuaciones implicitas de F.

d) {Qué relacién existe entre la dimension del subespacio y el nimero de sus ecuaciones?
Ejercicio 18 Senale las ecuaciones implicitas del subespacio generado por el sistema

S ={(1,0,0,0,1), (1,—1,0,1,0),(0,0,1,2,0)}

Ejercicio 19 Se consideran el espacio vectorial V' de dimensién 4 y dos bases suyas B = {uy,...,us} y B’ = {0y,
verifican:

...,U4} cuyos vectores
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Ejercicio 20

Ejercicio 21

Ejercicio 22

Ejercicio 23

Ejercicio 24

Ejercicio 25

Se pide calcular las coordenadas de los vectores B respecto a los vectores de B’ y las coordenadas de B’ con respecto de B y la
matriz Q asociada a la ecuacién matricial del cambio de base de B a B’.

Fijado un valor a € R siendo a # 0, el subespacio vectorial generado por los vectores de la forma (—a,a, —2a,3a) cumple: A)
Tiene dimensién 1; B) Depende del valor de a; C) Tiene dimensién 0; D) Ninguna de las anteriores.

Consideramos en R3 los subespacios vectoriales:

F= {<$1,$2,$3) € R:S’ T3 = 3&32, Ir = 233'2}

G={\1,1,1),V € R}.
. Qué vector de los siguientes no pertenece a F' + G?7: A) (3,2,5); B) (1,1,1); C) (2,1,3); D) (3,2,4).
Se pide calcular las dimensiones y las ecuaciones cartesianas y paramétricas de los subespacios anteriores F' y G.

Sean los subespacios U = {(z,y,2) e R*: 2z +y+2=0} y V ={(z,y,2) € R*: 2z —y = 0;z + 2z = 0}. Entonces: A) U + V es
suma directa; B) U +V £ R3; C) UNV # {0}.

En el espacio vectorial R? son subespacios: A) cualquier punto; B) cualquier plano; C) Ninguno de los anteriores.

4 1 -3 -4 0

2 4 -4 31

Consideremos el sistema S de vectores definido por las filas de la siguiente matriz A = 2 3 1 3 2 | yelsistema
4 0 -1 2 3
-2 -4 -4 0 8

1 1 —4

de vectores Sy definido por las filas de B = ( } E 9 \‘ . Se pide comprobar que S; es una base de R® y Sy es un sistema
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SOLUCIONES
Solucién 1 Dicho conjunto claramente no es un subespacio vectorial ya que no contiene al vector nulo
0=1(0,0,0) & {(z1,20,23) € R®: 20 + 335 — 3 = 2}
Véase que 2 x 0+3 x0—0=0 # 2.

Solucién 2 (i) Una matriz cuadrada de orden 2 general estd dada por

(27)

en donde z, y, z y t son niimeros reales arbitrarios. Dicha matriz se puede desarrollar como

() =(a0) (0 a) (1 0) (0 1)
s fom (48w (55 ) (L) (59))

genera todas la matrices de orden 2. Veamos que dichas matrices son linealmente independientes aplicando la definicién (véase
p. 55 libro texto). Si existen Ay, ..., Ay € R tales que

10 01 00 00 00
Al(o 0)4”2(0 0>+A3(1 0)+A4<o 1)‘(0 0)

por lo que el conjunto
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y necesariamente se tiene A\; = Ay = A\3 = Ay = 0. Por tanto S es un sistema generador linealmente independiente de V, luego
una base. Como la base esta formada por 4 elementos entonces el espacio V tienen dimensién 4.

(ii) Probemos que V; es un subespacio vectorial de dimensién finita aplicando la caracterizaciéon de subespacio vectorial (véase
p. 50 libro de texto). Para dos elementos a, b de V; dados por

a— Ty —I o Ty —T3
Yy A ’ Y2 22

y dos escalares A\, u € R se tiene que la combinacién lineal

r1 —I To —To >\:c1 + puxe —(/\x1 + /JJCL’Q)
atH ( Yy 2 ) i ( Y2 22 ) ( Ay1 + [y Az + pzo 1

pertenece efectivamente a V; ya que la entrada (1,2) es el opuesto de la entrada (1,1). De una manera andloga se prueba que
V, es también subespacio vectorial.

—X
z

(ili) Cualquier v = ( z ) € V; se puede desarrollar como

(0 7 )=o(5 )V 0)+=(0 1)
s={wi=(y o )= (1 0)wm=(1 )}

es un sistema generador de V;. Por tanto cualquier subsistema minimal de éste sera base. De hecho, es facil ver que este sistema

luego
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se tiene que necesariamente \; = Ay = A3 = 0. Luego el sistema es linealmente independiente y por tanto S’ es una base de V.
Concluimos entonces que V; tiene dimensién 3. De igual forma se ve que Vs tiene dimension 3 y una base viene dada por el

conjunto
g_Jo_( 10 (01 (00
- q.]. - _1 O 7q2 - 0 0 7q3 - 0 1

(iv) Consideraremos la base dada en el apartado (i), y consideremos una matriz genérica

Ty
(z t)evl

en donde x, ¥, z,t son las coordenadas respecto de dicha base. Desarrollando en termino de la base S’ se tiene

z oy 1 -1 0 0 00
()=o) (i 0) ()
ry\_ (M =M
z t N )\2 )\3

T=A, Yy=—A1, 2=, t = A3

y por tanto

Luego las ecuaciones paramétricas son

El subespacio tiene dimensién m = 3 entonces el niimero de ecuaciones implicitas viene dado por el niimero
n—m=4—-3=1

(véase p.67 libro de texto). La ecuacién implicita se obtiene facilmente eliminando el parametro A; de las dos primeras ecuaciones,
de esta manera
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ry
(z t)EV2

ZL’Z)\l,y:AQ,Z:—)\l,t:)\g

De igual forma, si consideramos cualquier matriz

se tiene que la las ecuaciones paramétricas de V, son

y la ecuacion implicita viene dada por
r+2z=0

Solucion 3 Consideramos el espacio vectorial de los polinomios

P(z) = {p(z) = anz™ + ap_12" ' + ... + a1 + ag, a; € R,n € N}
Como subespacios de dimensién finita podemos considerar los subespacios de polinomios de 1 (polinomio lineales),

Py (z) = {p € P:a; = 0 para todo i > 2} = {p(z) = a1 + ap : ap, a1 € R}

Es facil ver que toda combinacién lineal de Aa + pub con a,b €Py, \,u € R vuelve a ser un polinomio lineal, luego P; es
efectivamente un subespacio

Como subespacios de dimensién infinita podemos considerar el subespacios de coeficientes pares no nulos
Py(x) = {p € P:ay; = 0 para todo ¢ € N}

Dado dos a(z) = a,z™ + ap_ 12" ' + ... + a1 + ag, b(x) = ba™ + by, 12" + ... + bz + by tal que ag; = by; = 0 para todo 1.

~
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son siempre 0 ya que
Aag; + pby; = 0 para todo ¢ € N.

Por tanto, Py es efectivamente un subespacio vectorial.

Solucién 4 (i) Si A tuviese matriz inversa, que no es el caso, la solucion seria tnica y seria trivialemte el vector nulo ya que

A=0=AT"AA=0=I=0=)\=0
con lo que el subespacio que genera seria el subespacio trivial nulo, es decir aquel formado tinicamente por el vector nulo.

(i) Resolvamos por eliminacion Gaussiana (recordemos A* matriz ampliada)

1 -1 -1 0
A= -2 0 -4 0
13 11 0

Sumando a la segunda fila la primera fila multiplicada por el factor 2, y asimismo sumando a la tercera fila la primera fila
multiplicada por el factor —1 se obtiene la matriz ampliada de un sistema equivalente

1 -1 -1 0
0 -2 -6 0
0 4 12 0

De igual forma sumando a la tercera fila la segunda multiplicada por el factor —2 obtenemos la matriz ampliada equivalente

(1—1 —10\
0 -2 —6.0
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A1
1 -1 -1 0
<0 _9 —6) A2 :(O):>A1:>\2+)\3,)\2:—3)\3.

Es un sistema compatible indeterminado con un parametro cuyo conjunto de soluciones es

{(—2a, =3a,a) : a« € R}
Tomando o = —1, se tiene que (2,3, —1) resuelve el sistema (??) y que por tanto

vl +3v:—v¥=0

Compruebese que de hecho
2(1,-2,1) + 3(-1,0,3) — (—1,—4,11) = (0,0, 0)

Por tanto v? depende linealmente de {v',v?} y podemos descartarlo ya que el sistema {v!, v?} genera el mismo subespacio que

{vl,v2 v3}. Los vectores v!, v2 son linealmente independientes entre si ya que es facil ver que no existe un escalar a € R tal

que vi = av?. Con lo que el rango del sistema es 2.

(iii) En este caso det A = 0 y por tanto la matriz no tiene rango 3 (véase que en dicho caso existirfa su inversa y por tanto el
vector 0 serfa la unica solucién de la ecuacién). Pero como existe una submatriz de A de orden 2 con determinante distinto de

cero
1 -1
(5 0)|==e

su rango es 2.

(iv) La dimensién del subespacio es por tanto 2.
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Tomando (a, 8) = (2,0) tenemos el vector w; = 2vt = 2(1,-2,1) = (2, —4,2); y asimismo tomando («, 3) = (0,3) tenemos el
vector wo = 3(—1,0,3) = (=3,0,9). {wy, ws} son claramente dos vectores linealmente independientes del subespacio E por lo
que constituyen una base.

3

Solucién 5 Denotemos py(z) = x, pa2(z) = 223, p3(z) = z — 23, py(z) = © — 2° — 2°. Claramente p3 es combinacién lineal de los otros

polinomios ya que

1
P3s = P1 — §p2
Luego {p1, p2, P4} genera el mismo espacio que V. Estos polinomios son linealmente independientes ya que si existen A1, Az, \g
tales que
)\1]31 + )\2]32 + )\4}34 = 0& ()\1 + )\4)117 + (2)\2 — )\4)$3 — )\41‘5 =0

<~ )\1+)\4:O,2/\2—/\4:0,/\4:0
=4 )\1:)\2:>\4:O

Luego el sistema minimal es el formado por dichos vectores, es decir
S" = {P1, P2, P4}

Siendo V el espacio vectorial generado por S, V = G[p1, p2, psa], dos subespacios vectoriales contenidos en él pueden ser por
ejemplo V; el espacio generado por p;

Vi = {dpi: AeR}={p: AR}
= {d\:AeR}

, que coincide con los monomios de grado 1, y V, el espacio generado por ps
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Solucién 6

Solucién 7

Tres vectores de R? forman una base si son linealmente independientes. Esto es equivalente a que la matriz que tiene como
vectores columnas a los vectores del sistema tiene rango 3, o lo que es lo mismo, que su determinante es distinto de 0. En este
caso se cumple, ya que
-1 -1 0
det 1 0 1 ]=2
0 1 1

Denotando por X7 = (z; x5 z3) las coordenadas respecto de la base canénica y por Y = (y; 4o yg)T las coordenadas respecto de
la base B, X = BY en donde B es la matriz de cambio de base que en este caso tiene como columnas las coordenadas de la base
B respecto de la base canonica, es decir

-1 -1 0
B = 1 0 1
0 1 1
y por tanto las coordenadas X respecto de la base canénica del vector, que tiene coordenadas Y = (21 — 4)T respecto de la
base B, vienen dada por
-1 -1 0
X =BY = 1 0 1 -1 | = 6
0 1 1 4 3

De hecho, compruébese que
(—-1,6,3) =2(—1,1,0) — 1(—1,0,1) + 4(0,1,1)

Denotemos v; = (1,0,1,—1), vy = (0,1,2,0), v3 = (—1,0,—1,a), vy = (0,1,1,1). El sistema es linealmente independiente, y
por tanto base por estar formado por cuatro vectores en un espacio de dimension 4, si toda combinacién lineal
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cumple \; = Ay = A3 = Ay = 0. En forma matricial quiere decir que el sistema lineal

1 0 -1 0 A 0
0 1 0 1 M| o
1 2 -1 1 A3 | | O
-1 0 a 1 /\4 0

cuya matriz tiene por columnas los vectores tiene la soluciéon nula como tnica solucién. Por Rouche-Frobenius se tiene esto cuando
el sistema es compatible determinado, es decir cuando la matriz del sistema tiene rango 4 y por tanto el determinante

=a—1

_ o =
SN = O
I o
—_
—_ == O

-1

es no nulo. Luego para que S sea base se debe verficar que a # 1.

Por otro lado denotemos la base canénica de R* por

A ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

La matriz de cambio de base de la base S a A es aquella matriz cuyas columnas vienen dadas por las coordenadas de los vectores
de la base S con respecto a la base A, es decir es la propia matriz

1 0 -1 0
0 1 0 1
5= 1 2 -1 1

A\ 1
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de de la bases A y S respectivamente, se tiene la relacion

U 1 0 —1 0 X1
Y2 . 0 1 0 1 i)
Y3 - 1 2 -1 1 T3
Ya -1 0 a 1 T4
Y por tanto
2 1 0 -10\ "' /wm
9 B 0 1 0 1 Yo
T3 N 1 2 -1 1 Y3
Ty —1 0 a 1 y4
en donde la matriz inversa )
10 —-1 0\ 1 =45 5 5
0O 1 0 1 - -1 -1 1 0
= 2 1 1
L2 -11 0 =5 o o
-1 0 a 1 1 -1 0

es la matriz de cambio de la base A a la S (véase p. 63 del libro de texto). Vease que para qué esta matriz tenga sentido
necesariamente se tiene que cumplir a # 1, en caso contrario el sistema S no es base y no tiene sentido considerar un cambio
de base . Es facil ver por otro lado que la coordenadas del vector v .= (1,0,1,—1) con respecto de la base S es el vector

XT = ( 1 0 00 )T por coincidir v con el primer elemento de la base S. De hecho se verifica lo dicho anteriormente ya que

T 1 _% ﬁ ﬁ 1 1
o | [ -1 -1 1 o0 o | [o
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Veamos que si los vectores son linealmente independientes, es decir si existen escalares Ay, Ao, A3 tal que
A(1,=2,1) + A2(—=1,0,3) + A3(—1,—4,11) =0= A = Ay = A3 =0
Esto es equivalente a que el siguiente sistema matricial tenga como unica solucion el vector nulo
AN=0 (4)

en donde A es la matriz que tiene a los vectores del sistema generador como vectores columnas mientras que A y 0 son las matrices
columnas asociadas, es decir

1 -1 -1 A 0
A= -2 0 -4 | x=[ x|, 0=|0
1 3 11 A3 0

El sistema podemos resolverlo por eliminacion Gaussiana (recordemos A* matriz ampliada)

1 -1 -1 0
A= -2 0 -4 0
1 3 11 0

Sumando a la segunda fila la primera fila multiplicada por el factor —2, y asimismo sumando a la tercera fila la primera fila
multiplicada por el factor —1 se obtiene la matriz ampliada de un sistema equivalente

1 -1 -1 0
0 -2 -6 0
0 4 12 0
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1 -1 -1 0
0 -2 —6 0
0O 0 0 0
Luego es sistema escalonado equivalente viene dado por
1 -1 -1 A 0
Ao = 0 =\ = A+ )\3, Ay = —3)3.
0 -2 —6
A3 0

Es un sistema compatible indeterminado con un parametro cuyo conjunto de soluciones es

{(—2a, =3a,a) : a € R}

Tomando o = —1, se tiene que (2,3, —1) resuelve el sistema (??) y que por tanto

20+ 30— =0

Compruebese que de hecho
2(1,-2,1) +3(=1,0,3) — (=1, —4,11) = (0,0, 0)

Por tanto v® depende linealmente de {v!,v?} y podemos descartarlo ya que el sistema {v!,v?} genera el mismo subespacio que
{v!,v% v3}. Los vectores v', v? son linealmente independientes entre si ya que es facil ver que no existe un escalar « € R tal que

vl = awv?. Con lo que el rango del sistema es 2.

De como hemos resuelto el ejercicio se puede verificar la propiedad de que el rango de un sistema de vectores coincide con el
rango de la matriz que tiene como columnas a los vectores de dicho sistema

En este caso det A = 0 y por tanto la matriz no tiene rango 3 (vease que en dicho caso existiris su inversa y por tantl el vector 0
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Solucién 9

Solucién 10

su rango es 2.

Para hallar una base diferente del subespacio que genera basta hallar dos vectores diferentes que sean linealmente independientes.
El subespacio que genera es

E = {av' + Bv?: o, 3 € R}

Tomando (a, 8) = (2,0) tenemos el vector w; = 2v! = 2(1,-2,1) = (2,—4,2); y asimismo tomando (a, 8) = (0, 3) tenemos el
vector we = 3(—1,0,3) = (—3,0,9). {w;,wy} son claramente dos vectores linealmente independientes del subespacio E por lo
que constituyen una base.

Lo haremos cambiando primeramente de A a la base candnica y posteriormente a la base B. Con respecto de la base canénica

el vector tiene por coordenadas
1 -1 2\ (1
0 1 1) \1

La matriz de cambio de base de la candnica a la base B es directamente
10\ [(-10
1 1 o 1 1
-1 0 1y [ -1
1 1 1) 2

Basta comprobar que las matrices que tienen por columnas las coordenadas de los vectores de lo conjuntos con respecto a la base

(5005 0)(00). (5]

tiene rango 4, equivalentemente que dicha matriz tiene determinante no nulo.

Luego el vector toma las coordenadas
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= Para el caso de A;

_ = O
— O O
|
—_

1
1
0
1
por tanto los vectores son linealmente dependientes y no constituyen una base.

= Para el caso de Ay

1 0 1 0
0 0 1
10 -1 —1|"?
11 1 0
y por tanto constituye una base.
= De igual forma para el caso de Aj
1 0 1 O
0 0 0 O
0 -1 0 -1 0
0 -1 1 0

los vectores son linealmente dependientes, y por tanto no es una base.

Solucién 11 Consideremos la base canénica B = {p;(z) = 1,p2(z) = z, ps(x) = 2?}. Con respecto a dicha base el polinomio p tiene por
coordenadas el vector (1,1,1). La matriz de cambio de la base A a la base B es

1 -1 -1
A=10 0 1
0O 1 0
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de cambio de B a A es la inversa de dicha matriz

Las coordenadas de p se obtienen multiplicando la matriz de cambio de base por el correspondiente vector de coordenadas

1 11 1 3
0 01 1 ]1=11
010 1 1

Luego (3,1, 1) es el vector de coordenadas pedido, de hecho podemos comprobarlo directamente
3pi(z) + Ipa(x) +1ps(z) =3-1+1- (2>~ 1) +1-(z—1) =24+ +1=p

Solucién 12 Consideremos las bases
A={pi(z)=a*—z2+1, p(x) =2*> + 1, p3(x) = 1}

A’ ={pi(x) = —1, py(x) = —2*, pj(z) = =}

Para simplificar el razonamiento consideremos la base canodnica

A" = {pi(z) = 1, pa(2) = , ps(a) = 2°}

y denotemos por X, X', X” € R3 los vectores columnas de coordenadas de un vector genérico p respecto de A, A’ y A”
respectivamente. La matriz de cambio de base de A a A” viene dada por la matriz que tiene por columnas las coordenadas de
los elementos de la base A con respecto a la base A’(véase p. 63 libro de texto). En este caso se puede calcular directamente
dicha matriz y por tanto la ecuaciéon matricial de cambio de base
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Del mismo modo podemos considerar el cambio de coordenadas de A’ a A"

[gualando ambas expresiones

y por tanto

Luego la matriz buscada es

artagenaq

1 0 0
X=| 0 0 1 |x
0 —1 0
~1 0 0 1 11
0 0 1 |x'=|-100|x
0 —1 0 1 10
-1 0 o\'/ 1 11
X=| 0 o0 1 100 | X,
0 -1 0 1 10
-1 0 o\'/ 1 11
A = 0 0 1 10 0
0 -1 0 1 10
10 0 1 11
— 0 0 —1 ~10 0
0 1 0 1 10
1 -1 -1
= | -1 =1 o0
1 0 0
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El polinomio p(z) =2 se puede expresar facilmente combinacién lineal de elementos de A
p(z) =2° = (2 +1) = 1 =ps — ps,

y por tanto el vector

0

1

-1
nos dan las coordenadas de p con respecto a A. Obtenemos las coordenadas de p con respecto a A multiplicando por la matriz
de cambio de base

-1 -1 -1 0 0
-1 -1 0 1 =1 -1
-1 0 0 —1 0
Y efectivamente se verifica que vector
0
-1
0

no dan las coordenadas de p con respecto a A, ya que

p(x) = —Ph(z) = —(~a?) = a*

A ={pi(zr)=2" —x+1, pa(x) = 2° + 1, ps(z) = 1}
A’ = {p(z) = —1, ph(z) = —a?, pi(z) = =}

Solucién 13 (a) Basta ver que el determinante de las matrices que tienen los vectores por columnas es no nulo

1 -1 0
1 0 -1
0 1 1

= 2
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(b) Denotemos por X7 = (x; x5 x3) las coordenadas respecto de la base A y por Y = (y; 42 yg)T las coordenadas respecto de la

base B. Sabemos que
Y = AX (5)

en A es la matriz que tiene por columnas a las coordenadas de la base A respecto de la base B. Luego en primer lugar tenemos
que hallar las coordenadas de A con respecto a B. Empezando por el primer vector (1,1,0) esto es equivalente a encontrar
escalares (a1, s, az;) € R? tal que

(1, 1, 0) = all(—l, 2, 1) + a21(1, 1, 1) + agl(l, —1, 1)

Dicha ecuacion lineal se puede expresar matricialmente de manera comoda

1 -1 1 1 a1
1 = 2 1 -1 921
0 1 1 1 asy
Luego
an 11 1\ '/1 -5 0 3 1 -3
3 1 1 5
az | = 2 1 -1 1 | = 2 3 —3 1 | = 3
asy 1 1 1 0 1 _1 3 0 _3
1 2 4 4

De igual manera las coordenadas (ais, ag, ass) € R? del vector (—1,0, 1) respecto de B verifican

-1

a19 -1 1 1 —1 1
a2 = 2 1 -1 0 = -1
as2 1 1 1 1 1

y las coordenadas del vector (a3, ass, azz) € R? del vector (0, —1,1) respecto de B verifican
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Luego

De la expresién (?7?) multiplicando por la matriz inversa a ambos lado de la igualdad se tiene
X=A"Y
por tanto la matriz de cambio de base la base B alabase A viene dada por

1 1 -1
-5 1 3 1

N
L
Il
Ot
|
—_
|
NS
I
[\
DO [0 =0 [ o
|
[N

(c¢) Dado un vector con coordenadas (1, —1,1) con respecto a la base A entonces basta multiplicar la coordenadas por la matriz
de cambio de base

n -5 1 3 1 -1
y2 | = 33 -1 —53 -1 | = gl
Y3 -3 b 3 1 —3

para hallar las coordenadas del vector v con respecto a la base B. Podemos comprobar que estamos ante el mismo vector si
tienen las mismas coordenadas respecto de la base candnica

3 1
(2.0.0) = ~1(~1.2.1) + (1,1, 1) = 5(1, =1,1) = 1(1,1,0) = 1(~1,0,1) + 1(0, ~1,1)

d) Reciprocamente dado un vector con coordenadas (1,1, —1) con respecto a la base B entonces basta multiplicar
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Comprobemos que estamos ante el mismo vector comparando las coordenadas con

respecto de la base candnica

(=1,4,1) =1(=1,2,1) + 1(1,1,1) — 1(1,=1,1) = 2(1,1,0) + 3(—=1,0,1) — 2(0, —1,1)

Solucion 14 Compruebe que las ecuaciones paramétricas se puede escribir matricialmente como

1 -1 il
. ~ 0 0 /\1 . T2
1 -1 Ty

en donde A es la matriz que tiene como columnas los vectores del sistema, A
correspondientes matrices columnas de los parametros y coordenadas del vector.

Y

= (XM )\2)7XT:(9€1 T2 I3 :134)1as

Mediante eliminacion Gaussiana restandole a la cuarta fila la primera llegamos a un sistema equivalente

1 -1 1
0 O A . T2
1 1 /\2 - T3
0 O Ty — T1
10
Continue hasta llegar a un sistema equivalente A’\ = X’ en donde A’ = 8 ? o
00

implicitas del sistema?

(i) Las ecuaciones pardmetricas se determinan directamente

L a1\ L

Como obtenemos en dicho caso las ecuaciones
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lo que implica

T = A — Ao
IQIO

ZE3:/\1+)\2
Ty =N — Ao

Eliminando los parametros A\;, Ay llegamos a la ecuaciones implicitas

i) 0
T1 — Xy = 0
(i) Partimos del sistema equivalente
1 -1 T
0 0 A . T2
1 1 /\2 o T3
0 0 T4 — Tq
Sumando a la primera fila la cuarta se obtiene el sistema equivalente
2 0 I —|— T3
0 0 )\1 . i)
11 )\2 N XT3
0 0 Ty — X1

Multiplicando por 1/2 la primera fila

(o0 Loy [0
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Soluciéon 15

Restéandole a la tercera la primera fila

10 (21 + a3)
00 )\1 o i)

01 ( )\2 ) - T3 — %(flfl + ZL’3)
0 0 g — X1

Luego obtenemos \; = %(xl +x3), Ay = 23— %(ml + x3) y las ecuaciones implicitas vienen dadas por las filas nulas, en este caso
la segunda y tercera, ya que los parametros desaparecen. En este caso
o =0, s — a1 =0.

(i) Apliquemos el teorema de caracterizacién de subespacios vectoriales. Para dos ntimeros reales A, 4 € Ry dos polinomios
cubicos
a(z)=ag + a1z + ax2® + asz®, b(x) =by + byx + byx® + bsa

con integral nula

Por ser de V. se tiene que la combinacién lineal Aa+pb
1 1 1
/ Aa(s)+ub(s)ds = )\/ a(s)—i—,u/ b(s) =04+0=0
0 0 0

también tiene integral nula sin mds que aplicar propiedades bésicas de la integral (véase p. 200). Luego V es un subespacio
vectorial.

Para estudiar una posible base consideremos en primer lugar un elemento génerico
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del espacio en donde X = ( apg a1 Gy a3 )T es el vector columna de coordenadas de p con respecto a la base dada

A = {p,(2) = 1, pa(a) = 2, py(w) = 2°, pa(2) = 2”}

Veamos que condiciones se debe dar para que el vector pertenezca al subespacio. Para ello su integral debe ser nula, luego
1
/ p(s)ds = 0<
0

1
/ (ap + as + ays® + azs®)ds = 0
0

1 1 1 1
CL()/ ds+a1/ sds—i—ag/ 52d5+a3/ sds = 0
0 0 0 0

82 s=1 83 s=1 84 s=1
ag + ax 5 +as | — +as|— = 0«

s=0 3 s=0 4 s=0
1 1 1
CLO+§CL1+§(12+16L3 = 0
Luego ag = —%al — %ag — ia3 y por tanto
1 1 2 3 1 2 3 1
p(z) = —501 = 302 = 703 + a1 + asx” + azx® = ai(x — 5) + as(x® — §> + az(x® — Z>

El sistema de polinomios

B = {wnfo) =5 o) = Gwte) ==

constituye un sistema generador de S. De hecho es una base por ser linealmente independientes, para ello solamente basta observar
que toda combinacion lineal

[ 1\ [ 1\ [ 1\
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es nula ya que necesariamente \; = Ay = A3 = 0. Luego S es una base de V que tiene dimensiéon 3 por estar formada por tres

elementos.

(ii) Consideremos la base A y tomemos un polinomio

p(z) = app1(x) + a1pa(z) + asps(x) + asps()

desarrollando en términos de la base E del subespacio S se tiene

1 1 1
ag + a17 + agr® + azz® = M (x — =) + X2 — =) + A3(2® — )

2 3 4
en donde A1, Ay, A3 son los pardmetros. Desarrollando e igualando término a término llegamos a que
1 1 1

= —=A—-A— -
ap 9N T g2 T s
a = A\
as = A
az = A3

que nos dan las ecuaciones paramétricas con respecto a los coordenadas. Solamente existe una tinica ecuaciéon implgicita por ser
la dimension del espacio 4 y la del subespacio 3, se obtiene sustituyendo los valores de los pardmetros en la primera ecuacion

ot tay by =0
Qo 20,1 3&2 4(13 =

De hecho vemos que ya obtuvimos la ecuacién parametricas del subespacio S en el apartado anterior cuando estabamos caracte-
rizando a los elementos de dicho subespacio.

Solucién 16 Como

Cartagena99
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1 0 00 .
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Solucién 17 a) Denotemos S = {(2,0,1),(—1,1,1),(0,2,3),(—=3,1,0)} = {vy,va,v3, 4}
Seguimos dos métodos:
Matricialmente

Si partimos de los dos primeros vectores del sistema, tenemos que son linealmente independiente y su rango por tanto es 2,
rango {(2,0,1),(—1,1,1)} = 2. Matricialmente

Adjuntamos el tercer vector al sistema, éste continua siendo de rango 2 ya que el determinante de la matriz

2 -1 0
det{ O 1 2 =0
1 1 3

y por tanto
rango {(2,0,1),(—=1,1,1)} = rango{(2,0,1),(-1,1,1),(0,2,3)} =2

lo que equivale a decir que (0,2, 3) es combinacién lineal de los otros dos vectores. Por tanto el subespacio generado por {vy, va}
coincide con el subespacio generador por {vy, ve,v3}. Del mismo modo v, es combinacién lineal de {vy, vy} ya que

2 -1 =3
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Planteamos el sistema

2 -1 0 -3 il 0

0 1 2 1 A2 =10
3

1 1 3 0 N 0

que denotamos matricialmente como A\ = 0.

Podemos reducirlo a una matriz escalonada mediante transformaciones elementales a su matriz ampliada

Multiplicando la primera fila por —1/2 y sumandosela a la tercera

2 -1 0 -3 0
01 2 1 0
0 3/2 3 3/2 0

Multiplicando la segunda fila por el factor —3/2 y sumandosela a la tercera

Llegamos a un sistema equivalente

(M) [0
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Este sistema es compatible determinado con dos parametros. Su conjunto de soluciones viene dado por
{(6_ 057_204 _ﬂaa76> . O‘aﬂ € R}

Luego si tomamos o = —1, f = 0 tenemos que vy = v; + 2vy, y si tomamos (a, f) = (0, —1) tenemos vy = vy — v;. Luego
S’ = {vy, vy} es un sistema minimal de S.

b) Dado x = (x1, 22, 23) € E la ecuaciones paramétricas son x = A;vy + Agvoen donde Aj, Ay son los coeficientes de x respecto
la base {vy, vy} calculada anteriormente. Luego (z1, s, x3) =A1(2,0,1) + A2(—1,1,1) y por tanto las ecuaciones paramétricas
vienen dadas por

T = 2)\1 — )\2
To = )\2 (7)
T3 = /\1 + )\2

c) Para hallar las ecuaciones implicitas debemos eliminar los pardmetros en el sistema (??). Como hay dos pardmetros y la
dimensién del espacio es 3 solamente habrd una ecuacién implicita. De la segunda y tercera ecuacion \o = x9, Ay = x3 — g,
sustituyendo en la primera se tiene

1'1:2([E3—$2)—$2:2[E3—3$2?ZE1+3I’2—2I’3:0

Es la ecuacién de un plano en R compruébese que las coordenadas de {vy,vs} verifican dicha ecuacién.

d) En general si n es la dimensién del espacio y m’ el numero de ecuaciones implicitas sabemos que m’ = n — m en donde m
es el nimero de parametros. El niimero de parametros nos da el nimero de elementos de la base del subespacio y por tanto la
dimensién de dicho subespacio. Por tanto m = n — m’, es decir la dimensién del subespacio es la diferencia entre la dimensién
del espacio y el nimero de ecuaciones implicita. En este caso
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Solucién 18 En primer lugar el sistema es linealmente independiente ya la matriz asociada cuya columnas son los vectores del sistema

1 1 0
0 -1 0
0 0 1
0 1 2
1 0 0

tiene rango 3. Para ver este hecho basta tomar el deteminante de la submatriz

1 1 0
0 -1 0|=—1,
0 0 1

que es no nulo. Por tanto podemos expresar las ecuaciones paramétricas de manera matricial de la siguiente forma

1 1 0 7
0 —1 0 A\ Ty
0 0 1 Xo | = | 23
0 1 2 A3 74
1 0 0 s

en donde X1 = ( T1 Tog X3 Ta s )T es el vector columna de coordenadas de un elemento genérico del subespacio generado
por el sistema. Como el subespacio generado tiene dimension 3 y estamos es un espacio de dimension 5 las ecuaciones parametricas
estan formadas por 2 ecuaciones. Se puede hallar haciendo mediante transformaciones elementales dos filas nula. Sumando a la
primera fila la segunda tenemos el sistema equivalente

(L 00, [nie)
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y restando a la quinta fila la primera llegamos a

1 0 0

0 -1 0 A

0 0 1 A | =
0 1 2 A3

0 0 0

Véase que lo que hemos hecho no es méas que multiplicar a ambos lados
(véase pruebas de autoevaluacién del capitulo anterior)

1 0000 11
0 1000 01
0 0100 0 0
0 0010 0 0
-1 0 0 01 0 0

Luego ya tenemos que la primera ecuacién implicita es z5 — x9 — 21 = 0.

Ty — T — 1

de la igualdad por el producto de matrices espaciales

OO = OO
O = O OO
_ o O O O

La segunda se puede obtener haciendo ceros en la fila

4, para ello en primer lugar sumamos a la fila 4 la fila 2 y obtenemos el sistema equivalente

1 0 0

0 -1 0 A

0 0 1 X | =
0 0 2 A3

0 0 0

ZL‘1+CL’2

X2
Zs3

To + Ty
Ty — Tog — Xq

y posteriormenta sumamos a la fila cuarta la tercera multiplicada por —2 obteniendo el sistema equivalente

(P00,

$1+ZL’2

\
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Luego las ecuaciones implicitas vienen dadas por

To —2x3+x4 = 0,

Ty —T9g — X1 = 0

Solucién 19 Las coordenadas de los vectores de B’ respecto a B son las més directas:

(1) p = (0,-1,1,-1)
(09)p = (1,1,-1,1)
(v3)g = (—2,—1,2,-3)
(v4)p = (=2,—1,1,-2)

Para hallar las coordenadas de los vectores de B respecto de los vectores de B’ hay que hacer méas operaciones, se trata de
despejar cada @; como combinacién lineal de @;. Por ejemplo, como 0y + U = @y se tiene que: (i) = (1,1,0,0). De esta forma,
tras realizar operaciones entre los vectores a partir de las ecuaciones iniciales, se obtiene:

(ty)p = (1,1,0,0)
(ug)pr = (-1,0,1,-1)
(ﬂg)B/ = (-1,-2,1,-2) °
( 4)3/ = ( ,—2,0,— 1)

El ejercicio esta pensado para razonar entre las coordenadas de un vector respecto a distintas bases. Las ultimas operaciones (de
célculo de coordenadas de vectores de B respecto de B’) pueden resultar tediosas.

Considerando las nociones que aparecen en el capitulo 3, ecuacion matricial del cambio de base, el producto de matrices permite
pasar las coordenadas de un vector respecto de una base a las coordenadas del mismo vector respecto de otra base. En concreto
la matriz que permite dicho cambios es la matriz de cambio de base, se vera que las cuentas y operaciones anteriores para hallar la
matriz de cambio de base de B’ a B se simplifican. En concreto, tras estudiar, el médulo 3, se comprobara que, en este ejercicio,
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0O 1 -2 =2
la matriz de cambio de base de B’ a B es _1 _1 _; _1 y la matriz de cambio de base de B a B’ es
-1 1 -3 =2
1 -1 -1 -1 0 1 -2 =2\
Q= 1 0 -2 -2 -1 1 -1 -1
o 1 1 o0 1 -1 2 1
0 -1 -2 -1 -1 1 -3 =2

Solucién 20 Nétese que (—a, a, —2a,3a) = a(—1,1,—2,3) y como a # 0, el subespacio generado siempre es ((—1,1,—2,3)) (de dimensién 1).

Por lo tanto, NO depende de a, es decir, B) es falso. Es cierto A).

Solucién 21 Un vector de F' + G sera de la forma, A(1,1,1) + (2, 1,3). Por tanto comprobaremos para cada uno de los vectores propuestos

como solucién si se verifica:

A+28 = u
A+ = v ,sisustituimos la terna (u, v, w) respectivamente por cada una de las ternas dadas como posibles soluciones
A+36 = w

resulta que la unica que no cumple es la opcién A).

Solucién 22 Se pide calcular las dimensiones y ecuaciones paramétricas y cartesianas de F' = {(x1, 29, 73) € R | 23 = 3o,

G ={\1,1,1),Y €R}.

T = 2(E2} y

F esté expresado en ecuaciones cartesianas: x3 = 3a, 1 = 275. Como F es un subespacio de R? definido por dos ecuaciones

T, = 2
cartesianas, la dimensién de F' es 1. Unas ecuaciones paramétricas son: ¢ zo = « siendo a € R.
r3 = 3«

(Y actd Aofinida nar 11n cictan covovadere. (1 1 IN1 T 4, lo Adivnoncoidn

g 1 TTn Lloaolonaoc naxr oAt el
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el parametro. Ademads, se tiene en cuenta que las ecuaciones cartesianas son 2, (por ser un subespacio de dimensién 1 de un
espacio de dimensién 3) resulta: x1 = x5, T9 = x3 0 equivalentemente x; = x5 = x3.

Solucién 23 La dimensién de U es dos, la dimensién de V es 1 y la interseccién sélo es el elemento neutro. Es correcta A).
Solucién 24 Es cierta la opcién C) ya que los subespacios deben contener el origen de coordenadas {(0,0,0)}.

Solucién 25 El rango de la matriz dada es 5 por lo que las columnas forman una base de R?. Por ser A una matriz cuadrada, otra via para
decidir que S; es una base de R® es calcular el determinante de A.
Como S, tiene cuatro vectores y tiene rango menor que 4, Ss es ligado. El rango de la matriz B es 3. Notese que S5 es linealmente
dependiente porque son cuatro vectores de R?. Por lo tanto, no habria hecho falta calcular el rango de la matriz.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

Capitulos 4-5. Aplicaciones entre espacios vectoriales

ENUNCIADOS

Ejercicio 1 De las siguientes aplicaciones determinar si son o no aplicaciones lineales:
A) f: R? — R? definida por
fla,b) = (a® +b,a—b)

B) en el espacio de las matrices de orden 2 sobre R, My.»(R), la aplicacién g que a cada matriz A le hace corresponder el valor

del determinante,
g(A) = det(A).

Ejercicio 2 Sea la aplicacién f : R? — R?, definida por
f(xla T2, $3> = (fEQ + 23,3 — T1,T1 + 233'2)

a) Pruébese por la definicién que f es una aplicacién lineal.

b) Encuéntrese la matriz que determina f.

Ejercicio 3 De las siguientes funciones de R? en R* sefiale cudles de ellas son aplicaciones lineales

Ti(w1,29,73) = (2],21 — 2 + T3, 71, T2 — T3)
Ty(z1,2,23) = (x1 — X3, 81 — T2+ T3, X1, Ty — T3)
Ts(xy, w0, 03) = (—T3,T2 — T1 + T3, T2 — T1, 71 — T3)

y en caso afirmativo determine sus matrices asociadas.
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Ejercicio 5 Sea R? con la base {uy, us, uz} y R* con la base {wy, wo, w3, wy}.
a) Determinese la matriz de la aplicacién f : R?* — R?* definida por
f(ul) = 2W1 — Wg — 3W3
flug) = —wi +wy — w3 +wy
f(uz) = wa + wy
b) Determinense las ecuaciones de Ker f, su dimensién y una base.

¢) Determinense las ecuaciones de Im f, su dimensién y una base.

Ejercicio 6 Sean f una aplicacién lineal de R?® en R?, ambos espacios con la base candnica, en donde f esta definida como definida por

f(l’()? O) = (27 1);f(07 170) = (07 _1); f(0707 1) = (_17 1)

a) Determinese la matriz asociada a f.
b) Determinese f(—1,2,1).

c¢) Determinese un vector de R*® cuya imagen es (1,—3). {Cudntos vectores de R? lo cumplen?. ;Constituyen un subespacio
vectorial?.

d) Determinense las ecuaciones de Ker f, su dimensién y una base.

e) Determinense las ecuaciones de Imf, su dimensién y una base.

Ejercicio 7 Si f: R? — R? es una aplicacién lineal de R? definida como f(xi.25) = (2x;. —x). calcular el determinante de la matriz

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

Ejercicio 8

Ejercicio 9

Ejercicio 10

Ejercicio 11

Sea A = {(1,0,—1),(0,1,1),(—1,1,—1)} una base de R? y sea B la base canénica de R?. Si la matriz asociada a una aplicacién

lineal f: R3 — R? es
2 -1 0
P_(1 0 2)

A" ={(0,0,-1),(2,-1,1),)(1,0,2)}, B"' = {(-2,1),(1,3)}.

determinar la matriz () asociada a f en las bases

Compuébese que el rango de las matrices P y () es el mismo.

Sea Py = {p(z) = asx® + a17 + ap : a; € R } el espacio vectorial de polinomios de grado igual o menor a 2. Considere la base
A = {po(z) = 1, p1(x) = z, p2(z) = 2°}, Sea F : P, — P, la aplicacién lineal que a cada p = asz? + a;x + ag € Py le asocia el
polinomio F(p) = ag(z — 1)® + ay(x — 1) + ay. Senale la matriz asociada a la aplicacién si tanto en el espacio del dominio como
en el espacio imagen consideramos la base A.

Si AX = B es una expresién matricial de un sistema de ecuaciones y A es la matriz asociada a una aplicacién lineal f, la solucion
del sistema verifica:

A)

B) Es el nicleo.

C) Es el original de B.
D)

Siempre existe.

Ninguna de las anteriores.

Encuentre los subespacios asociados a los autovalores de la matriz

(110\
N 1 0
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Ejercicio 12 Considere el espacio de las matrices My de orden 2. Considerando la base

a={o= (5 8) =5 0) = (1 8)=(5 1))

sea f : My — My la aplicacion lineal definida por

fvi) = vi—wv2
f(VQ) = V1 +Vy—Vy
f(vs) = —vq

f<V4) = —Vi+ Vg

-1 2

(ii) Senale la matriz asociada a la aplicacién si consideramos tanto en el espacio de salida como en el imagen la base A.

(i) Determine el valor de f ( 2 12 )

(iii) Senale la matriz asociada a la aplicacién si consideramos tanto en el espacio dominio como en el imagen la base B

Befwi= (5 )= (5 0)w= (0 1) m=(50)f

(iv) Senale la matriz asociada a la aplicacién si consideramos en el espacio dominio la base A y en el espacio imagen la base B

(v) Determine el subespacio imagen f(V;) en donde

e{(3 1) e

Seniale su dimensién y una base de dicho subespacio. Encuentre ecuaciones implicitas en término de las coordenadas con respecto

de la base A. jEs la matriz
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Ejercicio 13 Si f: R? — R? es una aplicacién lineal tal que f(1,1) = (1,4) y f(2,—1) = (=2, 3) se pide calcular la imagen de (3, —1).

Ejercicio 14 Estudiar si la aplicacién lineal f : R3 — R3 definida por la matriz

en la base canénica es diagonalizable. En caso afirmativo encontrar la matriz diagonal D y la base a la que esta referida.

Ejercicio 15 Determine los subespacios asociados a los autovalores de la matriz

0 1 0
A=\ 2 -2 2
2 =3 2

Senale si es diagonalizable, y en dicho caso encuentre la matriz diagonal D y la base a la que esta referida.
Ejercicio 16 Si la ecuacién caracteristica de A es (A — 3)%(A+ 1) = 0 e I es la matriz unidad del mismo orden que A, se verifica que:
A) |[A-1I|=|A-3I|.
B) [A+1|=]A-3I|.
C) |A+1I|=]A+ 3]
D) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 17 Aplicar el teorema de caracterizacion para estudiar si son diagonalizables las matrices.

/ 1 0 1 \
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Ejercicio 18

Ejercicio 19

Ejercicio 20

Ejercicio 21

11 -1

)= 01 -1
-1 0 2

¢c)H=| 3 -1 6

Senale una matriz de orden 5 que no sea diagonalizable

Dos matrices A y B de orden n son semejantes si y sélo si existe una matriz reqular P tal que A = P~'BP. A P, se le llama

matriz de paso. Si la matriz A es una matriz cuadrada de orden 2, semejante a la matriz ( ) decidir si es posible calcular

0 -1
el determinante de A.

Sea la matriz

1 -3 3
P=13 -5 3
6 —6 4

referida a la base
A= {(1, 0, 1), (2, -1, 1), (1, 0, —2)}

a) Determinese la matriz @) respecto a la base canénica.
b) Estudiese si () es diagonalizable y en caso afirmativo héllese la matriz diagonal D y la base a la que esta referida.

Si B ={e,e3} y B' = {&,,&,} son bases de R?, tales que &, = €, y &, = &, — &; y la matriz de una forma cuadrética Q : R> — R

fals] { 1 1 \ on la hage R eq plorto ane 1a matriz de O on R/ og-
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B) (1 _‘f)
Q) <(1] 8)

D) Ninguna de las anteriores.
Ejercicio 22 Sea la aplicacién f : R? — R?® definida por
f(ul) = -+ Uy — U3

f(u2) =u; — U

f(llg) = 2111 — Us

en donde {uy, uy, uz} es una base de R?
(a) Senale la matriz de la aplicacién. (0.5 ptos)
(b) Determinense las ecuaciones implicitas del Ker f, su dimensién y una base. (0.75 ptos)

(c) Determinense las ecuaciones implicitas de I'm f, su dimensién y una base. (0.75 ptos)

Ejercicio 23 Sea f(x1,x2) = (=7x1 + 629, =921 + 872) una aplicacion lineal referida a la base candnica. Se pregunta:

(i) Halle la matriz asociada de f con respecto a la base B = {(1,—1),(1,1)}.
(ii) Estudiar si es diagonalizable, y en caso afirmativo encontrar la matriz diagonal D y la base a la que esta referida.
Ejercicio 24 Sea f : R? — R? la aplicacién lineal definida por

f(Ih $2,l‘3) = (l‘2 — X3, —T1 + 209 — X3, T1 — T2 + 2963)
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Ejercicio 25 Decidir si son bilineales las siguientes aplicaciones: A) f((z1,x2), (y1,%2)) = x1 + y2; B) f((z1,22), (y1,92)) = 21y2.

Ejercicio 26 Razonese que en el espacio F' [0, 1] de las funciones reales y continuas en el intervalo [0, 1] la aplicacién

o(frg) = / f(2)g(x)da

es bilineal.

Ejercicio 27 Considere en este caso el espacio vectorial Py = {p(x) = a2 + 17 + ag : a; € R } de polinomios de grado igual o menor a 2 y
considere su base natural

A = {po(z) =1, pi(z) =, Pa(z) ="}

(i) Para este subespacio pruebe que la forma bilineal ¢ del ejercicio anterior tambien es una aplicacién bilineal y encuente la
matriz de dicha aplicacion bilineal con respecto a dicha base.

(ii) Encuentre la matriz de ¢ con respecto a una nueva base
B = {py(x) =z — 1, pi(z) = 2%, py(z) =2}
Ejercicio 28 Considere la forma bilineal ¢ en R? definida como
P(X,y) = 1191 + 272y2 + 3733
en donde los vectores x = (1, %2, x3), ¥y = (Y1, Y2, y3) estan referidos a la base candnica

A = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}.

(i) Senale la matriz asociada con respecto a dicha base.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

Ejercicio 29 Sea B = {u;,uy,u3} de R? y w : R® — R una forma cuadritica cuya expresién matricial es

1 2 -1 I
’LU(V) = ( Ty T2 I3 ) 2 0 1 To
11 2 Ts

en donde v = xyu; + Taus + x3Us3.
Encuéntrese una expresiéon matricial de la forma bilineal ¢ de la que procede w.
Ejercicio 30 Sea {uj, uz, uz} una base de R®. La matriz P que define una forma bilineal ¢ en R? viene determinada por ¢(u;, u;) =i — 2j.
a) Hallese Py ¢(v,w), en donde v = 2u; —uz y w = uy — ug — ug.
b) (Es ¢ degenerada?, jes simétrica?.

¢) Si {by, by, b3} es una nueva base tal que by = uy + ug, by = uy — ug, bg = uz — uy, calcilese la matriz @ de ¢ respecto a esta

base.
Ejercicio 31 Sea A = {e, ey, e3} una base de R y ¢ : R3xR* — R? una forma bilineal simétrica que satisface ¢(e;,e;) = —1, ¢(ey, e3) = 0,
(e, e3) = —2, p(e1,3e) =6, p(er, —2e;3) = —2, (e + ey, e3) = 4. Determinese la matriz de la aplicacion.

Ejercicio 32 Si B = {uy,uy, u3} es una base de R? tal que sus coordenadas respecto a la base A del ejercicio anterior son u; = (1,1,0),
u, = (—1,2,1), ug = (0,0, 1), determinese la matriz de ¢ en esta base.

1 0 1
Ejercicio 33 Lamatriz P= | 1 —1 0 | define una forma bilineal ¢p en R?® con la base canénica.
0o 1 -1

a) Determinar cudl es el polinomio asociado de segundo grado del vector v = (21, xq, x3) de la forma cuadratica asociadas wp
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d) Encontrar la forma polar de wp en la base B.

Ejercicio 34 Determinense los valores de A\ para los que la forma cuadratica

w(x1, To, T3) = o7 + 515 + A\v3 + 4w179 + 27103 + 4ATH73
es definida positiva.

Ejercicio 35 Sea P, el espacio vectorial de los polinomios de grado igual o menor a k. Consideramos la aplicacion F' : Py — P; que a cada
polinomio p =ax? + bx + ¢ le hace corresponder el polinomio

F(p) = bz +a.

Se pide:
(i) Demostrar que F' es una aplicacién lineal.

(ii) Hallar la matriz asociada de F' con respecto de la bases

A = {pi(z) = —1,pa(z) = 2 — 1, p3(x) = (x + 3)%},
B = {ai(z) = 7, qz(v) = 2}.

=53

(i) Estudiar si es diagonalizable. En caso afirmativo encontrar la matriz diagonal D y la base a la que est4 referida.

Ejercicio 36 Dada la matriz

ii) Calcule razonadamente la matriz potencia A''. (Notacién: A" = A x A" para todo n = 2,3, ...)
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Consideramos el siguientes subconjunto
A= {pl(x) =224+ 1, pa(z) =1, ps(z) =1 — m}

Sea asimismo ¢ : Py X Py — R la aplicacién definida por
1
o(p,q) = / p(z)q(z)xdzr para todo p,q €P,.
0

Responda razonadamente a las siguientes preguntas:

(i) Demuestre que A es una base de P .
(ii) Demuestre que ¢ es una aplicacién bilineal simétrica.

(iii) Senale la matriz de ¢ con respecto de la base A.
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SOLUCIONES

Solucién 1 Si f: E— V es lineal debe cumplirse que para todo z, y € Fy «, f € R:
flaz + By) = af(z) + Bf(y).

La aplicacién f definida en A) no cumple la propiedad de linealidad como es sencillo comprobar ya que

f((a,b) + (¢,d)) # f(a,b) + f(c,d).
En efecto, tomemos (a,b) = (1,0), (¢,d) = (—1,0), entonces

Fla,b) = f(1,0) = (124 0,1 —0) = (1,1)
fle,d) = f(=1,0) = (—1)* +0,~1 —0) = (1, —1)
f( avb) + (Ca d)) = f((170> + <_170)) = f(07 0) = (070)

Por tanto
f((170) + (_17())) - f(0,0) - (070) 7é (270) - (17 1) + (17 _1) = f((l,O)) + f(_170)
y por tanto la funcién no es lineal.

La aplicacion g tampoco es lineal porque el determinante de la suma de dos matrices no es la suma de los determinantes de los
sumandos, es decir, g(A + B) # g(A) + g(B).
Ninguna es lineal.

Solucién 2 a) Sean v = (vy,v2,v3), W = (w1, wo, w3) € R, X\ € R cualesquiera. Operando

f(v+w) = f(uvg+w, v+ wy,v3 +ws3) =
= ((ve +wq) + (v3 +w3), (v3 +w3) — (v1 +wr), (V1 +wy) + 2 (vy + ws))
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f()\V) = f()\(/Uh V2, U3)) = f(AUh AU?; )\U3)
= ()\UQ -+ )\Ug, )\’03 — )\Ul, )\Ul + 2)\1}2)
= (Mg +v3),A(vs —v1), A (v1 + 209))
= /\(Ug + V3, V3 — VU1, U1 + 2U2)

= M)

Por tanto la aplicacion es lineal.

b) Utilizamos notacién matricial. Denotando X7 = (z1 w9 23)7, YT = (y1 y2 y3) los vector de coordenadas del x = (1, z9, 73) ¥
de vector imagen y = f(v) = (y1,y2, y3), basta ver que

To + T3 0 11 T
Y = T3 — X1 =| -1 0 1 To | = AX
x|+ 2.772 1 2 0 XT3
Luego
0 11
A= -1 0 1
1 20

es la matriz que define a la aplicacion lineal.

Solucién 3 T no es una aplicacién lineal por el término cuadratico de la primera coordenada. De hecho se puede comprobar facilmente,
tomando el vector v; = (1,0,0) y el escalar A = 2 entonces Av; = (2,0,0) pero

T(Avi) = T(2,0,0) = (4,2,2,0) # (2,2,2,0) = 2(1,1,1,0) = AT(v1)
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natural la matriz asociada lo que prueba que efectivamente son aplicaciones lineales. Denotamos por X7 = (x; 9 z3)7, YT = (y;
Y2 Y3 Ys) los vectores de coordenadas de un vector genérico v = (x1, 9, x3) y de su vector imagen y = f(v) = (y1 Y2 y3 y4) Para
la aplicacion lineal T5 basta ver que

1 — I3 1 0 -1 T
| w1 -1 1 )
Y= 1 “11 0 o f = A X
Ty — Ty 0 1 -1 3
en donde

1 0 -1
1 -1 1
Ay = 1 0 0
0 1 -1

es la matriz asociada a la aplicacién T5. Del mismo modo para la aplicacion T3 se tiene

—I3 0 0 -1 .
1
y — T 1+ X3 _ 11 1 T _ A3X
Ty — T -1 1 -
T, — T3 1 0 -1 3
en donde
0 0 -1
-1 1 1
=1 _11 9
1 0 -1

es la matriz asociada a la aplicacion Tx.
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Luego,
Ker(f) = {(a,b): f(a,b) =0} = {(a,b): f(a,b) = —ar +a+b=0} ={(a,b) eR*: a=0,a+b=0} ={(0,0)}

y
Dim Ker(f) = ,0

Por otro lado, es claro que, por ser (1,0) y (0,1) una base de R? resulta que: Im(f) = G[f(1,0), f(0,1)] = G[1 — z,1]. Como
{1—=x,1} es una base de E, se tiene que Im(f) = E y Dim Im(f) = 2 (lo cual ya sabfamos). Ndtese que Dim Im( f)+Dim Ker(f) =
Dim R?.

Solucién 5 Denotamos X7 = (21 x5 23), YT = (y1 v y3 ya) los vectores de coordenadas del vector v = (1, T, 3) = T1u; + ... + x3u3 y de
su vector imagen f(v) = (y1, Y2, Y3, Ys) = y1w1 + ... + yswy. Sabemos que

Y = AX

en donde A, la matriz de la aplicacién tiene como columnas las coordenadas de la imagenes de la base {uy, us, uz} con respecto
de {w1, Wa, w3, Wy} . Como f(u;) = 2w; —ws — 3ws el vector columna correspondiente es (2 —1 —3 0)7 que sera el primer vector
columna de la matriz A. De igual manera como f(us) = —w; + wy — w3 + wy el vector de coordenadas (—1 1 —1 1)7 serd el
segundo vector columna y como f(uz) = wy + wy entonces (0 1 0 1)7 serd el tercer vector columna. Luego

2 -1 0
-1 1 1
A= -3 -1 0
0 1 1

A
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2 -1 0 0
-1 1 1 e
3 -1 0 SCA I
0 1 1 3 0

Como coinciden los rangos de la matriz A y de su ampliada ampliada y ademés coincide con la dimensién del espacio
rango A = rango A* = 3 = dim R?

el sistema es compatible determinado por el Teorema de Rouché-Frobenius y tiene al vector 0 = (0,0,0) como tnica solucién.
Luego Ker f = {0} se reduce al subespacio nulo y no tiene por tanto base.

c¢) Las ecuaciones paramétricas de f son las imagenes de la aplicacién

n 2 1 0 2 -1 0 )
v | ~1 1 1] | -1 1 1 !
8 i I Il IO Il I Bl R O
Ya 0 1 1 0 1 1 3
es decir
Y1 20 — A2
Y2 | _ —A1F Ao+ A3
Y3 =31 — Ao
Yy A2+ Ag

Luego como hemos visto en el libro el subespacio I'm f no es mas que es el sistema generado por los vectores columna de A.

1 ’ 11 )
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rango de A es 3 y el nimero de filas es 4 podemos hacer ceros todos los elementos de una fila mediante eliminacién Gausssiana.

De hecho partiendo del sistema

U1 2 -1 0
A1
Yo B -1 1 1 \
ys | | =3 =1 0 ;
m 0 1 1 3
si multiplicamos la primera fila por 1/2 obtenemos el sistema equivalente
y1/2 1 =1/2 0
A1
Yo B -1 1 1 \
us | | =3 =1 0 ;
m 0 11 3

Sumando la primera fila a la segunda, y de igual modo la primera fila multiplicada por el factor 3 a la tercera fila se tiene el

sistema equivalente

~1/2

u 1 0
2
p+4 | [0 12 1 il
s+ ] 7| 0 =5/2 0 o
Ya 0 1 1 3

Suméndole a la cuarta fila la tercera multiplicando la tercera fila por el factor 2/5 se obtiene el sistema equivalente

( pin (AN
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De igual manera restando a la cuarta fila la segunda fila tenemos

w 1 —1/2 0 \
S =Byt iyt =gt -y | _ [0 1/2 0 A;
ys + 0 —5/2 0 \

yat 2ys + %) 00 1 ’

Finalmente sumandole a la tercera fila la segunda multiplicada por el factor 5 obtenemos

5l 1 —1/2 0

, 1 —%yﬁgz—%ys—w o 12 0

Y3 + 25 4 5(—15Y1 + Y2 — £Y3 — Ya) = Y1+ DY2 — Y3 — Sya 0 0 0
ys + 2(ys + 22) 0 0 1

Luego

A
B A\ = 22
2 2
1 n 2 _ A2
101/1 Y2 5y3 Yy = 5
Y1 +5y2 —yz3 —5Sys = 0
2 3y1
z 29y — )
Ya + 5(y3 + 9 ) 3

y es precisamente la tercera igualdad, asociada a fila con todos cero, la ecuacién implicita buscada

Cartagena99

Y1 +9y2 —y3 —doys =0
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Solucion 6

se tiene que
220 — XA F5(= A+ A+ A3) — (—3A — A2) = 5( A2+ A3) =0

Por el teorema de la dimension dim V=dimKerf 4+ dim I'm f, y como en este caso dimV = 3, dim Ker f = 0 entonces necesaria-
mente dim I'm f = 3. Luego para hallar una base de I'm f basta hallar tres vectores de I'm f que sean linealmente independientes.
Los vectores columna de A constituyen dicha base ya que son linealmente independientes y por definicién generan Im f (véase
a este respecto pagina 77 del libro texto).

a) Denotamos X7 = (z1 xo x3)T, YT = (y; yo) los vectores de coordenadas del vector v = (x1, %9, x3) y del vector imagen
y = f(v) = (y1,y2). Luego v = x1(1,0,0)+ 22(0,1,0)+ x3(0,0,1) por la linealidad de f

f(v) = x1f(1,0,0) + 22£(0,1,0) 4 23(0,0,1)
= 21(2,1) + 22(0, —1) + z3(—1,1)

= (221 — x3,01 — T2 + T3)

Luego
(Y1,92) = (221 — 23,21 — T2 + 3
Matricialmente
T
Y2 23
b) Como

(20 O[5 ) ()
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c¢) Hay que buscar un vector w = (w1, wy, w3) € R? verificando f(wy, ws, ws) = (1, —3). Matricialmente es equivalente a resolver

el sistema
wq
2 0 -1 1
w3
Es un sistema lineal compatible indeterminado con un parametro, su conjunto de soluciones viene dado por

S ={(A3A+2,2A—1) = {(0,2,-1) + A(1,3,2) : A € R}

Como (0,2, —1) es una solucion, el vector con coordenadas w = (0,2, —1) verifica la ecuacién pedida. De hecho compruébese que

G (3)-)

1 -1 1 1 -3

S no es un subespacio vectorial. Por ejemplo el vector 0 = (0,0,0) no verifica (??), recordemos que el vector nulo pertenece a
cualquier subespacio vectorial.

d) Ker f ={v € E: f(v) = 0}. Matricialmente denotando V = (v; v, v3)T las coordenadas de v = (vy,v9,v3), entonces

U1
Ker f={V=| v, | ER*: AX =0
U3

2 0 -1 Y (o0
1 -1 1 2 1=\ o
U3

Es un sistema lineal compatible determinado cuvo conjunto de soluciones viene dado por {(A.)3.2)\) : A € R}. Luego

Luego se trata de resolver el sistema
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Deducimos asimismo de la expresién anterior que una base de Ker f estd formada por el vector v = (1, 3,2), luego Ker f es un
espacio de dimensién 1.

e) Por definicién Im f = f(V'), luego la imagen de una base del espacio de salida V' constituye un sistema generador del subespacio
Im f. En este caso el sistema

T = {f(1’070)7 f(07 170)7 f(17070)} = {(27 1)7 (Ov _1)7 (_17 1)}

constituye un sistema generador de Im f por ser la imagen de la base candnica. Luego hay que encontrar un subconjunto T
de vectores linealmente independiente. En este caso es secillo que el rango del sistema es 2, ya que no puede ser tres porque
llegarfamos al absurdo de que la dimensién de la imagen es mayor que el espacio R? en donde esté contenido. Por otro lado los
dos primero vectores son claramente linealmente independientes. Por tanto {(2,1), (0, —1)} constituye un posible base de Im f
que tiene por tanto dimension 2.

Solucién 7 El determinante de la aplicacion, fijadas ambas bases, es el determinante de la matriz asociada. La matriz asociada respecto de
la base canénica A = {(1,0),(0,1)} es directamente
2 0
(53)

(n)=(20)(n)

en donde y = f(x) = (y1,¥2), X = (21,22) son las coordenadas de un vector genérico x y su imagen f(x). En vectores columnas

ya que

X = ( 1 , Y = I1) esto se expresa como
L2 Y2
Y = PX 9)
2 0 \) . . . :
en donde P = ( " ). Lamatriz de cambio de la base B = {(1,2),(1,0)} a la base canénica A = {(1,0),(0,1)} viene
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en donde recordemos que su columnas no son mas que las coordenadas de la base B respecto de la base A (véase p. 63 libro de

texto) . Luego en general si denotamos por X’ el vector columnas las coordenadas de x respecto de B

(11N,
x=(4 )

y de igual manera para los vectores de coordenadas de la imagen
(11 ,
y = ( ol ) y
11 ;o 2 0 11 /
(2 O)Y_(—l 0)(2 O>X
11 '/ 2 0\/11
' N /
vex=(h0) (Ao)(aa)x

Por tanto la matriz de cambio de base es

Sustituyendo (?7?), (??) en (?7) tenemos

luego

-1
Coipn (101 2 0\[/1 1
reptee=(y o) (Z0)(20)

y su determinante es el producto
2 0

-1 0

1

[P’ =
|B|

UWH=WF‘ 'za

(10)

(11)
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Solucién 8 En primer lugar el rango de P es 2 ya que como mucho puede ser 2 y encontramos una submatriz de dicho orden con determinante
no nulo

B

Denotemos la base A = {(1,0,—1),(0,1,1),(=1,1,—-1)} = {v1,vs,v3} y la base canénica B = {(1,0),(0,1)} = {wy,ws}.
3

Asimismo denotemos por X7 = (x1 z, x3) las coordenadas respecto de la base A de un vector v = > x;v; y por Y = (y1 9)
i=1

T

las coordenadas respecto del vector imagen f(v) de la base canénica f(v) = éyiwi. Por hipdtesis
Y =PX
Si denotamos ahora por X'7 = (x} x4, %) las coordenadas con respecto de la base A’ sabemos que X’ = AX y por tanto
X =A% (12)

en donde A es la matriz de cambio de base. Dicha matriz la podemos calcular directamente como un producto de matrices (véase
ejercicio 9 de la autoevaluacién del capitulo anterior)

0 2 1 1 0 -1
A= 0 -1 0 0 1 1
-1 1 2 -1 1 -1

luego
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1 0 —1 0 2 1
AT = 0 1 1 0 -1 0
-1 1 -1 -1 1 2
2 1 1
2 I -1 0 2 1
= I I 0 —-10
- 3. 3 3
55 o3/ N1 1o
1 2
5 1 0
= T S|
1334
5 —3 !

Del mismo por Y’ = (3} 5 ) las coordenadas con respecto de la base B’ sabemos que
Y' = BY

en donde B es la matriz de cambio de base B a B’
1
-2 1 _3
_ _ 7
b= ( 13 ) N < : )

B Y =PA'X =Y =BPA X'

~JIho~ |~

Por tanto de (?7), (?77?)

Luego la matriz ) asociada las bases A’ y B’ esta dada por

Q = BPA'=

e RAEERAY N R

(13)
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Solucion 9

Compruébese que por ejemplo el vector de R® que tiene a X7 = (1,0,0) (coordenadas respecto de la base A) y cuyo vector
imagen tiene como coordenadas con respecto a la base candnica al vector

1
2 -1 0 2
PX:(1 0 2) 8 :(1)

Con respecto de la base B’ el vector imagen tiene que tener el siguiente vector de coordenadas

en donde X’ = (3 0 1) son las correspondientes coordenadas de dicho vector respecto de A’. Dicho vectores son iguales ya que
si pasamos esta iltimas coordenadas a la base candnica

—g(—2,1)+§(1,3) — 2,1

éstas coinciden.

Por otro lado de igual forma que P la matriz () su rango es 2 ya que encontramos una submatriz de dicho orden con determinante
no nulo, en este caso

Tal como dijimos en el ejercicio anterior, la matriz asociada de la aplicacion tiene como columnas las coordenadas de las imagenes
de los vectores de la base de la imagen del espacio de salida con los del espacio imagen (véase p. 79 libro de texto). En este caso
la base es coincidente en el espacio de salida e imagen, y ademéas por ser un aplicacion lineal entre espacios de dimensiéon 3 la

=~
|

| W

e
Il
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Como
fpo) = f(1)=1(z — 1) =2® =22+ 1 = py(z) — 2p1(7) + 1po(2)

se tiene que la primera columna de la matriz viene dada por el vector

1

—2

1
De la misma manera

y la segunda columna viene dada por

Finalmente

y la tercera columna viene dada por

Luego la matriz asociada viene dada por

(1—11\
-2 1 0
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Compruebe que por ejemplo si consideramos polinomio p = % +  + 1 con vector de coordenas X = ( 1 11 )T respecto de la
base A y se tiene que su polinomio imagen

f@)=@—-1>24+@@-1)+1=2>—-z+1

. > T . . .
tiene como vector de coordenas Y = ( 1 -1 1 ) con respecto de la misma base. Y que efectivamente se verifica

yque
1 1 -1 1 1
Y= -1 ]|= -2 1 0 1
1 1 0 0 1

Solucién 10 La opcién A) es falsa porque un sistema de ecuaciones puede no tener solucién, en este caso serfa un sistema incompatible. La
solucién del sistema AX = B representa el original del vector (by,...,b,). Luego la opcién C) es cierta. La opcién B) es falsa
porque B no tiene porque ser el vector columna 0, es decir, el sistema no tiene por qué ser homogéneo.

Solucién 11 Denotemos

~

I
oo~
o~
—_ o o

El polinomio caracteristico viene dado por

1—
p(A) =[P = Al| =

S O

1 0
-\ 0=(1-))?
01—\

1

Dicho polinomio tiene A\; = 1 como raiz de multiplicidad 3. Las ecuaciones del espacio F; asociado al autovalor son

/0 1 0N [/ +. N\ [ 0\
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Luego el subespacio asociado al autovalor A\; =1 es

E1 = {(:131,0,:63) 1 T1,%3 € R}
Claramente es el subespacio generado por los vectores v; = (1,0,0), vy = (0,0, 1)
E; = Glvy, vo

y por tanto es un subespacio de dimensiéon 2. La matriz no es diagonalizable ya que la dimensién de dicho subespacio, 2 en este
caso, no coincide con la multiplicidad de la raiz del autovalor que es 3.

Solucién 12 (i), (ii). Como el espacio es de dimensién 4 denotemos por X7 = (z1 z9 3 14), YT = (y1 y2 y3 ya) los vectores de coordenadas
de un vector (o matriz) genérica v y de su vector imagen y = f(v) = (y1 y2 y3 y4) respecto de la base A. Eso quiere decir que

f(
NE A 10 0 1 00 0 0
=(n)=n(on)en(io)en(V0) (i)

Yyr Y2
Ys Ya

y respectivamente

f(v) =

Por otro lado la matriz asociada a la aplicacién viene dada por

11 0 -1
-1 1 0 1
P= o 0 0 O
0 -1 -1 0
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f(V) tiene como coordenadas al vector

o 1 1 0 -1 2 12
|l [ -1 1 0o 1 12 | | 12
1| o o o o 17| o
m 0 -1 -1 0 2 ~11

Luego en notacion matricial se corresponde con lo siguiente

f 2 12 (12 12
-1 2 n 0 -—11
(iii) En este caso tenemos la base

o= o= (3 om0 )= (5 1) = (5 0)):

Como
Wi = —Vy
Wo = —Vi
W3 — Vyu
W1 = —V3

La matriz de cambio de la base B a la base A viene dada por la matriz
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(recuérdese del capitulo anterior la matriz de cambio de base es aquella que tiene como columnas las coordenas de los elementos
de la base B con respecto de la base A, véase p. 63 libro texto). Por tanto la matriz de cambio de base de la base A a la base B
es su inversa que denotamos por

-1

0 —1 0 0 0 -1 0 0

o -1 0 0 0 -1 0 0 0
A=B7=1 9 o 0 -1 B O
0 0 1 0 0 0 —10

Denotando en este caso por X7 = (2} o % 2}), Y'T = (v} yb v4 ) los vectores de coordenadas del un vector (o matriz) genérica
vy de su vector imagen y = f(v) = (y1 y2 Y3 y4) respecto de la base B. Por un lado sabemos que la aplicacién lineal viene dada

como
Y =PX (14)
y por otro por el cambio de base
Y = BY', X = BX’ (15)
Luego de (??) y (?77?) se tiene
BY' = PBX'

y por tanto
Y = B"'PBX' = APBX'

Luego la matriz asociada vendra dada por

0 -1 0 O 1 1 0 -1 0 -1 0 O 1 -1 -1 0
-1 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 O | |1 1 1 0
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2 12

1 9 ) tiene como vector de coordenadas

Por ejemplo el vector v = (

XT=(-12 -2 2 1)

con respecto de la base B y por tanto la coordenadas de su imagen f(V) con respecto de la base B vendran dadas por

—12 1 -1 -1 0 —12 —12
—12| |11 1 0 -2 | | -12
13 ] |1 0 o0 1 2 | 7| -1
0 00 0 0 1 0

que se corresponde con la matriz

0 -1 ~1 0 0 0 0 0 12 12
_12(0 0)—12(0 o)_”(o 1)+0<—1 0)2(0 11

tal como vimos en el apartado anterior.

(iv) En este caso tendriamos que

Y' = APX
luego la matriz asociada en dicha referencia seria
0O -1 0 O 1 1 0 -1 1 -1 0 -1
=15 0 0 Lo 0 0 0|l 2 g o
0O 0 =10 0 -1 -1 0 0O 0 0 0
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se tiene que la aplicacién de la matriz a las coordenadas de v con respecto de A nos devuelve las coordenadas de su imagen con
respecto de B ya que

1 -1 0 -1 2 —12

-1 -1 0 1 12 1 | —12
0 -1 -1 0 -1 | | —-11
o 0 0 O 2 0

tal como hemos visto en los apartado anteriores.

(v) Partimos del subespacio

o {( 1) s

e utilizaremos siempre coordenadas con respecto de la base A. Por definiciéon

JV1) =A{f(v1) : vi € Vi}
(ha)=o(o1)=(i0)
(o )= (00)]

(de hecho es una base por ser vectores linealmente independientes) y por tanto un sistema generador de f(V7) esta dado por la
imagen de dichas matrices (véase p. 77 libro de texto). En coordenadas con respecto de la base A se corresponde con el sistema
generado por los vectores w; = f(v1), we = f(vy) de coordenadas

Luego como

El subespacio esta generado por el sistema
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11 0 -1 0 0
-1 1 0 1 0 0
¥ 0O 0 0 O | 0
0 -1 -1 O 0 -1

respectivamente con respecto de la base A. Los vectores wy,wsy son claramente linealmente independientes y por tanto constituyen
un base del espacio imagen f(V]) que tiene por tanto dimensién 2. Las coordenadas paramétricas viene dadas por

U1 ]_ 0 )\1
y2 | 1 0 _ A
s | =M 0 [T 0 |7 0
Ya -1 —1 A1 — Ay

Como estamos en un espacio de dimensién 4, y el subsespacio f(V}) tiene dimensién 2 debemos buscar dos ecuaciones implicitas.
Se obtiene facilmente despejando los pardmetros en la ecuaciones parametricas (véase capitulo anterior)

Yys = Oa
y1—y2 = 0

1 -2

1 0
pertenezca al subespacio f(V;) debe verificar las ecuaciones implicitas que caracterizan al mismo. Pero en este caso se ve que
claramente no las cumplen ya que y3 =1 # 0

Para que la matriz
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Solucién 14 En este caso el polinomio caracteristico viene dado por

2—-A 0 -2

p(\) = |[P—A|= 12— 1| =
—2 0 2-2)
2 — )\ 1 1 2-A
= 2=2) ()2—A‘_2'—2 o’

= 2-N°—42-N)=2=-N(2-)N*—-14)
= (2= N)(=4XA+2?)

cuyas raices \; = 2, Ay = 0, A3 = 4 son los autovalores. Por tener tres autovalores distinto la matriz es diagonalizable por el
teorema de caracterizacion. Calculemos los subespacios asociados.

El subespacio asociado E; = {X € R3*! : (P —21)X = 0} al autovalor A\; = 2 est& determinado por la ecuacién

(P-2DX = 0«

0 0 -2 1 0
10 1 T = 0
-2 0 0 T3 0

Este ultimo sistema es un sistema compatible indeterminado con un parametro cuyo conjunto de soluciones viene dado por
{(0,,0) = «(0,1,0) : @« € R}, luego
E, = G[(0,1,0)]

y por tanto v; = (0, 1,0) es un autovector asociado.

El subespacio asociado Ey = {X € R**! : (P — 0I)X = 0} al autovalor Ay = 0 estd determinado por la ecuacién

ANNYXY — (0

(D
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

C artagena9 9 LLAMA O ENVIA WH,_A\:r_SApp: 686 454470

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

Este sistema es también un sistema compatible indeterminado con un parametro cuya conjunto de soluciones viene dado por
{(a, —a, ) = a(1,-1,1) : a« € R}, luego
E2 = G[(lv _17 1)]

y por tanto v; = (1, —1,1) es un autovector asociado.

El subespacio asociado E3 = {X € R3*! : (P — 41)X = 0} al autovalor A\3 = 4 estd determinado por la ecuacién

(P—4DX = 0&

-2 0 -2 T 0
1 -2 1 ) == 0
2 0 -2 o 0

Es un sistema compatible indeterminado con un pardmetro cuya conjunto de soluciones viene dado por {(—«,0,a) = a(—1,0,1) :
a € R}, luego
Es = G[(=1,0,1)]

y por tanto v; = (—1,0,1) es un autovector asociado.

Luego la base de autovectores es B = {(0,1,0), (1,—1,1),(—1,0,1)} y la matriz de paso correspondiente, matriz de cambio de
base de A a B, es

-1

0 1 -1 14
A=[1 -1 0 = 2 0 3
0 1 1 -3 0 3
luego su matriz diagonal asociada es D = APA™!, es decir
114 2 0 -2 0 1 -1
D = 5 0 3 12 1 1 -1 0
—2 0 3 -2 0 2 0 1 1
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Solucién 15 En este caso el polinomio caracteristico viene dado por

0—A 1 0
p(A) = |[A=)\|= 2 —2-A 2 | =
2 —3 2-)
—2- A 2 2 2
- _A‘ -3 2—/\‘_1'2 2—/\’
A (AN +2) —1(-2))
-\

cuya raiz A\; = 0 tiene multiplicidad 3. El subespacio asociado
E, ={X eR¥*':(A-0)X =0}

al autovalor A\; = 0 esta determinado por la ecuacién

AX = 0«&
0 1 0 T 0
2 =2 2 Ty = 0
2 -3 2 T3 0

Recordemos que para que la matriz sea diagonalizable el espacio tiene que tener dimension igual a la multiplicidad del autovalor,
en este caso 3. Esto implicarfa que E; es todo el espacio R? lo que seria solamente posible si A fuese la matriz nula. De hecho
como el rango de la matriz del sistema A es 2 por Rouche-Frobenius el sistema es compatible indeterminado con un parametro,
luego el espacio E; tiene dimensién 1. Resolviendo el sistema
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Solucién 16 Dada una matriz A cuadrada, su ecuacién caracteristica es |[A — XI| = 0.

Las soluciones de la ecuacion caracteristica de A son sus valores propios o autovalores. La ecuacion caracteristica de A es
|A = X| = (A—=3)%(A+1) = 0 lo que nos lleva a que los valores propios son A\; = 3 (con multiplicidad doble) y Ay = —1.
Sustituyendo los valores propios encontrados se tiene: |A —3I| =0y |A+ I] = 0. Lo que nos lleva a que |[A —3I| = |A+ ]| =0.
Por tanto es correcta la opcién B).

Las opciones A) y C) son falsas porque en cada una de ellas un término si es 0 (el correspondiente al autovalor) y el otro no.

Solucién 17 a) El polinomio caracteristico viene dado por

11—\ 0 1
p(A) = |P—\| = I —1-) 0]=2+A-A2- )\
0 1 —1-2A

Razonando graficamente el polinomio tiene una tnica raiz real que podemos denotar por c. Si dicha raiz tuviese multiplicidad 3
entonces necesariamente

P(/\):—()\—6)32—/\3+3)\20—3/\c+c3:2+)\—)\2—)\3

lo que implicarfa el absurdo ¢® = 2, 3¢ = —1, —3¢ = 1. Luego la raiz no tiene multiplicidad 3 y la matriz no es diagonalizable
por el teorema de caracterizacion.

b) El polinomio caracteristico viene dado por

11—\ 1 -1
p(A) =1Q = X| = 0 1—X —1|=-XN44\2_4)+2
—1 02—\

Razonando graficamente el polinomio tiene una tnica raiz real que podemos denotar por c. Si dicha raiz fuese de multiplicidad
3 entonces necesariamente
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c¢) El polinomio caracteristico viene dado por

3—A 0 8
p(\) = |H — \| = 3 —1—2A 6| =—1—-3X1—3\2—-\3
-2 0 —=5—2A
El polinomio p(A) = —1 — 3\ — 3)A? — A? tiene a A\; = —1 como raiz triple. Luego para que sea diagonalizable su subespacio

asociado Fy; = {X € R¥*!: (H + I)X = 0} debe tener dimensién 3.

4 0 8 1 0
-2 0 —4 T3 0

E;, por tanto, estd dado por una ecuacién implicita en R?® luego tiene dimensién 2. Luego concluimos que la matriz no es
diagonalizable.

Solucion 18 Pensando en terminos de la matriz dada en un ejercicio anterior que sabemos no diagonalizable, podemos construir la matriz

0 1 000
2 =22 00
B=|2 -3 200
0 0 000
0 0 000
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cuyo polinomio carateristico viene dado por

0— A 1 0 0 0
2 —2—-X 2 0 0
p(A) = |B-=\|= 2 -3 2-X 0 0 |=
0 0 0 - 0
0 0 0 0 =X
0— A 1 0
= (=1 (=N (D" (=N]| 2 —2-x 2
2 -3  2—=A
= (DT ENED)THENEN) = =N
Este polinomio tiene a Ay = 5 como raiz con multiplicidad 5. Por el teorema de caracterizaciéon para que la matriz fuese

diagonalizable necesariamente el espacio asociado al autovalor A\; = 5 tendria que tener dimension 5 lo que solamente es posible
si la matriz B es nula, por tanto dicha matriz no es diagonalizable.

Solucién 19 Con las condiciones del problema, tenemos:

A=p1 ( (2) _01 ) P = det(A) = det(P~') det ( (2) _01 ) det P.
Como det(P~1) = ! entonces det(A) = det 2.0 _ o
det(P)’ 0 —1

Solucién 20 Sean X7 = ( T1 Ty X3 ), YT = ( Y1 Y2 Y3 ) lo vectores columnas de coordenadas de un vector v y su imagen f(v) respecti-
vamente con respecto de la base A. Por hipotesis
Y =PX

Por otro lado denotemos la base canénica B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y sea A la matriz de cambio de de la base A a B
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que nos da las coordenadas X' = AX | Y’ = AY del vector v y su imagen f(v) respectivamente con respecto de la base canénica
B. De todo esto por tanto Y/ = APA™'X’ con lo que Q = APA~!. Como

2 5 1

3 3 3

At=10 -1 0

i1 _1

3 3 3

entonces

1 2 1 1 -3 3 2 2 3 13 45 0
Q=10 -1 0 3 =5 3 0 -1 0 |J=( -3 =11 0
1 1 =2 6 —6 4 % % —% -6 —18 -2

es la matriz asociada a la aplicacion con respecto a la base canonica.

b) Estudiemos ahora si la matriz @) es diagonalizable. El polinomio caracteristico viene dado por

13-\ 45 0
p(N) = [Q=M|=| -3 —11-x 0 |=
6 —18 —2-—\
13- ) 45
= @M 3 0

= —(A+2)(-8-21+)%)

cuyos autovalores son A\; = —2 con multiplicidad doble y A3 = 4 con multiplicidad simple.

Calculemos los subespacios asociados.
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El subespacio asociado F; = {X € R¥!: (Q + (—2)I)X = 0} al autovalor \; = —2 est& determinado por la ecuacién
Q+2)X = 0&

15 45 0 a 0
-3 -9 0 | = |0 |
—6 —18 0 3 0
I
(-3 =9 0)[ 22 | = 0&
T3

—31’1-91‘2 =0

en donde hemos eliminado la primera fila y tercera fila del sistema ya que son combinacién de la segunda. Este ultimo sistema es
un sistema compatible indeterminado con dos pardmetros cuyo conjunto de soluciones viene dado por {(—38, 8, a) = 5(—3,1,0)+

a(0,0,1) : o, B € R}, luego Ej es el subespacio generado por el sistema {(—3,1,0),(0,0,1)} que constituye una base del mismo
por ser los vectores linealmente independientes

E, = G[(-3,1,0),(0,0,1)]
Por tanto v} = (=3,1,0) y v? = (0,0, 1) son los autovectores asociados al autovalor A\; = —2.
El subespacio asociado Fy = {X € R**!: (Q —4I)X = 0} al autovalor Ay = 4 estd determinado por la ecuacién
Q-4DX = 0&

9 45 O T 0
-3 =15 0 T = 0| &
—6 —18 —6 T3 0

(2 (=) - ()
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E; = G[(=5,1,2)]
ve = (—5,1,2) es un autovector asociado al autovalor \y = 4. .

La base de autovectores es C' = {(—3,1,0), (0,0, 1), (—=5,1,2)} y la matriz de paso, matriz de cambio de base de B a C es

-1

-3 0 =5 20
A= 1 0 1 = 1 3 1
0 1 2 - =30

luego su matriz diagonal asociada es D = AQA™!. Sean X* = (zy,...,2,), YT = (y1, ..., yn) lo vectores columnas de coordenadas
de un vector v y su imagen f(v) respectivamente con respecto de la base A. Por hipétesis

Y =PX

Por otro lado denotemos la base canénica B = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} y sea A la matriz de cambio de base de A a B

1 2 1
A=10 -1 0
1 1 =2

que nos da las coordenadas X’ = AX | Y’ = AY del vector v y su imagen f(v) respectivamente con respecto de la base candénica
B. De todo esto por tanto Y’ = APA™1X’ con lo que Q = APA~!. Como

O wlr

1

2 5

e 3 3
e I
L1 _1

3 3 3

entonces
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es la matriz asociada a la aplicacion con respecto a la base canonica.

b) Estudiemos ahora si la matriz @) es diagonalizable. El polinomio caracteristico viene dado por

13-A 45 0
pA) = |Q-A|=| -3 —11-x 0 |=
6 18 —2-A
13- X 45
= —@FEN Ly s

= —(A+2)(=8-2x+ X%
cuyos autovalores son A\; = —2 con multiplicidad doble y A3 = 4 con multiplicidad simple.
Calculemos los subespacios asociados.

El subespacio asociado F; = {X € R¥!: (Q + (—2)I)X = 0} al autovalor \; = —2 est& determinado por la ecuacién
Q+2)X = 0&

15 45 0 T 0
-3 -9 0 T = 0]«
—6 —18 0 T3 0
o
(-3 =9 0)| 2 | = 0&
T3
—31‘1—91’2 =0

en donde hemos eliminado la primera fila y tercera fila del sistema ya que son combinacién de la segunda. Este tultimo sistema
es un sistema compatible indeterminado con dos parametros cuyo conjunto de soluciones viene dado por

{(=38,8,0) = 8(=3,1,0) + a(0,0,1) : o, € R}
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y por tanto vi = (=3,1,0) y v} = (0,0,1) son los autovectores asociados al autovalor A\; = —2.

El subespacio asociado Fy = {X € R*! : (Q — 4I)X = 0} al autovalor Ay = 4 estd determinado por la ecuacién

Q-4DX = 0«

9 45 0 7 0
—3 —15 0 n| = [0]e
—6 —18 —6 73 0
—3 —15 0 A
(—6 ~18 —6) "2 _(0>
T3

en donde en el sistema final hemos descartamos la primera fila por ser combinacion lineal de la segunda. Es un sistema compatible
indeterminado con un parametro cuyo conjunto de soluciones viene dado por

{(=ba, a,2a) = a(—5,1,2) : « € R}

E5 es el subespacio generado por el sistema {(—5,1,2)}

E2 = G[(_57 17 2)]
por tanto ve = (—5,1,2) es un autovector asociado al autovalor Ay = 4. .
La base de autovectores es C' = {(-3,1,0),(0,0,1),(=5,1,2)}, la matriz de paso, matriz de cambio de base de B a C es

-1

-3 0 =5 20
A= 1 0 1 = 1 3 1
0 1 2 -3 =20
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luego su matriz diagonal asociada es D = AQA™!, es decir

5 2.0 13 45 0 -3 0 =5

D = 1 3 1 -3 —11 0 1 0 1

-z -390 —6 —18 —2 0 1 2
-2 0 0
= 0 -2 0
0 0 4

Solucién 21 La Expresién matricial de () en la base B es:

ano)= (o w2) (1 1) (%)

La matriz P del cambio de la base B’ en la base B sera

La expresién matricial de () en la nueva base B’ sera
QB/(SE‘) = ( 1 T2 ) (
= (o) (

Por tanto la respuesta correcta es la opcién C).

O = ==
o O
~_

Solucién 22 ( La matriz A de la aphcamon tiene como columnas las coordenadas de la imagenes de la base {u;, u,,us} con respecto de la
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x1
M) Kerf=¢ X =1 2o | €R®: AX =0 3 .El sistema
T3
1 1 2 1 0
1 -1 0 xro | =10
es compatible indeterminado con un parametro. De hecho considerando z3 = A como parametro, la solucion del sistema viene

dada por

Ker f={(—-\,—\,\): A e R}
De aqui directamente obtenemos que Ker f tiene dimensién 1y {(—1,—1,1)} es una base. Como
dimR?® — dimKer f =3 - 1=2,

necesariamente tiene que haber dos ecuaciones implicitas. De

:1:1:—)\
ZEQZ—)\
173:)\

sumando las dos primeras ecuaciones y restando la tercera multiplicada por el factor 2 eliminamos el parametro y obtenemos la
primera ecuacién implicita
$1+$2+2$C3: “A=A+2X=0

Del mismo modo restando las dos primeras ecuaciones obtenemos una segunda ecuacién implicita linealmente independiente a la
anterior

xl—xgz—)\—(—/\):()
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Solucién 23

(c) Por el teorema de la dimensién, dimIm f = dimR? — dim Ker f = 3 — 1 = 2. Las ecuaciones pardametricas viene dadas
directamente por

Y1 = T1 + To + 273

Yo = T1 — X2

Ys = —&1 — X3

Sumando la dos primeras ecuaciones y la tercera multiplicada por el factor 2 eliminamos parametros y obtenemos la tunica
ecuacion implicita
Y1+ Y2 +2ys = o1 + 20 + 223 + 21 — 29+ 2(—x1 —23) =0

Una base viene dada por dos vectores linealmente independiente que verifiquen la ecuacién, por ejemplo
{(1,1,-1),(2,0,-1)}

(i) Matricialmente la aplicacién lineal se puede expresar como

~7 6
Y_PX_(_9 8))(

en donde Y = ( lel ), X = ( il ) vectores columna de coordenadas respecto de la base candnica. Denotado por Y’, X' la
2 2

coordenadas respecto de la nueva base B = {(1,—1),(1,1)} la matriz de cambio de la base B a la base canénica viene dada por

o(4)

luego
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B 'PB =

I
e Y

(ii) El polinomio caracteristico viene dado por

p()\):|A—)\]|:|A—>\I|:‘(_7_;>\ 83)‘:%4-2

y los valores propios las raices de la ecuacié A2 — X —2 = 0, \; = 2, A\, = —1. Por ser diferentes ya sabemos que la matriz es
diagonalizable por el teorema de caracterizacion. Los subespacios propios vienen dados por

= Subespacio propio asociado al autovalor \; = 2.

E, = {(wl,xg): ( :g g) (i; ) = ( 8 )} = {(x1,22) : =321 + 215 = 0}

Es claramente de dimensién uno, siendo el vector {(2,3)} una posible base.

= Subespacio propio asociado al autovalor Ay = —1.

o (2 8) ()= ()}~ s
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La matriz de paso seria

y la matriz diagonal correspondiente

peaso - (3 ) (2 -(2 )

Solucién 24 La matriz viene dada por

0 1 -1
A=\ -1 2 -1
1 -1 2
El polinomio caracteristico asociado
A 1 —1
PN =JA=N|=| -1 2—=X —1 |[==-N+4\2-51+2=—(A-2)(A—1)

1 -1 2-A

cuya raices son A\; = 1 (doble), Ay =2

El subespacio vectorial
E,={XeR: (A-1)X =0}

asociado al autovalor \; = 1 viene determinado por las ecuaciones

A-DNX = O@(:i i :1\(2\_(8\
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Como
Ey = {(z1, 22, =21 + 22) : 21,22 € R} = {21(1,0, =1) + 22(0,1,1) : 21,25 € R}

— G[(1,0,-1),(0,1,1)]

{vi=1(1,0,1),vo = (0,1,1)} es un sistema linealmente independiente y generador, luego constituye una base de autovectores de
E;.

Por otra parte el subespacio vectorial
Ey,={XeR*: (A-2])X =0}

asociado al autovalor Ay = 2 viene dado por

-2 1 -1 1 0
(A-2I)X = 0| -1 0 -1 zo | =1 0
1 -1 0 T3 0
&S r9—2x1—23=0, —x1—23=0, 21 —220=0
& To =T, T3 = —T1

Luego
Es = {(z1, 21, —21) 1 71 € R} = {21(1,1, 1) s 21 € R} = G[(1, 1, —1)]

y directamente {v3 = (1,—1,1)} es la otra base buscada.

Como la dimensién de los subespacios coincide con la multiplicidad de los autovalores en cada caso por el Teorema de caracteri-
zacion podemos concluir que la matriz es diagonalizable con una posible base de autovectores dada por

{vi=(1,0,-1), vo=(0,1,1), vs = (1,1,—1)}

cuya matriz diagonal asociada es

[1 0 0\
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De hecho compruébese que la matriz de paso viene dada por

-1

1 0 1 2 -1 1
Q= 0 1 1 = 1 o 1
-1 1 -1 -1 1 -1
y que
2 -1 1 0 1 -1 1 0 1
D=QAQ'=|( 1 0o 1 -1 2 -1 0 1 1
~1 1 -1 1 -1 2 ~1 1 -1
100
=010
00 2

Solucién 25 Teniendo en cuenta la definicion de aplicacién bilineal de la pag. 113 de Temas de Matemdticas, solo es bilineal la aplicacion
definida en B).

Solucion 26 Para demostrar que la funcién es bilineal basta demostrar que es lineal con respecto del primer argumento ya que la funcion es
simétrica, es decir ¢(f,g9) = ¢(g, f) para todo f, g elementos de F'[0,1]. La linealidad es inmediata (vea Capitulo 7 libro de
texto) por la propiedades de la integral. Para todos f,g, h € F'[0,1], A\, u € R se tiene

oM+ g, h) = / (\f(2) + ng(x)) h(z)dz

= A i f(a;)h(x)dx+u/0 g(x)h(z)dx
= Ae(f,h) + pe(g. h).
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pagina 114 del libro de texto
1
©(Po,Po) = ¢(1,1) = / ldx =1
0
1 272=1
T 1
0

1 23 z=1 1
gp(p07p2) = Qp(l,.TQ) = / 1:172d3: = |:_:| — §
0

3 =0
1 1'3 =1 1
o(p1,p1) = ¢z, x) :/ 22dy = {_} _ -
0 3 =0 3
1 47 x=1
1
o(p1,p2) = ¢z, 2?) :/ dr = {x_] _ =
0 41, 4
1 5 z=1
1
¢<p27p2) == S0($27$2> = / .T4d$ — |:£] N
0 5 =0 )

Por tanto la matriz asociada a ¢ es

WM [ =
NN e T
[NV

Si denotamos por X7 = (ap a1 as ), YT = (by b by ) las coordenadas de dos vectores (polinomios) p = ag + a1z + axz?* y
q = by + by + byx? respecto de la base A entonces se tiene
EEEATEA
on )= a0 g. ao ) 1 h

=0 =
=0 =
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respecto de la base A) es

-1 0
0
1

S O N

1
0
entonces la matriz asociada a ¢ respecto de la base B viene dada por

T

-1 0 2 1 11 -1 0 2 -4 -1
BTpB=[ 1 0 0 13 3 1 oo |=(-% & 2
0 10 3 1 % 0 10 -1 £ 4

Como ejemplo el polinomio p = x — 1 que tiene como vector de coordenadas respecto de la base B el vector

1
0
0
por coincidir con el primer elemento de la base. Por otro lado
1 1
~ 5, 2 _21 ! 1
e®B,P)=(100)( —5 5 s 0 =3
-1 3 4 0

Lo que coincide si los calculamos directamente

1

go(l—x,l—x):/ (1—x)(1—x)dx:3
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Solucién 28 (i) Denotando los elementos de la base A = {u; = (1,0,0),u = (0,1,0),u3 = (0,0,1)}. Como

90(111, 111) = ()0((17 07 0)7 (1’ 07 O)) =1
(,0(111, 112) = 90((17 0, 0)7 (07 L O)) =0
¢<u17u3> = 90((17070)7<07071>) =0
90(112, 112) = 90((07 17 0)7 (07 1’ O)) =2
p(ug,u3) = ©((0,1,0),(0,0,1)) =0
QD(Ug,Ug) = 80((07071)7<07071>> =3
Por tanto la matriz asociada a la aplicacion es
100
P=10 20
00 3
(ii) La matriz de cambio de la base B a la base A es
1 0 1
B=11 -1
01 0
Por tanto la matriz asociada a ¢ respecto de la base B viene dada por
10 1\ /100 10 1 3 2 -1
B'PB=| 11 -1 020 11 -1 |= 2 5 =2
01 0 0 0 3 01 0 -1 -2 3
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tiene como vector de coordenadas respecto de la base B

1
1
1
Entonces
32 —1 1
pv,v)=(1 1 1) 2 5 =2 1 ]=9
-1 -2 3 1

lo que coincide si calculamos directamente

0((2,1,1),(2,1,1)) =4+2+3=09

Solucién 29 Es inmediato que

1 2 -1 Y1
(v, w) = ( Ty Tz I3 ) 20 1 Y2

(en donde X7 = ( r1 Ty T3 ), YT = ( Y1 Y2 Y3 ) denotan en este caso las coordenadas de los vectores v, w respecto de la
base B) es una forma bilineal tal que w(v) = (v, v).

Solucién 30 a) Por definicién

(p(lll, ul) go(ul, ng) go(ul, ng) 1-2 1—-4 1-6
P = gO(llg, 1_11) ()0(1,12, 1_12) (p(UQ, 1_13) = 2—2 2—4 2—-6
o(ug,u;) p(us,uy) @(us,us) 3—2 3—4 3-6
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Como las coordenadas de los vectores v y w respecto de la base son respectivamente X7 = ( 2 0 -1 ) YT = ( 1 -1 -1 )
entonces

-1 -3 -5 1
ev,wy=(2 0 -1)[ 0 -2 —4 -1 | =9
1 -1 =3 -1
b) El determinante de la matriz asociada
-1 -3 =5
0 -2 —4|=0
1 -1 =3

es 0 y por tanto la matriz no tiene rango 3(de hecho el rango es 2), luego la matriz es degenerada. Ademas como no coincide con
su traspuesta

-1 -3 -5 -1 0 1
P= 0 -2 —4|#| -3 =2 -1 |=P"
1 -1 -3 -5 —4 -3

no es simétrica.

c¢) Denotemos las bases A = {u;,us,u3} , B = {by, by, bs}, y por X'7 YT las coordenadas de los vectores v, w respecto de la

base B respectivamente. Las matriz de cambio de base de B a A viene dada por la matriz que tiene por columnas las coordenadas
de los vectores de B con respecto a A

1 0 -1

B=|1 1 0

0 -1 1
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X = BX', Y = BY". Luego p(u,w) = X"PY = (BX")" P(BY') = X'" (B"PB)Y' y

1 0 -1 1 -3 -5 1 0 —-1\"
Q = B'pPB=|(1 1 0 0 —2 —4 1 1 0
0 -1 1 1 -1 -3 0 -1 1
1 1 0 1 -3 -5 1 0 -1
— 0 1 —1 0 —2 —4 1 1 0
10 1 1 -1 -3 0 -1 1
—6 4 -8
— | =2 0 o0
4 0 0

es la matriz de ¢ con respecto a la base B. Compruébese que por ejemplo las coordenadas de los vectores v, w respecto a B son
XT=(3 -4 —$) = (-} -1 -3)vaw

—6 4 -8 -1
X7y = (4 -4 -4y 20 0 | [ -]
4.0 0 —32
=9
Solucién 31 Tenemos que determinar los elementos ¢(e;, e;) para i,7 = 1,...,3. Por hipdtesis sabemos que p(ej,e1) = —1, p(eq,e3) = 0,
p(es, e3) = —2. Ademads sabemos que p(er, 3es) = 3p(e, es) luego
(e, 3e3) 6
= —-———= — 2
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Por otro lado ¢(e; + ez, e3) = ¢(e1, e3) + p(ey, €3) y por tanto
p(es, e3) = p(er +eg,e3) — (e, e3) =4 — 1=

El resto de elementos se obtiene por simetria de ¢, (e, e1) = @(e1,e2) =2, p(es,e1) = p(er,e3) =1, p(es, ez) = p(ez,€3) = 3.
Luego la matriz asociada a ¢ viene dada por

1 -1 0\ " /-12 1 1 -1 0
BTpPB = 1 2 0 2 0 3 1 2 0
0 1 1 1 3 —2 0 1 1

3 7 4

— (7 -1 3

4 3 -2
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1 0 1 T
wp(v) = XTPX:(xl T xg) 1 -1 0 T
0 1 -1 XT3
T+ X3
= (ZEl ) IL‘3) 1 — T2
To — I3

T ({L‘l + Zl?g) + o (931 — IL’Q) + x3 ([EQ — Zl?g)

2 2 2
T1 + X1To — T + Tok3 + T3x1 — I3

b) La forma polar de wp es la forma bilineal simétrica @, determinada por la matriz %(P + PT), es decir

] 1 1 0 1 1 0 1 1 1 2
5(P+PT):5 1 -1 0 |+f(1 -1 o0 =31 -1 1
0 1 -1 0 1 -1 > 1 -
la matriz asociada a la forma bilineal simétrica
1 1
} 2 3 Y1
@P(V,W):(flfl T (L’g) 5 —1 3 Y2
T 1
3 3 1 Ys

Compruébese que efectivamente w(v) =9 (v,v).

¢) Sabemos que la matriz ) asociada a la forma bilineal ¢p respecto de la nueva base B tiene asimismo como matriz asociada a
BTPB es donde B es la matriz de cambio de la base de B a la base canénica. En este caso como
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se tiene
10 -1\"/1 0 1 1 0 -1
Q = B'PB=[ -1 1 2 1 =1 0 -1 1 2
1 1 0 0 1 -1 1 1 0
-2 2 4
= 0 -1 -1
2 -3 =5
Luego
2 2 4 v,
opww)= (2 o a) [ 0 -1 -1 ) [ u
2 -3 =5 s
en donde X7 = (2} af a4 ),Y" = (4, vy v ) denotan en este caso las coordenadas de los vectores v, w respecto de la
base B.

d) La forma polar de wp en la base B sera la forma bilineal simétrica @ asociada la matriz BT[%(P + PT)]B en donde B es la
matriz de cambio de base del apartado anterior. En este caso, recordando que ya hemos calculado la matriz %(P + PT) en el
apartado b) se tiene

] 1 0 -1 1z 3 1 0 -1
BT[§(P+PT)]B = -1 1 2 -1 1 -1 1 2
1 1 0 s 3 -1 1 0

-2 1 3

= 1 -1 -2

3 -2 -5
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en donde X7 = ( R ), YT = ( (VAT A ) denotan las coordenadas respecto de la base B de los vectores v, w

respectivamente.
Solucién 34 Aplicando el criterio de Silvester
Ay = detPL=1>0
Ny = detPg—det<1 2)—1>O

2 5
1 2 1

Ay = detPy=det| 2 5 2\ | = —4X2+9)\—5
1 2\ A

Por el criterio de Silvester sabemos que la forma cuadratica no puede ser definida negativa ya que A; > 0, y como los dos primeros
determinantes A;, Ay son estrictamente positivos la forma cuadratica serd positiva si As > 0. Por tanto debemos estudiar los
intervalos en los que la funcién f(\) = —4\? + 9\ — 5 = A3 sea positiva, que nos darén los pardmetros A para los que la forma
cuadrdtica sea definida positiva. La funcién se anula en las raices del polinomio —4A\* + 9\ — 5 = 0 que son A\; = 1, Ay = 5/4,
luego es en dichos puntos en donde la funciéon cambia de signo. Luego basta estudiar la positividad de la funcién en los intervalos
I, = (—o0,1), Iy = (1,5/4), I3 = (5/4,00). En I; como por ejemplo f(0) = —5 la funcion es estrictamente negativa, en I, la
funcion es estrictamente positiva por ejemplo en su punto medio

1+2 9 1
f( 5 —5)—1—6>0

Mientras que en I3 al funcién es negativa ya que por ejemplo f(2) = —3.

Luego la forma cuadratica es definida positiva solamente si A € (1,5/4) ya que Az > 0.

Solucién 35 (i) Dados A, p € R, p1 = a12? + b1 + ¢1, p2 = a2 + by + ¢ operando y aplicando la definicién de F se tiene
FOp1 +up2) = F((\ay + pag) x® + (Aby + pbs) o + Acy + pucy)
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lo que prueba que F' es una aplicacion lineal.

(ii) Consideremos un vector genérico p =az?* + bz + ¢ sus coordenadas respecto de la base

A’ = {p}(z) = 2°,ph(z) = z, pi(z) = 1}

viene dadas por el vector columna
a
b

C

Del mismo modo las coordenadas de su imagen F(p) =bx + a respecto de la base

B’ = {q|(v) = 2, qy() = 1}

es el vector

Como directamente vemos

la matriz asociada respecto de las bases A’, B’ es
010
1 0 0

Denotemos por X, Y los vectores columnas de coordenadas de los polinomios p y F(p) respecto de las bases A y B respectiva-
mente. La matriz de cambio de la base A’ a A viene dada por la matriz
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en donde las columnas no son mas que las coordenadas de los elementos de la base A respecto de la base A’ (p. 63 libro de texto)

p1=-1=-1=—-p;g,
p: =7 — 1 =p) —p;3,
ps=(r+3)2=2>+6z+9=p)|+6p,+9.

(4)-(32)

Q= —r=—qi,
qQz = 2 = 2qy,

Del mismo modo

en donde en este caso

Teniendo en cuenta (?77), (77?), (?77?) se tiene

(b)_(OlO) !

a) \1 00
c
0 0 1
—10) <010)
Y = 0 1 6 | X
(o 2 1oo)\ _19)
Y_<—1 o)‘1<o10) 8 (1) é
0 2 too)\ D g

(>

(18)
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es la matriz asociada de F' respecto de la bases A y B.

Solucion 36 El polinomio caracteristico viene dado por

-2 -1 9
p()\)—|A—)\I|—‘_1 _)\‘—)\—1
que tiene por raices (autovalores) A\ = 1, Ay = —1. Calculamos los subespacios de autovectores asociados:

s Para A\ =1

nefis (3 ) () (1)

E, ={(z1,29): —z —y =0} &

E, =G[(1,-1)].
= Para \y = —1
e finer () (1) ()
Eo = {(z1,22) : 2 —y =0} &
E, = G[(1,1)].

La base de autovalores es por tanto B = {(1,—1),(1,1)}, con matriz diagonal y de paso
po(L 0 g L1 -
SN0 -1 )7\ -1 1 N

(L 1N/ 0 1N/ 1 11\

N [0 | =
N[
N |

De hecho compruébese

CLASES PART,ICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagenaq

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

(ii) Como A = Q~'DQ las potencias sucesivas se calculan iterativamente de la siguiente forma

Luego

Por tanto

A= Q'DQQ'DQ = Q' D*Q
A = Q' DA’ = Q' DQQ T D’Q = Q7' DQ

;4" — QleQAnfl — QleQQlenle — QlenQ

All — Q—lDllQ (19)

o
.
=
Il
VR
[
[u—
— = =
N~
7N N
S o2
=
| o
= |
~ <
-
N
N~
N[ DO | =
N
bl (I
N
N———" |~ |
N
~_—

Solucién 37 (i) Como la dimensién de Py es 3, todo sistema linealmente independiente de tres vectores constituye una base. Veamos aplicando
la definicién que el sistema A es linealmente independiente (véase p. 55 libro de texto). Tomamos Ai, Ay, A3 € R escalares

tales que

Equivalentemente

Cartagena99

A1P1 + A2p2 + Asps = 0.

M@EP+r+1)+ A 14+0-(1-2) = 0&
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(iii)

De esto tltimo necesariamente deducimos que \; = Ay = A3 = 0, lo que prueba que A es linealmente independiente y por
tanto base.

En primer lugar, es evidente por su definiciéon que la aplicacién ¢ es simétrica en el siguiente sentido

(P q) = / p(x)q(z)zds = / a(z)p(z)zdz = p(q, )

para todos p, q €P, cualesquiera.

Para probar que la aplicacién es bilineal simétrica basta comprobar que se cumple la definicion (pp 112-113 libro de texto).
Por la propiedad de simetria anterior basta comprobar que se cumple la linealidad con respecto de la primera componente.
En este sentido dados vectores p, p’, q €P; y escalares A, u € R arbitrarios, aplicando propiedades elementales de la integral
(p. 200 libro de texto) se tiene

1
p(Ap+up’ ) = / (Ap+up') (z)a(z)zdx
0
1 1
= [ pala)eds g [ (s
0 0

= Ap(p,a) + ue(p', q).
Por definicion, la matriz asociada a la base A viene dada por

o(P1,pP1) @(P1,P2) ©(P1,Ps3)

A= 90(1)2, P1) (p27 PQ) (Pz, P3)
©(p3,P1) ¢(P3,P2) ¢(P3,P3)

€ €
€ €

Por simetria, basta calcular los elementos que estan por encima de la diagonal. Luego se trata de calcular las siguientes
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integrales
©(P1,P1) = fol (22 +x+1) (2> + 2+ 1) wdr
— [ (2P + 200 + 32% + 202 + 2) d
_l,2.03 2 1 149
6 5 4 3 2 60
©(P1,P2) = fol (2 +2+1) -1 zde
= [ (2® + 2% +2)da

r 1 1 13

173371
p(P1,ps) = [ (* + 2+ 1) (1 — ) zdz

o(p3.p3) = [ (1 — x)’ade
= fol(as + 2% — 22%)dx
1 1 2 1

27173 12
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Finalmente, aplicando simetria, la matriz asociada esta dada por

1499 13 3
60 12 10
Ao B 11
2 2 6
3 1 1
0 6 12
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Capitulo 6. Funcidones reales de una variable real

ENUNCIADOS

Ejercicio 1 Verifique, usando la definicién de limite (p. 142 libro de texto), el siguiente limite de sucesiones

, 1
lIm —— =
n—o00 677,2 -+ 1

Lo que se pide es fijado € > 0, determinar el nimero ny € N para el que se cumple

1
6n2+1‘ < e paran > ng
. .. , ., . -1 41' - . .2 —1
Ejercicio 2 Encuentre una férmula para la funcién inversa f~' de f(x) = S Calcular la derivada de la funcién f~' en el punto y = 1,
x

y verifique que se cumple la regla de derivacién de la funcién inversa.

Ejercicio 3 Aplicando la definicién de derivada, calcule la derivada de la funcién f(z) = v/3x 4+ 1 en un punto genérico x = a. Compruebe
que coincide con la regla de calculo habitual.

Ejercicio 4 Evalte los siguientes limites:

o Inzx
lim
z—=1lp — 1
lim (1 +2m)i

z—0

T
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Ejercicio 7 Una pieza rectangular de carton tiene 20 y 30 cm de lados. En cada una de sus esquinas se corta un cuadrado de lado x para
fabricar una caja. ;Qué valor debe tener x para que la caja tenga la maxima capacidad?.

1
Ejercicio 8 Pruébese que las funcién f(x) = cos —, z # 0 no tienen limite en z = 0.
x

Ejercicio 9 Considere la sucesion (a,) C R definida recursivamente como

a, = 2
anp, 1
Api1 = ?+a—paratodon21
n

(i) Pruebe, aplicando induccién, que la sucesion (a?) estd acotada inferiormente por 2. .
(ii) Pruebe, aplicando induccién, que la sucesién (a,,) es decreciente.
(iii) Razone que existe limite de dicha sucesion.

(iv) Calcule el limite de dicha sucesién.

Ejercicio 10 Dada la funcién f(x) = xe®. Determine
(i) Méximos y minimos. Intervalos de crecimiento y decrecimiento
(ii) Puntos de inflexién.
(iii) Intervalos de convexidad.

Ejercicio 11 Demostrar que si (a,) y (b,) son dos sucesiones tales que lim a, = 1, lim b, = oo entonces se verifica lim ab» = e!™m(@n—1)bn,

n—oo n—oo n—oo

Ejercicio 12 Determinese el siguiente limite
n%?+5
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|
Ejercicio 13 Sabiendo que lim e = 1 (Equivalencia de Stirling) senale el valor del siguiente limite

n—00 Ne=N\/27n,
22n(n!)2

lim —————

n—o0y/n[(2n)!]
Ejercicio 14 Dado un nimero real positivo a construimos recursivamente una sucesion (x,,) de nimero reales definida como

€T = \/5, To = aA4+T1,..., T = /A + Ty

(i) Probar que la sucesion (x,) es mondtona creciente.
(i) Probar que /a + 1 es una cota superior.

(iii) Probar que el limite de la sucesién existe y calcularlo en funcién del parametro a.

Ejercicio 15 Determinense, en su caso, la suma de las series:

o 2n2—1
Y st a1
b)l—a+a*—a*+ ...+ (=1)"a" + ....en donde |a| < 1

Ejercicio 16 Respondase a las siguientes cuestiones:

a) {Cudl es el témino general de las sucesiones

1357 25 10 17 26 37 0
24’6’8 ) |4°7710°13716719 7 f

MSil<an.<h.v im h. = _tes ciorto and lim a —I?
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4 . . / / z an .
d) Pénganse ejemplos para probar en cada uno de los casos que aunque existan lim (a, +b,), lim a,b, y lim — no tiene que
n—00 n—00 n—oo b,

existir necesariamente lim a, y lim b,.
n—oo n—oo

e) Sea (a,) una sucesién que cumple, a; = 0, a,—; = v/a, + 2. § Es (a,) una sucesién creciente?, jestd acotada superiormente?,
en caso afirmativo, jes 2 una cota superior?.

Ejercicio 17 Calcilense, si existen, los limites de las sucesiones

a) no n+1
n+1 n
1

b) o

c) 2+ (=1)")

d ——* “/

) 4n+2+<_3)n

) /n2 cosn!
2n — 1

f) Vnd 4+2n2 —vn3 + 1

14243+ ...4+n
g)

n2
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a) Pruébese que (a,) es monétona creciente y acotada. (Por tanto posee limite al cual llamamos nimero e).

1 —-n
b) Pruébese del mismo modo que la sucesion (a),) = (1 - —) es mondtona decreciente y acotada.
n

c) Pruébese que (a,) y (a),) tienen el mismo limite.

d) De la misma manera que en a), b) y ¢), razénese que si (b,) — 00, entonces
, 1\
lim (14 — =e.
n—00 b,

) . : n2+2\"  /niton+1\"
e) Determinense los limites de las sucesiones y|{———
n?+3 n?

Ejercicio 19 Deteminense, en su caso, la suma de las series :

5
a) 2t g

D S—

"=l n(n+1)

1 1
Ejercicio 20 Pruébese que las funciones f(x) = cos —,z # 0y g(z) = ? + sen—,z # 0 no tienen limite en z = 0.
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Ejercicio 21 En el intervalo [0, 2] qué hipdtesis del teorema de Bolzano no cumple la funcién

f(x):{ %(x2+x+3) sio<z<l1

e’ sil<ax <2

Ejercicio 22 Apliquense las propiedades de la derivada para calcular las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) =arccosy/z, >0
b) f(x) =In arcsen/x en x =1/2

l1—Inz 1
-<z<e

c) f(z) =n 14+Inz’ e

Ejercicio 23 Calcilense los siguientes limites aplicando la regla de L’Hopital:

. xsenx

a) lim ———
z—01 — cosx

xt 4203 — 202 —3x 42

b) lim
)m—>—2 x4+ 222 —x —2
In cos 2z
¢) lim ———
z—0 :pQ
Rip}"(’i(‘in OA npfpﬂn/‘nanp ]9 ﬂYhY‘QQ‘i(/\n (‘]p ] (« Y\r\]innwﬁr\e 21 ‘F‘l]ﬂf’ifﬂﬂ AD ]QQ Y\f\fﬂﬂf’iﬂq (’)" —l— 1\ fqﬂ.l Y\n]innwﬁn ')"){’Y‘\ —_— ’)"3 —l— ()’Y'2 e —l— 1
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Ejercicio 25 Determinese el polinomio de Taylor de orden cuatro de la funcién f(z) = senx — cos 2z en un entorno de z = 0 y héllese una
cota del error en el intervalo [—1,1].

Ejercicio 26 Hallense los extremos relativos, los intervalos de crecimiento, los puntos de inflexion y los intervalos de convexidad de las funcién

Ejercicio 27 Determinar la ecuacién de la recta que pasa por (2,3) y forma un tridngulo de drea minima con los ejes.
Ejercicio 28 Estudie la continuidad de la funcién
1
_J oxer si x#0
f(x)_{ 0 si 2=0

Ejercicio 29 Estudiar la derivabilidad en el punto x = 2 de la funcién

0 si x=2

{ xi si x#£2

Ejercicio 30 Determine en potencia de z + 2 el polinomio p(x) = 2® — 22% + 2 — 12.

Ejercicio 31 Senale el valor del siguiente limite

2 sen x — sen’x
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Ejercicio 33 Senale el valor del siguiente limite

, e’ —eY
hm E—
(z,y)—(1,1)e*"Y — 1

Ejercicio 34 Sea f : R — R la funcién definida por

(e —1)/x si x#0,
f<I>:{ 1 st x=0.

Senale el valor de su derivada en el punto z = 0.

Ejercicio 35 Responda razonamente a las siguientes preguntas:

(i) Exprese el polinomio p(z)

(ii) Calcule el siguiente limite

= 2% — 1 en potencias de = + 1.

(iii) Senale el valor, si existe, del siguiente limite

lim
x—0 2[[‘

. wcos(HL)
lim

(iv) Dada la funcién f(z) = x|z|, senale su derivada en el punto x = 0.

Cartagena99
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SOLUCIONES

Solucion 1 Partiendo de la expresion, basta operar convenientemente para hallar la cota sobre n. De esta manera

<s<:>1<6n2+1<:>1—1<6n2
6nz4+1 — e € -

= 1 1—1 §n2<:>1 L=< < n?
6 \¢e 6 €

=

1 <
6n2+1| —

A partir de esta desigualdad

podemos considerar dos casos:

(
(

—_

= Sie > 1 entonces _a) < 0, y cualquier nimero natural n > 1 verifica (?7?). Luego ny = 1.

—_
| ™

1
6
% 5) > 0, y podemos considerar su raiz cuadrado. Por tanto

1/1—¢ 9 1/1—¢
0< - <n e n>y =
6 € 6 15

Por tanto ngy se toma como el primer entero mas grande que la raiz anterior, es decir

w=[\s ()]

s Sie <1 entonces

® |

An Aanda sicarmanc Ta ciamig
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Solucién 2 Por definicién, la funcién inversa f~! : R — R se define como aquella que verifica
@) =f(f (@) =2

En la practica si denotamos y = f(z), tenemos que
4r — 1

- 20+ 3

Y

Se trata de hallar la expresién de la funcién = = z(y) = f~*(y) verificando (?7)

4r —1
y = 2:;+3 S 2e+3)y=4r—-1< 2x+3)y—4r+1=0
& Jy—dr+2y+1=02(C)=4r -1
—-1-3 3y+1
~ T = J = T = yt
2y — 4 4 — 2y
Por tanto,
3y +1
-1 .
W =7= ;
y su derivada viene dada por
_ 3(4—2y)+23y+1) 14
(f 1)/ (y) = ( ) 2 - 2
(4 —2y) (2y —4)
De hecho verifiquese que se cumple la regla de derivacién de la funcién inversa, ya que por un lado
A2z + 3) — 2(4z — 1) 14
Py = 03 2z 1) _ 2
(22 + 3) (22 +3)
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y por otro se tiene que

1y _ —1’4$_1_ 14 = 1
U@ = () (G) = (2435_1 _4)2 - (2(49:—1)—4(2:8—{—3))2

2x + 3 2x + 3
14 (22 + 3)? 1
- 42 14 fa)
(20 +3)?

Solucién 3 Siguiendo la definicién

h—0 h h—0 h

Se trata de calcular el limite del cociente

V3(a@+h)+1—+3a+1
h

cuando A — 0. El limite es una indeterminacion %, de hecho todo cociente diferencial lo es. Tenemos, por tanto, que manipular
la expresion para poder computar el limite. Para ello, se racionaliza el numerador

T Ti-viart  (V3arm+1-v3ar1) (Vaa+h) +1+v3aT1)
h h<\/3(a+h)+1+\/3a+1>

(VBa+h+1) = (V3a+1)" _ (3(a+h)+1)—(Ba+1)
h(V3ath)+1+v3at1) h(\Blath +1+v3at1)
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De esta manera,

3 3

lim =
h—=0y/3a+3h+1++V3xz+1 V3a+3x0+1++3a+1
3

2V/3a+ 1

que coincide con la regla de derivaciéon conocida.

Solucién 4 El primer caso es una indeterminacion %, que se resuelven aplicando la regla de L’Hopital directamente

El segundo limite también se resuelve aplicando una regla de L’Hopital. En dicho caso tenemos que hacer una manipulacién
previa. Como

entonces

2
1 lim =& In(1+2 lim —— In(1+2z)’ lim 1122
z—0

Solucién 5 La funcién derivada viene dada por
ix—Inz 1-Inz

i) = -

2 2

Por tanto, sus puntos criticos son
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El punto critico ¢ = e cae dentro del intervalo [1, 3], y determina un cambio de signo de la derivada. Ya que f'(z) > 0si 1 < x <e,
f'(x) > 0si x> e. Por tanto la funcién es creciente en el intervalo [1,e], y decreciente en el intervalo [e, 3]. Luego en el punto
r = e la funcion alcanza un maximo absoluto. Del mismo modo se deduce que el minimo absoluto se alcanzara en los extremos

Inz

min — = min{f(1), f(3)} = min{0, lnT?)} =0=f(1)

z€[1,3] T

Por tanto el minimo de la funcién se alcanza en z = 1.

Solucion 6 Por ser un polinomio de grado 4, cualquier polinomio de Taylor del mismo orden, independientemente del punto escogido,
coincidira con él. En particular el centrado en el punto z = 1, que esta expresado en potencias de x — 1. Luego se trata de calcular
el polinomio de Taylor de orden 4 en el punto x = 1. Calculamos, por tanto, las derivadas.

f()=lat =52+ 92> = Tx +2],_, =0
(1) =[42® — 1522 + 18z — 7] _, =0
F7(1) = [122% — 300+ 18],_, = 0

77(1) = 24— 30],_, = -6

fA(1) =24

Luego

24

(@) = Pi(e) = or(e = 1)+ (e = 1) = (o = D' = (@ —1)°

Solucién 7 La longitud de los lados es 30 — 2z y 20 — 2x, por tanto el drea de la base de la caja es S = 600 — 1002 + 422 y tenemos que
hacer maxima la funcién

V(z) = (600 — 100z + 42°)x

Igualando la primera derivada a 0, se obtiene
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Es claro que la tnica solucion posible es x5. Ademas es un maximo ya que

25 5
V"(z) = 24z — 200 y V" (3 - §ﬁ> <0

. L . . . . : 1 1
Solucion 8 Por el teorema de caracterizacion del limite por sucesiones, si consideramos las sucesiones z,, = — y x;, = ———— convergentes

2mn 2mn + 3
a 0, resulta que el limite de las imagenes de cada sucesion es distinto y por tanto no existe el limite. En efecto:

1
lim f(z,) = lim cos ——— = lim cos2mn =1
n—00 n—00 /27'('n n—00
1
Jim £() = Jim 008 7775y = lim cos(2nn -+ ) =0

Solucién 9 (i) Para el caso n = 1 se tiene
Supuesto que se verifica (hip6tesis de induccién)

an  1Y)° 1 1 1
CL?L—H_Q = (?—Fa—n) —2:a—2+—a2+1—2:— —a2—1

1 /4 1 (a2 -2\
N ) == ([ >
ey (o) =
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(ii) Empezamos viendo que a; > aq, efectivamente

a9 =

|
NI o

IA

S

S

|

[\

N BN
+
N —

Para el caso general, supongamos que se verifica
Ap—1 — Gp 2 0.

En este caso

==y, — — =
an, 2a,

<an 1) 1 1 a2 -2
Ap — Qpy1 = Ap — -+ —
2 an,

y como por el apartado anterior hemos demostrado que a? — 2 > 0, entonces necesariamente

Ap — Ap41 >0=a, > An41

(iii) La sucesién (a,)nen es decreciente y acotada inferiormente, por tanto es convergente por el teorema de convergencia de
sucesiones monétonas (véase p.146 libro de texto). Luego podemos considera su limite L = lim a,,

n—oo
(iv) Basta tomar limites en la férmula de recursién
y C g (1 L1 L 1
e el A T I B R T
= L==+V2

Tenemos dos posible limites, L = /2, L = —v/2. Descartamos —v/2, ya que la sucesién (a,) es positiva. Por tanto

]{YY1 LL — ‘)
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Solucién 10 (i) Calculemos la funcién derivada
f(z) =€+ xe® = (1 +x)e”
El punto x = —1 es el tnico punto critico ya que
1+z)e"=02=-1
Por otro lado la funcién derivada segunda

flz) =e"+ (1+a)e” = (2+z)e"

y en el punto critico
f"(-1)=1le=e>0

es estrictamente positivo. Luego x = —1 es un punto de minimo local. Por otro lado la funcién derivada f’(x) en negativa en
I = (—o0, —1] y positiva en I, = [—1,00), por lo que la funcién decrece en I y crece en I, lo que nos asegura que x = —1 es
un punto de minimo global y no posee ningtin maximo.

(ii), (iii) Los candidatos a puntos de inflexién son los ceros de la funcién derivada segunda
f"(2)=0& (24 x)e" & x=-2.

Por otro lado la funcién f” es negativa en Dy = (—o0, —2|, y positiva en Dy = [—2,00). Con lo que la funcién es céncava en Dy
y convexa en Dy, por lo que efectivamente x = —2 es un punto de inflexién ya que cambia el signo de la derivada segunda.

Solucién 11 En general se tiene que para toda sucesién (x,) — oo se tiene

1fm (1 + i) —c (22)

n—o0 'ITL

(véase prueba de autoevaluacién del ano pasado). Definiendo una sucesion ¢, = a,, — 1 que verifica (¢,) — 0 ya que(a,) — 1 por
hindtesis. Maninulando la exnresidn del limite llecamas a ane
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Por (??7) tenemos que
1

lim (1 + T> =e
n—0o0 a

1 icnbn

, , lim cnb lim (an—1)b
hmaf{‘: Im {1+ + :enaoo”":enﬂoo(" Jon
n—oo n—oo —_

Cn

y por otro lado lim ¢,b, = lim (a,, — 1)b,. Luego
n—oo n—0o0

Solucién 12 Podemos aplicar el resultado del ejercicio anterior, identificando

n?+43n—5
a, = ——
n2 —4n + 2
2
5
by =
n+2
que verifican las hipotésis ya que
. n?+3n—5 ., n?45
lim —— =1, lim =
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Operando
n?+3n — n?+5
W —1)b, = 1 -
(a ) (n2—4n—|—2 >n+2
B n2+3n—5—(n —4dn+2)\ n?+5
B —4n +2 n+2
B T —7 n*4+5  (Tn—T7)(n*+5)
 o\m2—dn+2) n+2  (n2—4n+2)(n+2)
B n3 + 35n — Tn? — 35
 n3—2n2—6n+4
Por tanto 8 3 S
3 n° + 3on — (m*° — _
A = e = T o v d

Luego aplicando la féormula del ejercicio anterior finalmente tenemos

n?+5
24+ 3n-5
g (ETOR oY 42 _ g
n!
Solucién 13 Como lim —————= = 1 entonces también se tiene por la propiedad 6 (p. 145 libro texto) de sucesiones convergentes
n—oo nRe~"\/21n
i (n”e‘”\/ 27rn)
lim ——~ =
n—o0 n!
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Del mismo modo se tiene
i 2n!
lim

=1
n—o0 (20)" e=21\/212n

Luego

Lo 2 (e 2mn)” 2n) _
n—oo/n[(2n)!] n—co/n[(2n)!] n!2 (2n)>" e=2n\/2m2n
i 2%n (n"tf"\/ﬁ)2 oy 2Inp2ne=2n9mn
n—o0 . /n (2n)*" e=2n/272n

2m™n

lim —
n—oo \ /n22nn2ne=2n\/272n,

|
|
5
3
3
I
=
Q‘
Il
3

Solucién 14 (i) Lo probamos por induccién. En primer lugar se tiene que

v, =+va </ a++Va=+a+z =1z

ya que la funcién raiz cuadrada f(x) = x es una funcién creciente en el dominio de los positivos. Por otro lado supuesto que se
verifica
Tp—1 S Tn (23>

tenemos que por definicion

T =0+ o1 <Va+ T, =T

en donde hemos utilizado la hipotesis eqref B y otra vez el hecho que la funcién raiz cuadrada es creciente.
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Solucion 15

Por otro lado supuesto que z,,_1 < 1+ +/a se tiene que

Tp=+a+ T, 1 < \/a+1+\/5§ \/a+1+2\/5:\/(1+\/5)2:1+\/5

lo que prueba por induccién que efectivamente 1 + y/a es cota superior de la sucesion.

(iii) Como la sucesion es creciente y acotada entonces podemos suponer la existencia de limite que denotamos por L = lim x,,.
n—oo

Luego tomando limite en ambos lados de la identidad
T, = Va+z,_1< limz,=1lma+zx,1< limax,=,/a+ lim z,_;
n—oo n—oo n—oo n—oo
& L=vVa+LeLl’=a+L&LP—L—a=0

Resolviendo la ecuacién cuadrética llegamos a que el limite puede tomar dos posibles valores

_14Vifda o 1-VIida

L —
! 9 2 9

Descartamos Ly ya que es negativo y por definicién la sucesién (x,) solamente toma valores positivos para todo n. Por tanto el

valor del limite es
I _ 1++v14+4a

a) Como

la serie no puede ser convergente, es decir, su suma es infinito.
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Obsérvese que también podemos considerar la suma de las dos series geométricas:

1+a’>+ad*.. +a®+ ... +a® + ... =

1 —a?

—(a+a*+a®+ ... +a® T+ ) = —

1—a?

con lo que
1 a 1

1—a2 1-—a2 1+a

2n—1
2n

Solucién 16 a) Nétese que los numeradores son los niimeros impares y los denominadores los nimeros pares; por tanto a, =

En la segunda sucesién son los cuadrados mas una unidad y los denominadores los términos de una progresion aritmética

_ n241
T 3n+1°

de primer término 4 y diferencia 3, es decir 4 + (n — 1)3 = 3n + 1; por tanto b,
b) Si es cierto. En efecto, sumando —I a los términos de la desigualadad se tiene
0<a,—1<b,—1 = Ja,—1I| <|b,—]|

Razonemos aplicando la definiciéon de limite que lim a,, = [. Como lim b, = [, dado £ > 0, existe ng € N tal que si n > ng se
n—oo n—oo

cumple |b, — [| < e y por tanto |a, — | < €.
c) Sea ¢ > 0, por la definicién de limite existe ny € N tal que si n > ng se cumple |a,, — I| < €. Ahora bien, como

[bn = 1] = lan| = U] < lan = 1|
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En el caso que z,y tengan el mismo signo es evidente que la desigualdad (7?) se da como igualdad. Basta probarlo si z,y tienen
distinto signo. En dicho caso si por ejemplo y > 0 > Z, se tiene que

—

5]

lz] =gl = -z —gl < |z[ + [yl =y -z = |

Otra forma de probar el ejercicio es a través de la continuidad del valor absoluto como funcién. Sabemos que funcién valor absoluto
es continua si mas que esbozar su grafica, de facto la desigualdad (??) prueba que la funcién |-| valor absoluto es continua. Y
sabemos que si una funcién f : R — R es continua en un punto zo € R, entonces cualquier sucesién (z,) C R que definamos
Acercandose.? xg, es decir si x, — o, su sucesién de imédgenes se acerca a su imagen f(zg), es decir

flan) = flxo).
En particular para la funcién valor absoluto f(x) = |z|, si (a,) — [ entonces
by = f(an) = lan| — f(l) = W

La segunda pregunta es falsa. Si a,, = {1,—-1,1,—-1,1,—1,...... }, entonces b, = |a,| = (1). Por tanto lim b, = 1, sin embargo es
n—oo

obvio que no existe el limite de (a,).

d) Por ejemplo: i) No tienen limite (es infinito y menos infinito) a,, = —n’fl y b, = —n, sin embargo
/ / n2 / _n
lim (a, +b,) = lim —n| = lim =-1
n—00 n—oo | M + 1 n—oon 4+ 1

ii) a, = +, n (no tiene limite), se tiene
n n? )

1
lim a,b, = lim —n=1lim 1 =1
n—o00 n—oo N n—o00
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e) Los términos de la sucesion (a,) que cumple, a; = 0, a,+1 = va, + 2,s0n

es evidentemente creciente ya que el radicando de cada término es mayor que el del término anterior.

Solucién 17 a) lim 72 — 21 — lim =0 — lim =%l — 0
PR T 1 _
b) m o= I ooy =0
c) 2+ (1)) ={1,3,1,3,....,1,3, ... } Posee una subsucesién que converge a 1 y otra que converge a 3, por tanto no tiene
limite.

d) Dividiendo por 4", resulta

(1
hm —_— =
n—oo 4n+2 -+ (—3)”

ya que T}LIIQ]Q(—%)" =0

e) lim Wcosn!

51— = 0, ya que

n—o0

| 3/ 5 1 s i B RN V2 B

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

c artagena9 9 LLAMA O ENVIA WH,_A\:r_SApp: 580 AE AL D

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.




Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

; 3 3 3 11 (VP32n2—vR341) (VR3+2n2+vn341) s 2n2—1 _
£) lm vn® 4 20% — Vo +1 = lim Vs = M v —
g) Como
1+n
14+2+3+...+n= 5

por ser la suma de una progresién aritmetica de diferencia 1, resulta

, 1+2434+...4+n oo onP+n 1

lim 5 = lim ==

n—00 n n—o00 2n2 2

Solucién 18 a) La sucesién (a,) es mondtona creciente. En efecto, teniendo en cuenta el binomio de Newton resulta

1\" n\ 1 n\ 1 n\ 1
am=(1+=) =1+ 4+ R + — =
n 1/n 2/ n? n)nn

1 1n(n-1) 1 nn-1)..,1
=14+ — 4+ - . e
+ 1! + 21 n? + + n! nn
1 1 1 1 1 n—1
=14+—4+=(1——=)+. . +—{1—-—=)..11- <
1! 21 n n! n n
S5 LI RN N I F— R I
2! n+1/) ! n+1/)" n+1
n 1 1 1 n
—_— — - = a,
(n—+1)! n+1 n+1 i
La sucesién estd acotada
1 1 1 1 1 —1
Gy <14 —+ = (1==) 4. o (1=2). (1=2 <
1! 21 n n! n n
1 1 1 1 1 1

1 1 L L L 2 1 L
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b) La sucesién (a],) es monétona decreciente. En efecto,
1 1 1\ 1\~
1——) < (11— = (1-— <|{1—--— =
n n+1 n+1 n
—(n+1) -n
1 1

L= 1- <|1-—-— =a,

Ot ( n + 1) ( n) fin

ademds, es evidente que (a})) estd acotada inferiormente ya que
1 A ! > L_ 1
n)o (=)t

¢) Razonemos que (a,) — (a!,) tiene limite 0, o lo que es equivalente que(“?) tiene limite 1. En efecto, consideremos la sucesién

an

y por tanto tiene limite [ > 0.

1\ 1\
Por el apartado anterior sabemos que la sucesiéon (a),) = ( 1 — —2> tiene un determinado limite [ > 0, como <1 — —2> es
n n

una subsucesion de (a],) también tiene limite [, y resulta
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d) Como (b,) — oo, n € N existe ny tal que b,, > n, por tanto

1 n 1 b"k 1 b”k
I1+—) >2(1+— =e> lim (14—
n b, ng—00 by,

S|

resulta

1 .
> b Teniendo en cuenta que ni — oo cuando n — oo,
N

1 1
Por otro lado, como (n) — oo, para cada b, > 0 existe ny > b,, por tanto 0 > —. Teniendo en cuenta que n, — oo cuando
n

k

bn

b,, — 00, resulta

=

bn nk
1 1 )
1+ — > 11+ — = lim (1+
bn nk n—oo

Como consecuencia de ambas desigualdades

1\
lim (1 + —) =e
n—o00 by,

Xe n®+2 1
e) Como =1-—
n?+3 n?+3
2. 9 on2 1 *(n2+3)7<$:2l+3) o _ 202
i (EE2) g (- U Mm—mh
n—oo \ N? + 3 n—00 n?+ 3
242 1 1 2
Como%:l—i—h—,endondebn:—% — — 00
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1
3

Solucién 19 a) Es una progresién geométrica de razén
i 5 5 15
n—1 I~ 9
3t 1-5 2

con b, = % Como by =1y lim b, = 0, resulta
n—oo

b) Es una serie telescopica: a,, = m = % — n+r1
=~ 1
S
n(n+1)

n=1

Solucién 20 Por el teorema de caracterizacion del limite por sucesiones, si consideramos las sucesiones x,, = ﬁ y x, = m convergentes
2

a 0, resulta que el limite de las imagenes de cada sucesion es distinto y no existe el limite. En efecto:

|

Y o) = Ji cos = i 2on =
) N1 1 _x L
lim f(z;,) = lim cos D) lim cos(2mn + 7)) =0
De manera analoga
1\? 1 ?

lim g(z,) = lim [(%> + sen omn = i [<%) + sen27rn] =0

[/ 1 N2 1 ] Vi N\
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Solucién 21 La funcién

3

1
fz) = “(2*4+12+3) si 0<z<1
e sl 1< <2

no es continua en x = 1, ya que no existe el limite de la funcién en el punto. En efecto:

lim f(m):5 y lim f(z)=e

z—1, z<1 3 z—1, z>1

Solucién 22 a) Como /= = cos f(z) y sen f(z) = /1 — cos? f(z) = /1 — z, derivando la igualdad resulta

1 / ! = — L = - !
—— = [—sen f(2)] f'(x) = f'(z) = Wavl-z  2Vi—a2

b) Expresando

como composicién de dos funciones

1
V1—1x2

f(z) = arcsenz, f'(x) =

g(z) = vz () = =
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d (a s \/_) 1 1 1
— (arcsen vz ) = =
X /1 _ \/52 2\/5 2N/ — x?
Luego
1 1 1

d
— (In arcsen/z) = : =
dx ( ve) 2v/x — a2 arcseny/r  arcsen/z2vz — 22

c¢) Aplicando la regla de la cadena y la derivada de un cociente, se tiene

e () (—é) —(1—lng) (%) o

/ —
Jw) = 1—Inz (14 Inx)?  z2(1 - (Inx)?)
Solucién 23 a)
; T senx , sSenx + xrcoszx ;
Im ——— = lim =1+ lim cosx = 2
z—01 —cosx x—0 senx z—0 senx

ot 422 — 222 -3+ 2 o 4+ 622 -4 -3 =3
lim = lim - — =1
T——2 3+ 222 —x—2 a——2 312 +4x—1 3

c)

1 2 L_9(—sen 2z -2 2
im ncos T i 2 ( ):h,m_sen g
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Solucién 24 Teniendo en cuenta que las derivadas de orden cuatro o mayor son todas cero, el desarrollo de Taylor de p(z) en un entorno de

r=—1es
1 1
p(x) =p(=1) +p'(=1)(z + 1) + 519”(—1)(96 +1)%+ §p’”(—1)(l‘ +1)°
Como
p(=1)=3
p(r) =32 +40 -1, p'(~1)= -2
p'(z) =6z +4, p'(-1)=-2
pl/l(x) — 67 p/l/(_l) — 6
resulta

p(r)=3 -2 +1)—(z+1)*+ (z+1)°

Solucion 25 El polinomio de Taylor de orden cuatro de la funciéon es

4 1

Py(x) = fO)+> = f2(0)(x—0)"

n=1 nl

Como
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Una cota del error cometido al sustituir f(z) por Py(x) en [—1,1] es una cota del resto Rs(x).

_ L poggy,s| - 2 J 1, 11
|f(x) — Py(z)] = |Rs(x)| = ’af (0)x’| = ’5(00394—325(31129):1: < 533 =10
en donde 0 € [—1,1]. Como |cos @ + 32sen 26| < 33 para todo 6 € [—1, 1], de lo anterior se tiene
F(x) — Pa(a)] = | = (cos 0+ 32sen20)a’| < ~33 = —
x 1(2)] = | (cos sen2f)a”| < 533 = 5.

Solucién 26 Obsérvese que para x — —oo, f(z) — —o0 y para © — +00, f(x) — +o0.
Los puntos de corte con los ejes son (0, 0), (%, O) ya que
r=0=y=0
1 1 3
y:0:>§x3—§x2:0:>x:0yx:§

Estudiamos los maximos y minimos a través de las derivadas. Como
flir)=2*~2=0=>0=0,0=1,
ff(z)=2x—-1, f"(0)=-1<0y f"(1)=1>0,
el punto x = 0 es un maximo y f(0) = 0. Del mismo modo que z = 1 es un minimo y f(1) = —%.
Determinemos los intervalos de crecimiento, en (—oo, 0] y [1, 00] crece, mientras que [0, 1] decrece,

Como
ff(z)=2c—-1=0=>2=1/2, f"(x)=2#0

entonces » = 1/92 es 1n nuinto_de inflexidn
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Solucién 27 Los puntos de corte de la recta con los ejes son (a,0) y (0,b), en donde tenemos que suponer a > 0 y b > 0. La ecuacién de la

Solucién 28

Solucién 29

recta que pasa por estos puntos es

)
T A
a + b
Como también pasa por (2, 3) resulta
2b
— —_ ::1 = _
T3 “Tbv—3
con lo que tenemos que hacer minima la funcién
1 b?
S — —ab—
2" " -3

Igualando la primera derivada a 0, se obtienen los posibles valores de extremo.

b—6
S'(b) = b S =0=b=0yb=6
=)
Como S”(b) = (bii)g y S”(6) > 0, entonces b = 6 es un minimo. Por tanto ¢ = 4 y la ecuacién de la recta que buscamos es
r Yy
I A
4 + 6

La funcién es claramente continua en todo punto z # 0 ya que en dicho dominio es el producto de funciones continuas. Por otra
parte en el punto x = 0 la funcién no es continua ya que por ejemplo si tomamos a,, = % entonces (a,) — 0y

fla,) = %e" — 00

Para que exista derivada en el punto x = 2 se debe verificar que existe el limite

L0 1 L LD\
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Podemos comprobar que los limite laterales por la derecha

h h
24 1)~ /(2) I I
1+ — 1/ f( — l/ 14+eh — 1/ 14+eh
f7 (@) h—)%)r,%>0 h h—i)r,igo h h—>%)r,2>o h
, 1 1 1 1
= hHl T = 1 e e e
h—0,h>0 1 & ex 14+ lim en 14+e* 14+
h—0,h>0
y por la izquierda no coinciden
f2=h) - )
2—h)—f(2 - N
| — _ 3 . 7z 1+6 h — 7. 1+6 h
o) = A e = e e = e
i 1 1 1 1
g l]_m — g 1 g 1 g g
h—=0,r>0 1 + e 1+ Im ewr I+ = 140
h—0,h>0

por tanto el limite no existe y concluimos que la funciéon f no es derivable en el punto x = 2.

Solucion 30 Al ser un polinomio de grado 3, el desarrollo de Taylor de p en x = —2 de orden 3 coincide con el mismo polinomio. Luego

p'(=2)
2!

//(_2)
3!

]

(z+2)*+ (z+2)°

p(x) =p(=2) + ' (-2)(z +2) +
Como p(—2) = (=2) —2(=2)2 + (=2) — 12 = —30
P(=2) =32 —dw +1],__, =3(-2)" —4(-2) +1 =21
p//(_Q) — [6I _ 4]m:_2 = 6(—2) —4=-16

MO R/
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Solucién 31 Denotemos por L el limite a calcular. Tenemos que

o x?senx — sen3x , senxa? — sen ’x
L = lim = lim =
z—0 x5 z—0 X Jj‘4
. senzw., x — sen’w
= lim lim
z—=0 x x—0 334

Calculamos los dos limites independientemente. El primero es una aplicacién inmediata de la Regla de L’Hopital

. senx , CcosSx
lim = lim
z—0 I x—0

=cos0=1

El segundo también lo calculamos mediante dicha regla, derivando una vez

x> —sen?z |, 2x—2senxcosr ., 2x — sen2w
lim—— = = lim = lfim——
20 xrd 2—0 43 z—0 4a3

Volvemos aplicar L’Hopital (derivando en este caso en dos ocasiones)

, 2x — sen2x , 2—2cos2x . 4sen2x , 8cos2x  8cosO 1
lIm—— = lim———— = lim = lim = ==
z—0 43 =0 1222 z—0  24x z—0 24 24 3
Por tanto
L= 1fm L L 2 T gkl
z—0 I z—0 T 3 3
Solucion 32 Las derivadas en el punto z = 0 vienen dadas por
f(0) = cos(xe®)],_, =cos0=1
f(0) = — (ze") sen(ze”)| _ = —e"(1 4 z)sen(ze”)],_y = —sen0 =0

f"(0) = —e"(2 + z) sen(ze®) — e**(1 + x)? cos(ze”)],_, = —1
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Solucion 33 Basta simplificar

T _ Ly T—y _
e e € 1—ey

= € =
e" Y —1 e’ Y —1

y tomar limite directamente
et — ¥
m —— = Ilim eY=ce.
(@y)—=10)e? Y —1  (zy)—(1,1)

Solucion 34 Aplicamos directamente la definicién de derivada. Como

el —1
FR)—f0) Tl e 1-h S —1-h
h B h SRR
Luego
- h_1— h_1—h)
lim (h) = F(0) — lfmS L= h = lim (6 y )
h—0 h—0 h? h—0 (h2>
h_ h_ 1)
— lim& L lim (e ,)
h—0 2h h—0  (2h)
et 1
= lim— ==
h—0 2 2

en donde hemos aplicado dos veces consecutivamente la regla de L’Hopital.

Solucién 35 (i) Al ser f un polinomio de grado 4 su polinomio de Taylor p, de grado 4 en el punto x = —1 coincide con f y estd expresado
en potencias de x + 1. Se trata por tanto de calcular dicho polinomio p4. Calculamos las derivadas

f(=1) =0,

£l a4 [4 31 4
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Luego

(r+1)3 (r+1)?

(r+ 1)
I

—24 +12

fl@) = palo) =24 . :
= @+ D)4z +1)>+6(x+1)*—4(x+1)

—4(x+1)+0

0
(ii) Es una indeterminacién del tipo o’ calculamos el limite aplicando la regla de L’Hopital (p. 172 libro de texto)

3— /2249 (3—v2z+9)

L = lim = lim ,
z—0 2x z—0 (Qx)
2 2
~ lm 2v2z+9 _ 2 O+9:_1
z—0 2 2 6
(iii) Aplicando propiedades de limites directamente
x cos( &L 1
L = lim zeos(5). = lim ——— lfm cos(x+ )
1
= lim cos( lim Tt )=1-cosl,

en donde también hemos aplicado que la funcién coseno es continua.

(iv) Aplicamos directamente la definicién de derivada

0y = 1 LT = fO) o RIRL
FO=i T =i — =t
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Capitulo 7. La integral de Riemann

ENUNCIADOS

Ejercicio 1 Dada la funcién

22 si 0<2x <1,
ro=1{ sre

—z si 1<z<2,

/02 f(z)*dx

senale el valor de la integral

Ejercicio 2 Para todo a > 0, pruebe lo siguiente

Ejercicio 3 Calcule la integral
/ U adx
1V 5 —4dx

1 2x sennx

Ejercicio 4 Probar que para cualquier n se cumple fo ﬁdl‘ <In2.
x

Ejercicio 5 Integracion de funciones racionales en a®, a > 0. Se hace el cambio x = log, t. Integrar

T

L
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Ejercicio 7

Ejercicio 8

Ejercicio 9

Ejercicio 10

Ejercicio 11

Ejercicio 12

Sea f: R — R la funcion definida como

Calcule el valor de la derivada f'(1).

2
) ) 9r COS” NT
Pruébese que lim [ ————dx es cero.

t+n
Indicacién. Acotese el valor absoluto de la integral por la integral del valor absoluto y esta integral por el término de una sucesién
que converge a cero

Razonese mediante el teorema de Lebesgue si son integrables o no las siguientes funciones.

a) f:[0,n] = R definida por f(z)=2?si0<z<1,f(z)=23si1<z<2, .. flz)=2""sin—1<z<n.
b) f:[—1,1] — R definida por f(x) =2z + 1 si z es racional y f(z) = z* si x es irracional.

Determinese mediante una integral el valor del limite de la sucesion.

. _VI+V2+ .+ n

2

Dada la funcién f(z) = 2° — 2z — 1, encontrar el punto ¢ € [0, 1] que verifica el teorema del valor medio del célculo integral en el

intervalo [0, 1].

Calcular las siguiente integral

/ rdx

7 —
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Ejercicio 14
Ejercicio 15
Ejercicio 16
Ejercicio 17

Ejercicio 18

Ejercicio 19

Ejercicio 20

Ejercicio 21

Ejercicio 22

Calcule la siguiente integral trigonométrica I = [ sen 3z cos bzdz.

d
Calcule la integral I = [ +—x utilizando el cambio ¢ = e”.
er 4+ e’ "

Determinese el drea del recinto limitado por las curvas y = 1 — 22, y = —1 + 22,

Demostrar, razonando mediante la definicién, que la funcién f(x) = 22

integral.
I= / L
.z

Sea la funcién f(x) = <1 — g) , senale el valor de la integral

Senale el valor de la integral

[ /0 ().

Sea f: R — R la funcion definida como

Calcule el valor de la derivada f'(1).

, 1 L. .,
Determinese fo x3dx como limite de una sucesién de sumas.

Calcular las siguientes integrales.

1

es integrable en el intervalo [0, 1] y calcular el valor de la
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Ejercicio 23 Integrar por partes.

a) [Inadx
b) [ arcsen xdx
¢) [a?sen (z+2)dx

Ejercicio 24 Calcular las siguientes integrales de funciones trigonométricas.

COS X

a) [
b) J

sentx

cos x + senx

dx

1
dz

Ejercicio 25 Resolver las integrales mediante los cambios indicados.

a) [

Va2 -2z

xr —

dx, cambio x — 1 =

1

cosu

b) [(z +2) sen (2* + 4z — 6)dz, cambio 2 + 4 — 6 = u.

Ejercicio 26 Determinese mediante integrales el drea del circulo limitado por la circunferencia de ecuacién z? + y? = 9,

Ejercicio 27 Determinese el drea del recinto limitado por la curva y = (z — 1)? y la recta y = = + 1.

Ejercicio 28 Senale el valor de las siguientes integrales:

(i) L=

_rl

Cartage

1 .174—]_

-1 x2+1dx

xdx

na0qg
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SOLUCIONES

Solucién 1 Teniendo en cuenta la definicion de la funcién, integramos directamente.

2 1 2 57 z=1 9 _ 37 =2
/ f(z)de = / (2%)2dax + / (2 — 2)%dz = {x_ n [( x) }
0 0 1 5 |, 0 -3 |,
! 2-2)% (2-1° 1 1 8
- 5_O+ 3 T 3 573715

Solucién 2 Se trata de considerar el cambio de variable x = g(s) = /s, y aplicar el teorema de cambio de variable del Calculo Integral (p.

211 libro de texto).

1
Como ¢'(z) = —=, ¢(0) = 0, g(a?) = a, se tiene

2V/s
a2
0

/Oa 2’ f(a®)dr = /:2 \/539(8)2—\1/5613 _ %/;2 VR g(s)ds = %/ sg(s)ds

lo que prueba el resultado. Téngase en cuenta que es indistinto la variable de integracion, es decir

1 [ 1 [
5/0 sg(s)d 55/0 xg(x)ds

Solucién 3 Integramos por partes, en este sentido consideramos

dx
Vb —4dx

u=ux, du=
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Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

Operando

Solucién 4 Teniendo en cuenta
|2z sennx| < 2x [sennz| para todo z € [0, 1],

la cota sobre la integral se prueba aplicando las propiedades elementales de la integral (pp 199-200 libro de texto)

1 1 1
/ 2z Sen ny dr| < / dr < /

Lo 9 z=1
= /o o 1dx = [In(2® + 1)}x:0 =In(2) —Inl

2x sennx
2 +1

dxr =
2 +1 v

= In2

Solucién 5 En este caso se elige a = 2, y el cambio de variable determinado por la funcién = = g(t) = log, t. Téngase en cuenta que

t=2"

Su derivada viene dada por

log, e
g(t)=—

Asimismo se tiene )
log, t 2log, t log, t 2
21082t t’ 9ai082t (2 g2 ) =t
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Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

en donde C' constante arbitraria. Deshaciendo el cambio, ¢t = 2%, se tiene finalmente

21’
/ yr 1dx =log, e - arctg2” + C
Solucién 6 Basta aplicar la férmula (p. 217 libro de texto)

V = /OQWf(I)le‘:/OQﬂ'f(I)Qdm:/027T(2\/SGHICOS$)2d$

™
2 2
= / w4 sen x cos® xdx = 4w / sen z cos® xdr =
0 0

_ 4 {—Cos?’wr:g:4W(—c083§+cos30):47T <O+1)
3] 3 3

47

3

Solucién 7 Lo resolvemos aplicando la regla de la cadena y el Teorema Fundamental del Célculo Integral (pp 208-9 libro de texto). De este
modo

f(x) = (hog)(x)

en donde hemos considerado las funciones

o) =2, )= [ "

1+ u?

Por la regla de la cadena se tiene
f'(x) = h(g(1))g'(1).

3

Como q(1)=1.d(z)= -1 v A (u) = por el Teorema Fundamental del Célculo Inteeral. finalmente
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Solucién 8 Como la funcién coseno toma valores en el intervalo [—1, 1] en general se tiene que
2
‘cos nx‘ <1

Ademas como n? < z* +n? para todo v € R, n € N entonces

1 1

I'4+Tl2 — n2

Teniendo estas dos acotaciones se cumple

cos? nx < 1 < 1
x4—|—n2 - m4—i—n2 — nZ
Aplicando propiedad de las funciones integrables (véase p.200)
2 2 2 2 2 2
cos“ nx cos“ nx 1 1 2m
/0 —x4—|—n2dx S/o - dx§/0 ﬁdxzﬁ i dx:ﬁ (25)
2 0o 9x COS®NT
Como po) — 0 de (??) se deduce | [; mdl‘ — 0 y esto prueba que
2 2
coS
m [ 2 dr =0

n—oo Jq xrl -+ n?

Soluciéon 9 El teorema de Lebesgue nos dice que una funcién es integrable si el conjunto de los puntos de discontinuidad tiene medida
(longitud) nula (véase p.197-8). En el caso del ejemplo a) el conjunto de puntos de discontinuidad es

D={n:neN}

™
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Solucion 10 Para cada n € N definimos P, la particién

P, = {1:z—0,1,...,n}
n

que determina n subintervalos I; = [+, £] (i = 1,...,n) en el intervalo [0,1] con didmetro

1
[Poff = = =0
n

tendiendo a cero. Por otro lado

an:\/T+\/7§l:/r7_l...+\/ﬁ:%<\/g+,,,+\/g+...+\/g> :%iz:;\/g:%gf(%):b”(f,f’n)

en donde f(x) = y/z y hemos tenido en cuenta que
l
mixy/z = \/j
xel; n

/1 f(s)ds = lim S(f, P,)
0 n—oo

Como

y S(f, P,) = a, se tiene

! 1 2+ ...
/ Jads — lima, — lfm YIEV2E v
0

n—00 n—00 n\/ﬁ

1 s=1
2
/ Vsds = % ==
0 9 3

s=0

Por otro lado

(NI

Thecn
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Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

Solucién 11 La funcién f es continua por ser un polinomio, luego podemos aplicar el teorema del valor medio del cédlculo integral que nos

Solucién 12

asegura la existencia de al menos un ¢ € [0, 1] verificando

lAf@szﬂ@u—m

1 1 37 z=1 97 2=1 ) 1 1 7
J e R e B e I e B e

Sustituyendo en (77?) se tiene

Como

7 2 2 7 9 1
— = —c—-1&c-—c—-1+-=0&c"—c+-=0
6 6 6
& 6 —6c+1=0
que tiene como raices 01:%\/§+%%0,78868,02:%
vale como punto ¢

(26)

— %\/g ~ 0,211 32 que estén en el intervalo [0, 1] y cualesquiera de ellas

Es una integral racional, aplicamos los métodos de descomposicién (p. 215 libro texto). Las raices del denominador (z+1)%*(z*+1)

son x; = 1 (raiz doble), xs = +i (raiz imaginaria) luego descomponemos

T A1 A2 Cx + D

Cr 1211 @+ (@rl2 ! 241

Esto es equivalente a
T Az + 1) (2> + 1)+ As(2? +1) + (Cz + D) (x + 1)?

(x+1)2(22+1) (x+1)2(22 + 1)

1 1 1
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Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

Igualando coeficientes

D+ A+ A 0
2D+ A1 +C =1
Ai+C =0
que tiene como solucién A; =0, Ay = —%, C=0,D= % Luego
T —1

1

(x+12(224+1)  2(x+1)2 * 2(x2 + 1)

Por tanto

/@:Hfiﬁ?ﬂ) B _/2(;cdf1)2
1

- / z(x;li 0

1
= — + —arctagr +C

2(x+1) 2

Solucién 13 La formula de integracion por partes nos dice que dadas funciones u, v entonces

/u'vdm = v — /uv’dx

Denotemos I = [ e** sen 3xdz. Siv = e**, u' = sen 3z entonces v/ = 2e**, u = —

L1 AY

1

5 cos 3z. Luego aplicando la féormula se tiene

L [/ 1 A
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Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

Si denotamos la integral I, = [ €%* cos3zdzr, volvemos a aplicar la férmula por partes con v = e%*, v’ = cos 3z en este caso
) ) )

v = 2¢**, u = 1sen3z. Entonces

1 1 2z 2
I, = <§sen3x) e — / <§sen3x) 2e%dr = %sen?)x - gl

Por tanto sustituyendo (??) en (?77?) se tiene

2x 2 2z 2
I = —% cos 3x + 3 <%sen3x — 5]) =

621’

2
= Y cos 3x + 562“7367133: — §[

Luego
13 e?®

2
El = —3 cos 31 + 5629”367131’

y finalmente
2x

2
cos 3z + —e**sen3z + C

I =—
13 13

en donde C es una constante.

Solucion 14 Utilizamos la siguiente identidad trignométrica

sen(x +y) — sen(z —y)
2

COSTSeENY =

Por tanto
sen(8zx) — sen(2x)

cos bx cos3x =

(28)
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Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

en donde C constante.

Solucién 15 Como t = e”, entonces x = Int. Luego aplicando teorema del cambio de variable (véase p. 211 libro de texto) con x = g(t) = Int,

se tiene ¢'(t) = L y por tanto

t
d ldt dt dt
[:/—x:/ t :/ ¢ :/ = arctagt + C = arctage® + C =

et +e* t+tt t+tt t2+1

en donde C constante.

Solucién 16 Represéntese en primer lugar el recinto. Los puntos de corte se obtienen resolviendo el sistema resultante de igualar las dos curvas
1—22 = —-1+2%
217 = 2& =+l
Por tanto las rectas se cortan en los puntos x = —1, x = 1 y el recinto del que queremos calcular su area se corresponde con
{-1<2<1, —1+2°<y<1-2%
El 4rea se corresponde con la suma de las dreas de dos subrecintos, el primero el limitado por el grafo de la funcién y; = 1 — 22
con el eje coordenadas que viene dada por la integral (véase intepretacion grafica de la integral p. 217 libro texto)

! 4
11:/ (1—1’2)d$:§

1

El segundo viene determinado por el grafo de la funcién y, = —1 + 22

! 4
I, = / —(=1+2%)dz = 3

1
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Solucién 17 Dada una particién cualquiera P del intervalo [0, 1], teniendo en cuenta que su longitud es 1 y el méximo que alcanza la funcién
tambien es uno, se cumple

0<s(f,P)<S(f,P)<1

Con lo cual existen las
sup {s(f,P): PeP|0,1]} = / f(z)dz
mf{S(f,P): PeP[0,1]} — / f(x)dz
integrales inferior y superior de f en [0, 1]. Es claro que se cumple la definicién de integral, es decir
sup{s(f,P): P e P[0,1]} =mf{S(f,P): P[0,1]}

si para cualquier nimero € > 0 tan pequeno como queramos existe una partciéon P. € [0, 1] tal que

S(f,P)—S(f,P)Sg

1
Basta considerar entonces la particion del intervalo en n partes iguales de modo que — < ¢, ya que
n

SR -s(hR) = ST (f (%) iy (k;1>) S %ZLW i
- %Zzzl(%—l) = % (22::1’“_2::1 1) _ % (21;%_”) _

n>+n—n 1
oy —3 :—<€
n n
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Como f es integrable, podemos calcular su integral determinando inf {S(f, P): P [0,1]} a partir del limite de la sucesién de
sumas S(f, P,), en donde P,es la particién de [0, 1] en n partes iguales.

) n 1 . [k 1422432+ .+ n? ) n?
LT DN (—) = i = = i T =

, n? 1
= lim —mM8M = —
n—oo3n?2 —3n+1 3

Nota. El limite se ha calculado por el criterio de Stoltz: Si A,, = a1 + as + ... + a,, B, = by + by + ... + b,,, entonces

lim =2 = lim An = An
n—oo 3, n—oo B, — B,_1

Solucién 18 Como .
((lnx)Q)/:Q(hlx)/lnx:—lnx:> nr _ (Inz)”)

T T 2

entonces

Solucion 19 Integramos directamente

e [
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Solucién 20 Podemos expresar la funcion f como composicién de dos funciones

f=goh,

en donde g(x) = [ ue“du, h(z) = 2 — Inz. Por la regla de la cadena
f'(1) = (goh)(1) = g'(h(1))H' (1)

Por un lado
(1) = —1 =—1,

zle=1 "

hl)=2—Inl=2.

Por otro lado aplicando el Teorema Fundamental del Calculo Integral
g'(h(1)) = ¢'(2) = ue*|,_, = 2¢>.

Finalmente

J'(1) = g (R (1) = 2¢* - (~1) = —2¢%

Solucién 21 Si consideramos la particion P, = {() 12 nl 1} de [0,1], la suma

Yttt n )

n (k k—1\ [(k)\® no k3 14234 . +nd
S(f’Pn):Zkzl (ﬁ— - ><ﬁ) :Zkzlﬁ:

es una suma superior de f en el intervalo [0, 1], por tanto

1 3 3 3
1+2°+ ..
/ 22dr = lim tettn = lim SL— lim
0

n—o0 nt n—soont —(n—1)*  n—ooodn

5_6n2+4n—1 4

1
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Solucién 22 a) Como
1 A B

r(rx+1) x+x+1

1 1 1 T
/ ( l)x /( 1) T nx n(x+ )—I—C n 1+C’

b)Como las soluciones de 22 + 2z +2 =0son —1 +7y —1 — i, se tiene

= Alx+1)+Br=1=A=1,B=-1

resulta

3r+5 B 3r+5 3x . 5 B
224+2x+2  (z+12+1  (z+1D2+1 (z+1)24+1
3 2z 45
2@+ 1241 (w1241
3 2x+4+2-2 1
= = +5
2(x+1)2+1 (x+1)2+1
3 2x42 3 1 1
= = —~ =2 +5
2(x4+1)24+1 2 (z+1)24+1 (z+1)2+1
3 2042 3 N 5
S o2(z4+ 1241 (z+1)241 (z+1)2+1
3 2z+2 n 2
SO 2(r+ 1241 (z+1)241

e integrando cada uno de los sumandos resulta

3r+5 3 )
/x2+2x+2d$—§1n[(9€+1) + 1] + 2arctan (z + 1) + C

1
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b) Si u = arcsenz,dv = dx, entonces du = ﬁdw y v = z. Se tiene

/ arcsenxdr = uv — /vdu = rarcsenr — rdr =

1
/\/1—x2
de +C =zarcsenx +vV1—22+C

—2z
= zarcsenx + | ————
/ 2v/1 — 22
¢) Siu=1z%dv= sen(x+ 2)dz, entonces du = 2zdx y v = — cos(z + 2). Se tiene
I= /x2 sen (z + 2)dr = uv — /vdu = —x?cos(z +2) + Q/mcos(x + 2)dz
Integrando de nuevo por partes la ltima integral, si u = x, dv = cos(z + 2)dx, entonces du = dx y v = sen (z + 2). Se tiene

/xcos(x+2)dx:xsen(x+2)—/sen(x+2)dx::csen(x+2)—i—cos(a:—l—Z)+C

con lo cual la integral pedida es

I = —a*cos(z+2)+2(xsen (z + 2) + cos(z +2) + O) =
= —a%cos(x +2) + 2z sen (x + 2) + 2cos(z + 2) + C

Solucién 24 a) Si hacemos el cambio senz = t, cos xdx = dt,

1

Deshaciendo el cambio resulta I = — 3
sen 3x
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y resulta

1 1—¢2 o \' 1 9
I:/—da::/ + 2 dt:/—dt
cosz + senx 14+#2 1412 14 ¢2 — 24+ 2t+1

Como 1 + /2y 1 —+/2 son las soluciones de —t> + 2t + 1 = 0, se tiene
A N B N
t—1—v2 t—1++2

= At—14+V2)+B(t—1-V2)=2
- A+B=0, —A+V2A-B—-V2B=2=
= A+B=0,A—B=\/§:'A=g,3=—%§
con lo cual
I = _/#dt:—/ \/5/2 + _\/5/2 dt —
=2t —1 t—1—v2 t—1++2

_ V2 ;mﬁ/;dt:
2 Jt—1-v2 2 Jt—1+2

- —?ln(t—l—ﬂ)+gln(t—1+\/§)+(]:§ln%+0

Deshaciendo el cambio .
tag= — 1 ++/2
2
I = £ In % +C
2 tag 5~ 1-+2

Sen u

~ 1 . ~ N e
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sen U cos? u senu
I = Ccos U du = du =
COS2 Cos2 COS2  cos2u cosu
sen u sen u
= / /tag udu-/(tag u+1—1)du=
COS U COS u

= /(tag2u+1)du—/du: tagu —u+ C

resulta

Por otra parte

V1 — cos? 1)’
tagu = Y _ Cosuz(x—l)\/l—< ) =az(r —2)
cos u cosu x—1
1
u = arccos
x —_—
y deshaciendo el cambio
I =+/xz(x —2) — arccos +C
b) Efectuando el cambio dado y teniendo en cuenta que
du
(2x +4)dr = du = (x + 2)dx = >

resulta ) ) .
I= / §senudu = —§cosu—|— C= —§cos(x2 +4x —6)+ C.

Solucién 26 Como el circulo es simétrico respecto a los ejes v la ecuacién dada define la funcién y = ++/9 — 22, que junto con los semiejes

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

c artagena9 9 LLAMA O ENVIA WH,_A\:r_SApp: 580 AE AL D

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

Efectuando el cambio = 3 cost,dz = —3 sentdt, cuyos limites de integracién son para x = 0 el punto ¢t = 7/2 y para z = 3 el
punto ¢ = 0, resulta

0 0
A = 4/ 3sent(—3sent)dt = —36/ sen 2tdt =
w/2 w/2

/2 1 — ot /2
- 36/ SO — 18 <f —/ Cos 2tdt> —or
0 2 2 0

1 — cos 2t

Nota. Recuérdese que sen 2t = 5

Solucién 27 La curva y la recta se cortan en los puntos de abscisa z = 0 y x = 3 soluciones de la ecuacién (z — 1)*> = z + 1. Como la recta se
encuentra por encima de la curva (represéntese), el drea encerrada es

3 3
1
/(x—i—l)dx—/ (x—l)de:—5—3:9

Solucién 28 (i) Basta aplicar diferencia de cuadrados en el numerador, simplificar e integrar directamente

L - /_1 I4_1dx—/l (xz_l)(x2+1)da:—/_l(x2—1)dx

NI R 2 +1 L
317 2 —4
3., 3 3

(ii) Teniendo en cuenta que
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calculamos la integral directamente aplicando la regla de Barrow

1 -1 [ —1 z=
I, = / r(1+4 2% *de = n [(1 + xQ)_?’]Idx =5 [(1 + 552)_3}95:;
0
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Capitulo 8. Funciones de varias variables

ENUNCIADOS

Ejercicio 1 Sendlese el valor de  lim  f(x,y), en donde
(2,y)—(0,0)
12 — y? + sen(2? + y?)

flz,y) = Ry

si (z,y) # (0,0), f(0,0) = (0,0).
Ejercicio 2 Indiquense los valores Dy f(1,0) y Dof(1,0), siendo f(z,y) = —2>+2x —ysiy #0, f(z,y) =z siy=0.

Ejercicio 3 Sean f(u,v) = (e*,e” +¢%), g(x,y) = (2% 2? + y). Determinese la diferencial de F'= go f en el punto (0,0).

e“+v
F(u,v) = (/ e*sds, u® — 02)
0

siendo F' = g o f, en donde g es una funcién real de clase infinito y f(x,y) = ax + by + ¢ (siendo a, b, ¢

Ejercicio 4 Sea F : R? — R? la funcién definida por

Determine la matriz jacobiana F’(1,1).

m-+n

Ejercicio 5 Determinese
awmyn
pardametros reales)

Ejercicio 6 Senale el polinomio de Taylor de orden 2 en (0,0) de la funcién

flz,y) = " Y + cos(zy).

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

Ejercicio 8 Resuélvanse las siguiente cuestiones:
a) Pruébese que u-v =0siysélosi [[u+v| =|u—v|.
b) ;Se encuentra el punto (1,0, —1,1) en la bola abierta de centro (2,1, —1,2) y radio v/3?.
¢) ;Cuél es el seno del angulo que forman los vectores (1,2, —1) y (—1,1,0)7.
d) Pruébese que el conjunto de los vectores ortogonales a uno dado es un subespacio vectorial.

e) Encuéntrese la ecuacién del subespacio de R* ortogonal a (1,1, —1, —1).

Ejercicio 9 Pruébese que no existe o determinese el limite de f en (0,0) en los siguientes casos:

3 2
_y -z
a) f(x’y)_x2+y2
2 4
y? —x
b) f(x,y)zm
+a? 4
Q) floy) =Sy £
y—x

Ejercicio 10 Estudiese la continuidad en R? vy, si existen, calcilense las derivadas parciales de la funcion

P — 2

en el punto genérico (z,y). En su caso, jcuanto valen D;f(0,0) y Dof(0,0)?.
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Ejercicio 12 Sean f(z,y, z) = (22 +y?, zyz, 22 — %) y g(u, v, w) = (cos(u+v), e"). Pruébese por la regla de la cadena que go f es diferenciable
en cualquier punto (z,y, z) de R? y calctilese su diferencial en el punto (0, /7, /7).

Ejercicio 13 Desarréllese por el teorema de Taylor las funcion
flz,y) =2y +3y—2, a=(1,-2), r=1.

hasta el resto de orden 4 en la bola B(a,r) y encuéntrese una cota del resto

Ejercicio 14 Determinense los maximos y minimos locales de las funcién

f(@,y,2) =2+ 2y + ¢°.

Ejercicio 15 Determinense los extremos de f(x,y) = xy con la condicién de que = +y = 1.

Ejercicio 16 Se llaman cosenos directores de un vector a los cosenos de los angulos que forma con los vectores de la base candnica. En el
espacio R?, si representamos por {i,j,k} los vectores de la base canénica y por a, 3 y7 los respectivos dngulos que forma con
ellos el vector v = ai + bj + ck, pruebese que cos? a + cos? 3 + cos? v = 1.

Ejercicio 17 Pruébese que no existe o determinese el limite de f en (0,0) en los siguientes casos:

a) f(z,y) = x? Sen%—l—zﬁ si (z,y) # (0,0), £(0,0) =0.

b) f(z,y) =In(z* +y°) si (z,y) # (0,0), (0,0) = 0.
Ejercicio 18 Esttidiese la continuidad en R? y, si existen, calctilense las derivadas parciales de la funcién

2
fle o) — Y e N 20 0) £0 0V — 0
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Ejercicio 19 Determinese las matriz jacobiana en (z,y) de las funcién:.
[y, z,u) = (zzu, €, u+ tag(z — ay))
Ejercicio 20 Sean las funciones de R? en R? definidas por

f(il?,y,Z) = (y2 - 22,$y - ZQayQ - QZJ:)a g(xvya 2) = (z,xyz,y - 221")

Sendlese el valor del determinante de la matriz jacobiana (determinante jacobiano) de la funcién compuesta g o f en el punto

P =(1,0,-1).
. , du du » :
Ejercicio 21 Sea u = F(xu,y + u). Determinense o Y 5y funcion de las derivadas de F.
Z Y
Ejercicio 22 Sea el rectangulo L = [—3,2] x [—2,3]. Sendlese su polinomio de Taylor de orden uno en (0,0) y una cota 6ptima del error

cometido al sustituir en L la funcién f(z,y) = e**¥ por dicho polinomio

Ejercicio 23 Determinese los méaximos y minimos locales de la funcién

flz,y, 2) =22 4 y* + 22+ ayz

Ejercicio 24 Determinese la minima distancia del punto (0,2) a la parabola x? = 4y.
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SOLUCIONES
Solucién 1 No existe limite de f(z,y) ya que aunque
2,2
t
lim sen(z” +y°) — 1 pues T 1,
(z,y)—(0,0) 2+ y? >0 ¢
22 — o2
no existe  lim —— 5 bues depende de las direcciones
(z,y)—(0,0) ==+ Yy

) ?—yr . 2 (1-m?) 1-—m?
lim = lim = .
z—0,y=mx 1'2 —+ y2 x—0 ;C2<1 -+ m2) 1 + m2

Solucion 2 Por definiciéon

fA+h0)=f(1,0) . (1+h)—1
DI h =5
Daf(1,0) = fi TR =T oy Co =t

Solucién 3 Es una aplicacion directa de la regla de la cadena, en este caso

D(g© £)(0,0) = Dg(f(0,0))Df(0,0).

Teniendo en cuenta que f(0,0) = (1,2), calculemos las matrices jacobianas correspondientes

pogon == (5 1)] -(31)
z,y)=(1,2

e 0 1 0
Df(o,O)— (eu 1}) (uv)(OO)—(l 1)

€
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Solucién 4 La matriz jacobiana es por definicién la matriz

en donde las funciones componente vienen dadas por
6“‘+’U
Flue) = (Fu o) o) = ([ esds, e - 02)
0

Para calcular las derivadas parciales de la primera funcién componente aplicamos la regla de la cadena. Siendo

g(z) = / e’sds, h(u,v) =e" + v,
0

se tiene que

Fl(uvv) = (g © h) (U,U)

y por tanto
Fi(1,1) = ¢'(h(1,1))p'(1,1)

Por un lado

W(1,1) = ( Di(e" +v) Da(e" +v) )(u,v):(l,l) =(e" 1 )(W):(M) =(e 1),

Por el otro
h(1,1) = e + 0] )=y =€ +1

y por el Teorema fundamental del calculo (véase pp 208-9 libro de texto)

L1 (4 1 [ S5 1 ltesq A\
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FI(1,1) = ( DiF(1,1) DyFi(1,1))
= ¢(e+1)M(1,1)
= (e (14e)e e(1+e))

Para la segunda funcién componente basta derivar directamente

DlFQ(l,l) = [2u] _ =2
DoFy(1,1) = [~20],_, = —2

Finalmente " o
F(11) = ( e (12+ ele e (_12+ e) )

El calculo de la jacobiana de la derivadas de la funcién
e +v
Fi(u,v) = / e’sds
0

De hecho tenemos la primitiva

/essds =e’(s—1)

entonces
e'+v u
/ e'sds = [ef(s— D] =" (e"+v—1)—e"(0-1)
0
= (e +u—1)+1.
Taeco Filu. ) = 10 (e 40— 1) + 1 v nodemas calenlar las derivadas directamente
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Solucién 5 Calculamos la derivada aplicando la regla de la cadena reiteradamente

ot | om onF om olF om LoV R
ey (x,y) = pe 8ymg(ozx +by+c)= prel oy g (ax+by+c)= pye a? oy g"(ax + by + ¢)
am an—SF 87”
- ax_mag Dy g"(ax +by+c) = .= m—ma”g”)(ag; +by+c)=..=

= a"b" g™ (az + by + c)
Solucién 6 El polinomio de Taylor de orden 2 en (0,0) de la funcién f viene dado por

1 1
Py(z,y) = f(0,0) + 57 (D1 + D2) £(0,0) + o (Dr + Ds)* £(0,0)
(en donde seguimos la notacién dada en la p. 255 del libro de texto)

Calculamos las derivadas y particularizamos para el punto (0, 0)

f(07 0) - )
le(07 ) = 17 D2(070) = _]'7
Dllf( 70) = ]-7 Dl?f(ovo) = _17 D22f(0a O) = ]-7
por tanto el polinomio de Taylor es
2 2
Py(x,y) =2+$—y+5—xy+%-

Solucién 7 En primer lugar estudiemos los puntos criticos de la funcién.

CLASES I;A:RT,ICULARES: TUTORIAS TECNICAS ONLINE

c artagena9 9 LLAMA O ENVIA WH,_A\:r_SApp: 580 AE AL D

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

Como
1 si n par

—1 si n impar

cos(nm) = {
distiguimos dos casos. Aplicando el criterio dado en las paginas 259-60, se tiene:

» Sin par, entonces la matriz hessiana de f en (0, 7) estd dada por
( 14 0 ) _ < 14 0 )
0 —cosy (2.9)=(0m7) 0 1

A1:14,A2:' 104 (1)

son estrictamente positivos, entonces podemos asegurar que el punto (0, n7) es un minimo estricto relativo.

(14 0 )' _(14 0)
0 —cosy (@) =(0mm) 0 -1

tiene determinante estrictamente negativo
14 0
’( ‘o )1__14<o,

Los menores principales

1

= Si n impar, la matriz Hessiana

luego (0,n7) no es extremo relativo
Solucién 8 a) Supongamos que u-v = 0.

lu+v|]? = (u+v)(u+v)=u-u+v-v+2u-v)=u-utv-v

lu—=v|? = (u-v)u-v)=u-u+v-v—-2u-v)=u-u+v-v
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b) La distancia del punto al centro de la bola es

d((1,0,—1,1),(2,1,-1,2)) = /(1 =22+ (0= 1)2 + (—1 + 12+ (1 —2)2 = V3
Por tanto el punto se encuentra en la bola cerrada, pero no en la bola abierta.

c)

(1,2,-1)-(-1,1,0)  —1+2+0 1

cosa = = =
11,2, =) [I(=1,1,0) 23

I V62

1 11

senay = V1 —cos?a=4/1- =4/ =
4 x 3 12

d) Sea a un vector fijo y = {u:u-a =0} el conjunto de los vectores ortogonales (perpendiculares) a a. Siu,v € L'y A\, u € R,
por tanto A(u-a) =0y p(v-a) =0, se tiene:

(Autpv)-a=du-atuv-a=>0
con lo cual Au+ pv € L y L es un subespacio vectorial.
e) Si (z,y, z,u) son las coordenadas de un vector cualquiera ortogonal al vector (1,1, —1, —1), se tiene que cumplir:
(x,y,z,u) - (1,1,-1,-1) =0 z+y—2—u=0

aue es la ecuacion del subespacia
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Solucién 9 a) Considerando el limite a través de la familia de rectas y = Az, se tiene

I F@y) i N3 —22 0 Mo -1 -1
11m xXr = 1m —_—— = |1Im =
(,y)—(0,0) W= y=xzx 2 4+ \2x2  2—0 14 )2 1+ A2

por tanto el limite a través de cada recta es diferente y no existe lim, 0,0y f(2, ).

b) Considerando el limite a través de la familia de pardbolas y = A\z?, se tiene

2 _ .4 A2zt gt N2
lim  f(z,y) = lim Yy % i 2% "% _
(z,9)—(0,0) 2—0, y=x22 z 4+ y2 a0 xt + N2zt A2+ 1

por tanto el limite a través de cada parabola es diferente y no existe lim, y)— 0,0y f(Z,¥).
c¢) Considerando el limite a través de la familia de rectas y = x, A # 1 se tiene

, ) y+at+uw . M+t +r A+l
lim  f(z,y) = lim = lim =
(z,y)—(0,0) -0, y=Az, \AL Y — X =0, Ml Ar — A—1

por tanto el limite a través de cada recta es diferente y no existe lim, 0,0y f(2, ).

Solucién 10 Si (z,y) # (0,0), entonces la funcion es cociente de dos polinomios cuyo denominador no se anula en un entorno del punto. Como

y3 _ 1'3 y3 ZL‘3

22 + 32 —x2+y2_x2+y2

y el limite de cada uno de los sumandos es cero cuando (z,y) — (0,0) ya que

| 22 | 123

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

c artagena9 9 LLAMA O ENVIA WH,_A\:r_SApp: 580 AE AL D

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

resulta lim; y)—(0,0) % = 0 y la funcién es continua en (0, 0). Por tanto la funcién es continua en R%. Por otro lado

0 1y — a3 xt — 32%y% — 229
%12 +y2 o (1’2 +y2>2
oy +a® oyt + 3%+ 220y
Jy x? +y? (22 + y2)?

Nota. El limite anterior se resuelve facilmente pasando a coordenadas polares

p>sen30 — p? cos® 0

, IR Y, Y 39 3 _
(m,yl)lir%o,o) flz,y) = /1)12(1) e = }OILI(I) p(sen”f —cos”0) =0
Solucién 11
2x 2y 2z
J(f) = yzcosxyz wzcosxyz xycoswyz
2x 2
1+ 4y? 1+12y+y2 0

Solucién 12 Las tres funciones componentes de la funcién f son funciones polindmicas y por tanto diferenciables en cualquier punto (z,y, z)
de R3. Por otra parte la funcién g también es diferenciable en cualquier punto (u, v, w) de R3, ya que lo son sus dos componentes
(u,v,w) = cos(u+v) y ga(u,v,w) = €', pues g; es la composicién de la funcién coseno con una funcién polinémica y go es una
funcion exponencial.

Si h = go f, teniendo en cuenta la regla de la cadena Dh(x,y,2) = Dg(f(x,y,2)) o Df(x,y, z). Por tanto, como f(0,/7,/7) =
(7,0, 7), entonces Dh(0, /7, /) es la aplicacién lineal de R? en R? definida por la matriz

, —sen(u+v) —sen(u+wv) 0 e 2y 0
h(P) = 0 Y 0 X yz Tz TY =
‘ (r.0.7) —2r 0 2
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Solucion 13 La expresion de la féormula de Taylor con resto de orden 4 es

flz,y) = f(a)+ % ((x—=1)D1 + (y+2)Ds) f(a) + % ((x —1)Dy + (y + 2)Dy)” f(a) +

+% (z =)Dy + (y +2)D2)* f(a) + % (e = D)D1+ (y +2)Ds)" (o)

en donde « es un punto del segmento ((1,—2), (z,y)) vy ((x — 1)D1 + (y + 2)D2)" f(«) es el operador que aplica las derivadas de
orden n a la funcién f en el punto a = (1, —2)

Las derivadas son:

le(‘T?y) = 2Iy7 D2f(x7y) :I2+37 le(17_2) = _47 D2f(17_2> =4
D11f($,y) = 2y, Dipf(z,y) = 2z, D22f(flf,y) =0, D11f(1, —2) = —4, Dipf(1,-2) =2
Dy f(z,y) = Digaf(x,y) = Dasaf(x,y) =0, Diaf(z,y) =2

y todas las derivadas de orden cuatro son cero.
Teniendo en cuenta que f(1,—2) = —10 y sustituyendo en la expresion, resulta
1
fla,y) = =10+ [-A(@ - 1) +4(y+2) + 5 [—4(z —1)*+2(2(z — 1)(y +2)) + 0(y + 2)*] +
1
ta [2(3(z — 1)*(y+2)] + 0
= —10—-4(z—-1)+4y+2) -2z -1)*+2(x - 1)(y+2)+ (x — 1)*(y +2)
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Nota. Si hy = —a y hy = y + b, una expresiéon mas breve del desarrollo de Taylor con resto de orden 4 en el punto (a,b) de una

funcién f(z,y) es
51 | ,
fley) = f(1,-2)+ anl m(thl + haD1)" f(1,-2) + a(thl + haD1)" f (&, 1)

Solucién 14 Los candidatos a puntos de extremo son las soluciones del sistema de ecuaciones Dy = 0

le(x,y,z) =0

625 + 322y = 0 322(22% +y) =0 xr=0,y=0
Dof(z,y,2) =0 = "4 2 = 3 2 = 3 P
e x>+ 3y =0 x>+ 3y° =0 x>+ 3(—22°)° =0
Dgf(x,y,Z>:O Y Y ( )
como la tdltima ecuaciéon no tiene més soluciones reales que x = y = 0, las soluciones del sistema es la familia de puntos
r=0, y=0, 2=\, en donde A es un numero real cualquiera. En otras palabras las soluciones del sistema son los puntos del
eje Oz.
Estudiemos mediante el hessiano si son extremos. Como
30z* + 62y 322 0 000
32 6y O =100 0
0 0 0 0 00

(0,0,)

no se tiene ninguna informacion.

Analicemos el valor de f en el entorno del punto (0,0, ). Consideremos la bola de centro el punto y radio £ > 0 tan pequeno como
queramos. Para el punto (g,&, \) se tiene f(g,e,\) =% +&?+® > 0 y para el punto (0, —¢, \) se tiene f(0,—e,\) = —&3 < 0,

por tanto la funcién no tiene extremos.

Solucién 15 Como y = 1 — z, sustituyendo en f(x,y) se obtiene la funcién de una variable g(z) = z(1 — z), cuyos extremos se trata de

PR E
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Solucién 16 Teniendo en cuenta que los vectores de la base canénica {i, j, k} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} son ortogonales y por tanto

i-j=i-k=j-k=0=v-i=a, v-j=0b, v -k=c

Como .
v-i a b c
cosa = o = P Cosfl = ———; cosY = ———
VI Va2 + 02+ 2 Ve+tR+& 211
resulta
a? b? 2
cos? a + cos? B+ cos®y = + - =1

a?+b2+c2 a?4+b02+c2 a?+b2 42

Solucién 17 a) Como el seno solamente toma valores en el intervalo [—1, 1] entonces

9 1

2 2
T Senﬂ——FyQ <l|#?| =z (29)

Como

lim 22=0
(z,y)—(0,0)

de (?7?) se deduce

0

, 9 1
Iim z°sen ——— =
(2,9)—(0,0) x? + y?

b) Efectuando un cambio a polares (z = rcosf, y = r sen ) se tiene que

f(z,y) = f(rcosd,rsend) = Inr?

que no depende del angulo. Luego podemos aplicar el teorema de célculo de limite mediante cambio a polares (p.282 libro de
+oavta)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

c artagena9 9 LLAMA O ENVIA WH,_A\:r_SApp: 580 AE AL D

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion M

Solucién 18 La funcién no es continua ya que no existe el limite. Consideremos la sucesiones (a,) = (1 \/g), (bn) = (% l). Evidentemente

n’ ‘n

ambas sucesiones (a,) y (b,) tienden a 0, pero

L = 1
n n ) 1
1/ n - 1/ :1, n? = —
A T At
L1y nA n
dn f(ba) = M 55t = M ey — i ey =0

Por tanto no puede existir limite por el teorema de caracterizaciéon de limites por sucesiones (p. 235 libro de texto).

Por otro lado podemos calcular la derivadas parciales calculando el limite directamente

t x 02
t—0 t t—0 t
0 x t?
0,t) — £(0,0 T
Dy f(0,0) = limf( 1) = (0, ):Hm()2+t4 0
t—0 t t—0 t

Recordemos que la existencia de derivadas parciales no implica la continuidad de la funcion.

Solucion 19 Se trata de considerar la matriz jacobiana de la funcién

g9(z,y) = (vzu, €, u+ tag(z — xy))
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se tiene
ZU 0

g (z,y) = 0 zeV?
—ysec?(z — xy) —wsec?(z — zy)

Solucién 20 Como P’ = f(1,0,—1) = (—1,—1,2), aplicando la regla de la cadena (véase p. 247 libro)

(g © f>/(17 0, _1) = g/(f(lv 0, _1)) X f/<17 0, _1)

resulta
—2z 00 2
'(1,0,—1) —2z =101 2 ,
—2z 2y -2z /, 2 0 -2
0 0 1
g (— = -2 -2 1
—22 —23: - -4 1 2
Como det ¢'(—1,—1,2) = =10 y det f'(1 = —4, y como el determinante del producto de dos matrices es igual al producto
de sus determinantes se tiene que det(g o f) (1 0, —1) = 40.
Solucién 21 Denotamos en general
0 0
Dy=—,Dy=—
1 al” 2 ay

La funcién u(z,y) = F(zu,y + u) se puede expresar como la composicién de dos funciones
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Las matrices jacobianas vienen dadas por

(z,y) = u+xDiu  xDsu
g Y N Dlu 1 + DQU

F'(z,y) = ( DiF DyF)

u'(z,y) = ( Diu Dau )

Por la regla de la cadena (p. 247) se tiene

Diu 1+ Dyu
= ( (’LL + xDlu)DlF + DluDgF nguDlF + D2F<]_ + DQU) )

( Dyww Dyu) = ( DiF DQF)<U+:ED1U rDou )

Por tanto de igualar la primera coordenada se obtiene

uDlF

Dyu = Dyu)DF 4+ DyuDyF = Dyu =
1Uu (U+LE 1U) 1+ Dyulg 1UuU l—xDlF—DQF

Del mismo modo de igualar la segunda coordenada

Dy F
1-— ZEDlF — DQF

Dou = xDyuD F + DQF(l + DQU) = Dou =
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Solucién 23

el polinomio de Taylor de orden uno en (0, 0) viene dado por

Py(z,y) = £(0,0) + Dy f(0,0)x + Dy f(0,0)y = 14+ + .

Se trata de encontrar la menor cota del resto de orden dos del desarrollo de Taylor Como todas las derivadas de la funcién en
(x,y) son iguales a la funcién, el resto viene dado por

1
RQ(x7y) = E(x + y)269+u7
en donde (6, ) es un punto del interior del segmento [(0,0), (z,y)]. Por tanto, teniendo en cuenta que el mayor valor de z + y
en L es b, resulta

1 1
|Ro(z,y)| = 5 |z +y\260+“ < 52565.

Igualando la derivadas parciales a cero obtenemos el sistema

20 +yz =0

204+ 22=0

2242y =0
de puntos criticos cuya soluciéon nos da los candidatos a minimos y maximos globales. De la primera ecuacion se tiene que

z
T = —%. Sustituyendo en la segunda llegamos
Yz 2*
2y+—7z:()<:>y 2—3 =0

En este caso hay tres posibilidades y = 0 0 2z = 2. Si y = 0 entonces de la primera ecuaciéon necesariamente z = 0 y del tercera
z = 0. Luego
a; = (0,0,0)
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que tiene (z,y) = (2,-2) y (z,y) = (—2,2) como posibles soluciones. Luego

as = (2,-2,2), a3 = (—2,2,2)

son otros puntos criticos. De igual modo si z = —2 llegamos al sistema

20 — 2y =0
ry = —4

que tiene como soluciones z =y = (2,2), (z,y) = (—2, —2). Para ver si los punto criticos son minimos o méximos estudiamos la

Hessiana

Para el punto (0,0, 0)

z
2

<

Hf(z,y,2) =

8

RSEERC I \V]
[\

2.0 0
Hf(0,0,00=[ 0 2 0
00 2

aplicando el criterio de Silvester la matriz Hessiana es definida positiva. Por la condicién suficiente de extremo (p. 259 libro de
texto) concluimos que a; = (0,0,0) es un minimo local. Por otro lado para los puntos as = (2,—2,2) y a3 = (—2,2,2) las
matrices Hessianas vienen dadas por

y

Cartagena99

2 2 -2
Hf(2,-2,2)=( 2 2 2
—2 2 2

[2 2 2
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En este caso el criterio de Silvester no nos asegura que las matrices sean definida positiva ni definida negativas. De hecho se
puede ver que las formas cuadraticas no son definidas ya que por ejemplo para el caso de la primera Hessiana

2 2 -2 1
(1L00) 2 2 2 0]=2>0
-2 2 2 0
2 2 -2 1
(1 -1 1) 2 2 2 -1 | =-6<0
-2 2 2 1
Y para la segunda
2 2 2 1
(ro0)[2 2 -2 0] =2
2 -2 2 0
2 2 2 1
(1 -1 -1)f2 2 =2 -1 | = -6
2 -2 2 -1

Siguiendo la demostracién de la condicién suficiente de extremo (p. 259) esto nos asegura que as = (2,—2,2) y a3 = (—2,2,2) no
son ni maximos ni minimos de la funcién.

Los puntos a4 = (2,2, —2)

2 -2
Hf(2,2,-2)= | -2
2

N DN DO

2
2

/ fa) a AN
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siendo en este caso también indefinidas.

Solucién 24 La distancia de un punto cualquiera (x,y) al punto (0,2) viene dada por
22+ (y —2)°

Luego se trata de minimizar la funcién /22 + (y — 2)? sujeta a la condicién 4y = 2, esto es equivalente a miniminizar el cuadrado
de la funcién por ser la funcion raiz una funcién creciente en los positivos.

minimizar ¥ + (y — 2)? sujeto a dy = 2

Como z? = 4y sustituyendo directamente llegamos a un problema equivalente no restringido de la variable y
minimizar g(y) = 4y + (y — 2)? = 4* + 4

Tiene un unico punto critico en ¥ = 0 ya que
Jy)=02y=07=0

Por la forma de la funcién vemos que dicho punto es un minimo local (global) de g y por tanto
(z,y) = (0,0)
es el punto de la parabola a menor distancia de (0, 2). Finalemente la distancia vendra dada por

02+ (0—2)2=2
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Capitulo 9. La integral multiple

ENUNCIADOS

Ejercicio 1 Calcular la integral
I= /(:)3 + ) dzdy
S

en donde
S={(r,y) ER*: 4> 2" +9* > 1}

Ejercicio 2 Calcular la integral I = |, ¢ dzdy en donde

S={(z,y) ER*:y—24+2<0,~y+2+x>0y>2’}

Ejercicio 3 Calciilese mediante una integral doble el volumen de la pirdmide triangular de vértices (1,0,0), (0,0,0), (0,2,0) y (0,0,3).

Ejercicio 4 Utilicese el cambio x = u,y = (1/2)u + v para determinar el valor de la integral

I :/ 2 (2y — 2)e® = dady
M

en donde
M={(z,y):0<2 <2, 2/2<y < (z+4)/2}.

vl 5 dzdy, en donde D = {(z,y) € R? : 4 < 2°+y* < 25}

Ejercicio 5 Calctilese mediante un cambio a coordenadas polares la integral | D E e
Z )

Eiercicio 6 Determine la longitud del arco de curva (z(t). u(t). z(£)) = (12 82 3t2). 0 < ¢ < 1.
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Ejercicio 7 Sea A = [0,2] x [1,4] y f(x,y) = x + y. Resuélvanse las siguiente cuestiones:
a) Encontrar una particién P, de A que determine n? subrectdngulos con la misma érea.
b) Calcular s(f, P,) y nlglgo s(f, Pp).
c) Calcular S(f, P,) y 7111_)11010 S(f, P).
d) Calcular por integracién reiterada [, f(z,y)dzdy y comprobar que es igual a los limites de a) y b).

Ejercicio 8 La integral doble de una funcién es igual a la integral reiterada

/ i [ 7 ey

Determinese el recinto e inviértase el orden de integracion.

Ejercicio 9 El volumen de un recinto M limitado superiormente por la superficie z = f(x,y) e inferiormente por el plano z = 0, viene dado

por
1 2z V2 2/x
V=/ d:c/ f(fv,y)der/ dx/ f(x,y)dy
0 T 1 T

a) Determinese M e inviértase el orden de integracion.

b) Calcilese V' si f(z,y) = xy.

Ejercicio 10 Calcule la integral de
flz,y) =%y

en la corona circular {(z,y) : 1 < 2% + ¢y* < 4}.
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Ejercicio 12 Aplicacién del cambio de coordenadas polares al calculo de limites. Estudiense los limites en (0,0) de las siguientes funciones:

a) f(z,y) ==z sen% si £(0,0) = 0.

+ y?
b) f(z,y) = B £(0,0) = 0.

Ejercicio 13 Calcilese la integral de f(x,y) = x — y sobre el recinto
M= {(z,y) eR*: [z <1, [y| <1}

Ejercicio 14 Calcilese la integral de f(z,y) = 23y sobre el recinto limitado por la parte positiva de los ejes, la circunferencia 22 +y*> =1y la
elipse 22 + 4y% = 4.

Ejercicio 15 Determinese el volumen comprendido entre x > 0, y > 0, el paraboloide z = xy y los planos x =1 e y = 2.

Ejercicio 16 Determinense los limites de integracién A, B,C, D, E de la integral

/M F (@, y)dudy = /O "o /B " fay)dy + / e /D " Jay)dy,

endonde M = {(z,y) e R?: 0 <y <1; y? <z < /2 —y?}.

Ejercicio 17 Calcilese la longitud del arco de curva de la hélice circular x = acost, y = a sen t, z = ct determinado por los puntos (a,0,0) y
(a,0,2mc).

4
n x

1
Ejercicio 18 Determinese el valor de la integral [, mdydaz, en donde M es el cuadrildtero de vértices (1,1),(1,2),(2,2) y (2,4).

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

Ejercicio 20 Sea la funcién f(z,y) = (« +y)?. Calcule la integral [, f(z,y)dzdy en donde
M={(z,y) eR*: -1 <2 <1,0<y<1—2%}
Ejercicio 21 Calcule la integral
I= /(x — y)*dxdy
S

en donde
S={(r,y) eR*:2>2"+4* > 1,z > 0}.

Ejercicio 22 Calcule la integral [ (z + y*) dzdy en donde
S={(z,y):y>2% y—242<0, y—2—2<0}
Ejercicio 23 Calcule el valor de la integral
1= / VI + ydady
M
en donde M = {(z,y):0<z <3, 0<y<1}.

Ejercicio 24 Calcule la integral

/T (z — y)dzdy

en donde T' C R? es el tridngulo de vértices (0, —1), (0,1), (1,0).
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SOLUCIONES

Solucién 1 Graficamente el recinto propuesto representa la corona circular delimitada por dos circunferencias de radio 1 y 2 respectivamente.
Luego utilizamos cordenadas polares, © = rcosf, y = rsenf. r > 0, 6 € [0,27). De esta manera sustituyendo directamente

Del mismo modo la funcién

S={(r,0):rell,2],0 €[0,2n)}.

f(z,y) =2+ y* + 2y

en cordenadas polares tiene la siguiente expresion

f(z,y) = f(rcos@,rsenf) =r*(cos> + sen®0) + 2r?cosfsent =
_ 2

= 77(1 + sen 20).

Luego la integral viene dada por

Solucién 2 El recinto tiene la expresion

I= fo27r f12<7"2 +r?sen 20)rdrdf = OQW 12 r3(1 + sen 20)drdf =

= [Pr3dr fo%(l + sen 260)d6

1

[ﬁ} =2 [9 _ cos26}9:27r

4 2 0=0
15

r=1

_ 2t _ 15
= 2r = 2T

S={(z,y):y<a—-2,y<2+uz,2° <y},

y por tanto estd delimitado por la rectas y = x — 2, y = x + 2 y la parabola y = 2. Graficamente se observa que podemos

considerar el recinto S como 1

1midén de los subrecintos (véase grafica de la solucién 22 que tiene el mismo recinto de integracion)

Cartagena99
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en donde (—1,1) y (1,1) son los puntos de corte de la parabola y = 2% con las rectas y = 2+ x y y = 2 — x respectivamente.

Como consecuencia,

I =[5 dedy+ [ dedy = [°) [ dvdy + [ [ dady =

= f?1(2 +x — 2?)dr + f01(2 —x —2¥)dr =

2?2 23] 22 23]
|:x+ 2 3:|x—1+|:x 2 3:|z0
1 1 1 1
P S I P
2 3 2 3 3

Solucién 3 Graficamente se puede ver que la base de la piramide la determina el triangulo del plano 0XY (z = 0), determinado por los
puntos (0,0), (L,0), (0,2).

M={(z,y):0<2<1,0<y<2-2z}

La altura de la piramide z = z(z,y) de un punto de la base la determina el plano del espacio que pasa por los puntos (1,0,0),
(0,0,3), (0,2,0)
6x + 3y + 22 =6,

y por tanto
6 — (6 +3y) =3 3¢ — §y
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El volumen de la piramide viene dado por la integral

1 2—2z 3—3z—3y 1 2—2z 3
I = / z(x,y)dxdy:/ dw/ dy/ dz:/ dx/ (3— =y —3x)dy
M 0 0 0 0 0 2

— /Olgdx/:_%(l_%y—:p)dy:/ol?)dx ((1—;(;)(2—23;)—2(2—21)2)
= /013(;;;—1)%;(;21

que compruebe coincide con la férmula usual

areabase X altura B 1x3 _1
3 3

Solucién 4 Para z =u ey = (1/2)u+ v se tiene u/2 < (1/2)u+v < (u+4)/2 o lo que es equivalente 0 < v < 2. por tanto M se transforma
en

T={(u,v):0<u<2 0<v<2}.

El jacobiano del cambio es 1. Teniendo en cuenta 2y — x = 2v, resulta

1 2
I = f02 du f02 2Bved’ dy = f02 uddu [164”2} =
0

1
1(616 —1) f02 uddu = e'® — 1.
vl

Solucién 5 Como el integrando f(z,y) = ———

satisface f(x,—y) = f(x,y), la integral pedida es el doble de la integral sobre
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Integramos mediante un cambio a coordenadas polares x = rcosf, y = rsenf, cuyo jacobiano es J(r,0) = r.

Y| y
[y oy dody =2 dody =
= 5 7sen x
=2/, /, Trdrd& =6, sen 0df = 12.

Solucién 6 Para calcular la longitud como '(t) = 12, y/(t) = 12tY/2, 2/(t) = 6t se aplica directamente la férmula (p. 297 libro de texto)

1 1
/ V' ()2 +y/ (1?2 + 2/(1)2dt = / V144 + 144t + 36t2dt =
0 0
1
= / V (6t + 12)%dt =
0

1

- /(6t+12)dt:
0

= 15

Solucién 7 a) Las particién en n subrectdangulos de la misma longitud en los intervalos A y B son

2 2 2 2 2 2
P([0,2) = 40,22232 (i—-1)Zi% . (n-1)22
(10, 2) { 22252 -t }
3 3 3 3 3
P,([1,4]) = {1,1+—,1+2—,...,1+(j—1)—,1—|—j—,...,1+(n—1)—,4}
n n n n n

por tanto la particién pedida es el producto cartesiano de ambas, P, = P,([0,2]) x P,([1,4]).
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2

3 1

n

Como el area de cada subrectangulo es |Q;;| = %, la suma inferior viene dada por

n

s(f Pa) = Z%(H%(%HJ’—&S)) =%Zn: [Zn: <1+%(2¢+3j—5))] —

ij=1 j=1 Li=1

n n
Como el sumatorio n veces de una cantidad constante es n por la cantidad, de esta manera > 1 = n, y por otro lado > i = 1+n,
i=1 i=1

ya que es la suma de una progresién aritmética de n términos y diferencia 1, resulta

En:1 = n, %zn:Sj:%Sjn:?)j, %i5:%5n:5
=1 =1 =1

1 & ~ 214n 14+n
nizlz izlz I n - n +n

y se tiene

6 < . 6 a
s(f, Pa) = EZ(R+3J—5+1+n):§(2n2—4n+323\:
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por tanto

n—oo n—oo

1 1
lim s(f, P,) = lim (21—1—9—1——2) 21+§+_2 —921
non non
¢) Como M(f,Qi;) =1+ (2 + 35), la suma superior es

S(f,P.) = i % (1 + %(2@'4—3;’)) =

1,j=1

j=1

6 < . 6 ) 1+n

7=1

6 18 18 30
= 24—-4+—4+—=—=124+—+49
n  2n n

y por tanto

lim S(f,P,) = lim (12 + 3 + 9) =21
n

n—oo n—oo

d) El valor de la integral es

2 4 2 214 2 2 2
1 1
1:/ /(ﬂf+y)dy dfv:/ vy + L dxz/ 34 2V dw= 35+ BT 61521
0 1 0 2 1 0 2 2 2

0

Solucién 8 El recinto (véase figura)
M={(z,y) eR*: 2<z<lx<y<—z?+2})
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M, = {(m,y)€R2:—2§y§1,—1/2_y§x§y}
M, = {(x,y)€R2;1§y§2,—\/2—y§x§\/Q—y}

1 Y 2 V2—y
]:/ dy/ f(:v,y)der/ dy/ f(z,y)dx
2 Sy 1 —VIy

como consecuencia

 n(vava)

& p=(1,2)

Solucién 9 a) El recinto M (represéntese) es la unién de los subrecintos M; y Ms, en donde
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por tanto el recinto es la parte del plano limitada por las rectas y = x,y = 2z y la hipérbola y = 2/z. Si invertimos el orden de
integracién, la variacién de y entre 0 y v/2 y entre v/2 y 2, determina otros dos subrecintos

M = {(x,y)ERQ:OSyS\/iy/Qﬁxﬁy}
My = {(x,y)ERz:ﬁSySZy/QSJSSQ/y}

con lo que

V2 Y 2 2/y
|4 =/ dy f(w,y)dfc+/ dy f(x,y)dx
0 y/2 V2 y/2

/
/
/

/
P=(1,2)
\

22 \
\

M2
My

08

06 y=x

0.4

02

o
-0.2 7| o 0.2 0.4 0.6 0.8
7/

1.2 1

|
|
|

Y|
|
|
|
|
!
|
!
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
!
|
|
|
|
|
|
|
1 16 1.8 2 22
|
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Nota. Compruébese el resultado mediante la otra expresién de V'

Solucién 10 Se utiliza el cambio a coordenadas polares © = pcos#, y = psenf, cuyo jacobiano es J = p, con lo cual el recinto es M =
{(p,0):0<60<27m,1<p<2} Como f(pcosh,psend) = p*cos®Opsend = p3cos®  sen 0, resulta

2 4
I = / f(pcos@, psenb)pdpdfd = / cos® fsen @ (/ p4dp> df =
M 0 1

2 2 o 5 o
= / Cos208en9d9/ pldp = = / cos? 0 sen 0d0 — o= cos 0
0 1 5 Jo ) 3 0

Solucion 11 Se trata de calcular la longitud del arco de curva

z(t) =12, y(t) =t, 2(t) = %tg, t e 0,1]
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aplicamos la férmula

I = /1 VI ()2 +y (H)2 + 2/()2dt = /1 VAL 4+ 1+ 4tdt = /1 V (2t + 1)2dt =
= /1(2t+1)dt:2

0

Solucién 12 Efectuamos el cambio x = pcosf, y = psend.

a) Resulta
1
lim xsen ——— = lim pcosfsen — =0
(2,)—(0,0) 2+ y?  p—0 0>
ya que
1
0< 1impcos€sen—2’ <p—=0
p—0 p
b) Se tiene
2
lim gl —1m? = lim p|cosf@send| =0
(zy)—=00) \/x2 +y2 ,20 p  p=0
ya que

0 <plcosfsenf| <p—0

Solucién 13 Como
M={(z,y) eR?:|z| <1, [y <1} ={(z,y) eR*: -1 <z <1, -1<y<1}
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integrando directamente

1 1 11 1 1
/ f(z,y)dxdy = / / (:v—y)dxdy:/ / :vdxdy—/ / ydxdy =
M —1J-1 1/ 1J1
11,2 r=1 1 ) 1
/ [5] dy—/ y[w]ﬁz_ldy=0—2/ ydy =
-1 r=-1 -1 -1

27y=1
)
— 92| -0
2l

2 2
M:{(:p,y):ogxgl,\/l—ngyg\/1—%}U{($,y):1§x§2,0§y§ 1—%}

(véase figura). Luego

Solucion 14 Se tiene que

1 py/1-22 2 py/1-22
/ f(x,y)da:dy:/ / x3ydydx—|—/ / wSydydx
M 0 Jvi=a? 1 Jo

Como
2 2
1 /1= 1 V1=
IN f\/lfz; ydedy = [; 2 f\/fm; ydxdy =
1 3 [y2 y:\/1*% 1 3\/1—%2—\/1—%2
= Jo = | % dr = 0T 5 dx
s
1 sl-F—(l-x 1 33 3 1
= Jo @' ———de = [y 2¥gatde = § Jy adw
_3 [ﬁ} T
T8 |6, 16
y
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entonces

1 9 5
/f(:c,y)dxdyz—Jr———
M

16 16 8

Solucién 15 El recinto M del que se quiere calcular el volumen viene dado por

M={(z,y,2):0<2<1,0<y<20<z<ay}

El volumen viene dado por la integral (véase p. 295 libro de texto)
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Solucién 16 El recinto M estd situado en el primer cuadrante y limitado por el eje x, la pardbola y> = x y la circunferencia z? + y* = 2.
(véase figura adjunta) Los puntos de corte son P, = (1,1), P, = (v/2,0). Luego podemos considerar a M como la unién de los

recintos
My={(z,y):0<2 <1, 0<y <}

My={(z,y):1<2<v2 0<y<v2—2a?},
yporlotanto A=1, B=D=0,C =z, E= V22"
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(2(0),5(0), 2(0)) = (a,0,0), (x(27), y(2), 2(27)) = (a, 0, 2mc)

aplicando féormula de la pagina 297 libro de texto se tiene que la longitud viene dada por la integral

/ BN IO SOOI

0

Como 2'(t) = —asent, y'(t) = acost, z/(t) = c. Por tanto

/027r V()2 +y ()2 + 2/(t)2dt = /027r \/(—asen t)* + (acost)® + c2dt =

2m
= / Va2(cos? t + sen?t) + c2dt =
0

2T
= Vva? + Adt

0

= 27Va? + 2

Solucién 18 El recinto es M = {(z,y) e R? : 1 < x <2; <y < 2x} (véase figura). Por tanto se tiene

I W'z [*1n* 1 y:hd
———dydr = [[In"x |— r =
1 Jx (x+y)2 Y 1 x+y -

2 1y 15
:fl aln xdx:%ln 2.

Solucion 19 El recinto integraciéon viene dado por
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Integrando directamente

artagenaq

1 1

/ f(z,y)dedy = / / (29 + a2y)dudy
M —1J-1
1

1 1,1
= / nydxdy+/ / 2ydxdy
—1J-1 —1J-1
1 1 1 1
() (] o) (o) ([ )
~1 ~1 ~1 —1
[
3 y=—1 2 r=—1 2 y=—1 3 r=—1
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Solucion 20 Calculamos la integral directamente

1 pl—z? 1 pl-a?
I = / / (93+y)2dyd$:/ / (2% + y* + 2xy)dydx
—-1Jo -1J0
1 LTy y=1-a*
= / x2(1—x2)d:p+/ {—} dx
) Y
1 1 y? y=1—a?
+ (/ 2x(1 — 332)dx) / [—] dx
-1 L2,
3

= /1 73 (1 —m2)dx+/1 %dm

1 -1

+ (/11 27(1 — x2)d1‘) /11 %dx

= L+L+1;

Cada integral viene dada por

1 1_ 2\3 1 1
I, = / %dm:§/ (1 — 32 + 32" — 2%)dx
-1

Y T i ra
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o =1
= L=0.yaque [' 201 —a?)dr = 0771, - [5] =0
r=—1
Luego finalmente
;4,2
15105 7

Solucion 21 Desarrollamos el integrando

/(x — ) dxdy = /(:B2 +y* — 2zy)dady
S s

Mediante un cambio a polares x = rcos@, y = rsenf, dxdy = rdrdf

S ={(z,y) eR?:2>22+9y>>1, 2 >0}
={(rn0):1<r<v2, —2<0<Z2},

calculamos la integral sustituyendo directamente
T V2
/(.IQ +9? — 2zy)dedy = / / (1% cos® O 4 r?sen®0 — 2r cos Orsend)rdrdf
S o J1

3 Ve
= / / (r* — rsen20)rdrdf
-z 1

-/
Ny 1

(11772 [—cos20]%% [3]77Y?

[NEINTH

V2
/ (r* — rsen20)rdrdf
1

vz T vz
/ r3drdd — / sen20d0 / r2drdf
1 _z 1

jus
2 2

[SERNTE
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Solucién 22 El recinto tiene la expresion
S={(z,y):y<2—=xz,y<2+z 2° <y},

y por tanto estd delimitado por la rectas y = x — 2, y = x + 2 y la parabola y = 2?. Graficamente se observa que podemos
considerar el recinto S como unién de los subrecintos (véase figura)

Triooen Ta intooral ca niiada raloular coran la caivna do doc intocralac

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagenaq

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 171 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informaciéon y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seré retirada.



Fundamentos Matemdticos de Informdtica. Ejercicios de autoevaluacion

Calculemos cada integral por separado. En primer lugar

y=2+zx

0 24w 0 0 Y
/ dx/ (z+y°)dy = / x [y]zj;” dx + / [—} dx
1 2 -1 113 y=a?
0 0 /(9 3 6
— / x(2+x—x2)dx+/ (2+7) _r dx
1 1 3 3
AR
= 2|— + | — N
2 r=—1 3 r=—1 4 r=—1

=0 _
(2+2)* 27170
12 21} .

r=—1

Del mismo modo

2 — ) -‘le_ [ :137_| =
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Luego

11 34 101
4y dedy = — + — = —
/S( ) 14 21 42

Solucion 23 Calculamos la integral directamente
I = fM VT + ydzdy = fOS (fol(gj + y)%dy> dx
y=1
_ 3 |ewi|

Solucién 24 Representado graficamente la figura, se puede ver facilmente la siguiente parametrizacion de T’

T={(z,y):0<z<l,z—-1<y<1-—ux}

/T(x — y)dady = /01 /;x(x — y)dydx

La integral viene dada por
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Resolvemos directamente la integral aplicando integracién reiterada.

1 pl-z 1 Lry2 y=l-=
/ / (r —y)dydzr = / (1 —x—x—l—l)(l—x)dx—/ {] dz
0 Ja—1 0 0 L21y=s

_ /012x(1 —:L‘)d:n—/ol <(1 _29”)2 - (x;1)2> dw

- 2[5] [
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