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Problemas de FISICA DEL ESTADO SOLIDO.

e Problema 1.

Demostrar que toda funcién f(r), en general no periédica en la red, puede desarrollarse
en serie de Fourier extendida a los vectores de onda k compatibles con las condiciones
de contorno de Born — von Karman, esto es que se cumple que

f(I') — kaeik-r‘
k

Supongamos que podemos desarrollar la funciéon f(r) como f(r) = >, fie™®T. Multiplicamos por
e KT integramos en todo el cristal,

/ drf(r)efik’-r _ / dr Z (fke*i(kfk/)'r) _ Z fk/
cristal cristal k ¢

k ristal

dr eii(kik/).r = Z fk Ik,k'?
k

donde hemos definido la integral I j» = fcristal dr e~ i(k=K)r,

e Consideremos primero que k # k’. En ese caso, podemos escribir

Ik,k/ - IlIQIg
con
1 r=Nia1 1
Iho= | & i(ke—K)z _ 7( i(ke—k.)N1a1 _ 1)
! [i(k:x — )" N AN
xr=

(e de forma similar para I e I3).

Los ntimeros N1, No y N3 son el ntiimero de celdas del cristal en las direcciones correspondientes a
a;. Como los valores de k estdn cuantizados por las condiciones de contorno de Born — von Karman,

kx—k;:%bl my €7

nos queda
. My .
(el(kw_k;)Nlal _ 1) — M tar g 2min g

ya que bja; = 2.

Por lo tanto,
Iy = / dr e (kKT — para k # k.
’ cristal

e Si k =K/, se tiene que

/ dr f(r)eiikl.r = fk’ / dr = fk"/cristal-
cristal

cristal

En resumen, el desarrollo pedido f(r) = >, fk e'KT es el correspondiente a las componentes Fourier

1 .
/ dr f(r) e kT,
Veristal cristal

Nota: Si se aplican las c.c. de Born — von Karman, estamos construyendo un «supercristal»
periddico. Si nos fijamos en ese «supercristal», los vectores G de su red reciproca son los vectores k
que verifican las c.c. de Born — von Karman.

fx =
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e Problema 2.

Demostrar las siguientes propiedades de las sumas sobre la red:
a) Z eik'R =N 5R,0

k
b) Zeik-R = N dec
R

donde R es un vector de la red directa, G es un vector de la red reciproca, N es el nimero
de celdas del cristal y V' es el volumen del cristal.

a) Segun las c.c. de Born — von Karman, un vector k que representa un electréon en un cristal
periddico se escribe como

3
k=> gbj,
j=1

donde g; = n;/Nj, con n; € Ny Nj es el ntimero de celdas en la direccién j.

Usamos ahora que R = 2?21 R;a; y que b; - a; = 276;;. Entonces

3 N;
Z okR H ( Z 62ﬂi(anj)Rj>
k

j=1 \n;=1

donde el paréntesis es la suma de una progresion geométrica de razon igual a r = e2™1%/N; | Si llamamos

c1 al primer término de la progresion, la expresion para esa suma es ¢ (r" —1)/(r — 1).

Asi, en el caso en que R # 0, nos queda el sumatorio

o2TiR; N /N; _ | o2miR; _ .

e27riRj/Nj -1 = eZTriRj/Nj -1

ya que sabemos que R; € Z.
Si tenemos que R = 0, el sumatorio resulta ser la suma de N = N;NoN3 unos, pues e’ = 1.

En resumen,
Z KR — si R#0
k

Y *R=N s R=0
k

b)

Tenemos que Y g ¥R = H?:1 (Zgﬁ_l eQWi"J'RJ'/NJ) pues R; barre toda la red y toma valores de

1 hasta IV;.

De forma parecida a lo que hemos hecho en el apartado (a), podemos entonces evaluar el valor del
paréntesis, que es

2min; N, /N; 2miR;

| o2min; N; /Ny _ | e2mR; ikR

Si k#oﬂ 627Tinj/Nj -1 o eQTl’iRj/Nj —1 =0 - %e -

Si k =G € RR, tenemos una suma de N unidades (pues G = 1), asi que Z M= N.

R
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e Problema 3.

La estructura de una aleacién de niquel y plata puede describirse mediante Atomos de
niquel situados en centros de cubos, y 4tomos de plata en los vértices.

a) Obténgase la composicion quimica de la aleacién

b) Indiquese la red y la base de la estructura.

a) Los ocho atomos de Ag se comparten, cada uno, entre
ocho cubos como el de la figura.
Por otra parte, el 4&tomo de Ni estd enteramente en el
interior del cubo.

Por tanto, la composicion quimica es AgNi.

b) La red es una red cubica simple (SC) y la base es

doble, situada en los puntos (0,0,0) y (%, %, %), de manera
que la estructura es la del CsCl. FIGURA Aleaciéon de Ni y Ag

e Problema 4.

A
: . : o = ’
Demostrar que los tinicos ejes de giro
compatibles con la simetria traslacional de una red
son los ejes 1, 2, 3, 4, 6. w® £
Para ello, puede partirse de dos nudos a a i)

adyacentes (A y B en la figura) sobre los que se hace
operar el eje en sentido opuesto (uno en el sentido
de las agujas del reloj, otro en el sentido contrario),
dando lugar a los puntos A’ y B’, respectivamente.

Como se sugiere, consideremos dos puntos
contiguos A y B de una red cualquiera.

Giramos B alrededor de A un angulo —¢ y
giramos A alrededor de B un dngulo .

Por construccion, la recta B’A’ es paralela a
la AB y si ¢ es un angulo posible de giro de la
red, los puntos A’ y B’ deben formar parte de la
misma.

Si eso ocurre, la distancia de B’ a A’ ha de
ser n veces la distancia a de A a B. Asi:

%= a @(80-€)2 _a gy

d=a—2acosp =a(l—2cosp) =na n € 7.

Por consiguiente, ha de cumplirse que cosp = (1 —n)/2.
En resumen,
para n =0, ¢ = 60° (giro de orden 6) para n =1, ¢ = 90° (giro de orden 4)
para n = 2, ¢ = 120° (giro de orden 3) para n = 3, ¢ = 180° (giro de orden 2).
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e Problema 5.

Comprobar que la maxima proporciéon del volumen disponible que se puede llenar con
esferas duras situadas en las posiciones de la red es:

red cubica simple (SC): 0,52

red BCC: 0,68

red FCC: 0,74

En las tres redes, cada posicién de la red tiene alrededor conjuntos equidistantes de puntos de la
red.

El conjunto de puntos equidistantes mas préximos son los llamados primeros vecinos.
La red ctbica simple tiene seis primeros vecinos a una distancia a.

La red BCC tiene ocho primeros vecinos a una distancia v/3a/2.

La red FCC tiene doce primeros vecinos a una distancia a/v/2.

Para llenar al maximo el espacio, la esfera dura que se coloque en cada posicion de la red ha de
ser tangente a las esferas duras centradas en los primeros vecinos. Esto nos indica que el radio de las
esferas ha de ser la mitad de la distancia entre primeros vecinos.

El volumen por cada punto de la red cristalina es a® en el SC, a®/2 en el BCC y a®/4 en el FCC,
de manera que las proporciones pedidas son

4 ra\3
SC: 3W(2)::7T::05236

BCC: ‘ — 0,6802
a3/2 8 7
4 a \3
57\ 575
FOC: <2V§) T _ 07405

e Problema 6.
Factor de estructura del diamante.

En la estructura del diamante, si se toma como celda unidad una celda cubica, la base
de esta estructura es de ocho dtomos.

a) Calcular el factor de estructura de esta base.

b) Encontrar los ceros del factor de estructura y demostrar que las reflexiones
permitidas de rayos X para esta estructura son aquellas para las que:
— h, k y |l son todos pares
— o satisfacen la ecuacién h+ k + [ = 4n, con n un entero, siendo h, k y !l todos pares.

La estructura del diamante se puede considerar como una red ciibica simple, de parametro a, con
una base de ocho 4tomos situados en

(000) (111) (101) (313)
T 4’4’ 4 2’779 4’4’ 4
(011> (133) (11()) (331)
7272 4’47 4 272’ 4’47 4
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Como todos los 4tomos son iguales, su factor de estructura se puede escribir como

Sg = ijeiaj.G =f Z€Z7ri(hxj+kyj+lzj)
J J

donde (h, k, 1) son las coordenadas de G y (x;,y;, 2;) las de 0.

Sustituyendo las coordenadas que hemos detallado en (1) nos queda

Se = fl1 +e7ri(k+l) +€7ri(h+l) +6m(h+k) +e%i(h+k+l) +6’§(h+3k+31) +e%i(3h+k+3l) _l_e%i(3h+3k+l)
que se puede escribir como

Sg = f<1 n e%‘(thkH)) [1 1 ekl g mi(htl) y i(hetk)

Observamos que si h, k y [ tienen la paridad mezclada, el segundo corchete es nulo.

Por tanto, para que haya reflexiones de rayos X permitidas h, k y [ han de ser todos pares o todos
impares.

— Todos impares, h + k + [ = impar, Sqg = 4f[1 + i], y por consiguiente |Sg|? = 32f2.

— Son todos pares, h + k 4+ [ = par y tenemos dos opciones.

(1) htk+l = impar y nos queda Sg = 0.
2
o h+k+1 . .
(ii) —5 = pary entonces Sg = 8f. Y esto solamente es posible si h+ k +1 = 4n, con n € Z.

e Problema 7.

Demostrar que si un plano reticular corta los ejes en los puntos x1a;, xoa2, x3a3, siendo
a; los vectores unitarios de la red de Bravais, entonces se cumple z; < 1/h, x9 x 1/k y
x3 x 1/, siendo h, k y [ los indices de Miller del plano considerado.

Un plano con indices de Miller (h,k,l) es
perpendicular al vector K = hby + kbs + [bg.

Ademés, este plano se puede definir como el
conjunto de puntos del espacio que verifican la ——
ecuacion K - r = A, para un cierto valor de A.

Supongamos ahora que el plano (hkl) -

interseca los ejes en los puntos zia;, roas, r3as,
con x; € Z. Esos puntos perteneces a los ejes y FIGURA Plano perpendicular a un vector

ademés verifican la ecuaciéon del plano, esto es,
cumplen que ;K -a;, = A4 (1 =1,2,3).

Pero K -a; = 2wh, K -ay = 2k y K - a3 = 27l, de manera que x; = A/(2wh), xo = A/(27k) y
x3 = A/(27l), que es lo que se queria demostrar.
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e Problema 8.

Supongamos un cristal cibico. Demostrar que la direccién reticular [hkl] es perpendicular
a los planos de la familia (hkl).

Consideremos un plano de la familia (hkl).
Por definicion de los indices de Miller, este plano 12 Lo ek
(véase la figura) corta los ejes coordenados en los é
puntos M /h, M /k 'y M/I.

Por otra parte, el vector N = ha; + kag + lag
es paralelo a la direccion reticular [hEl].

Teniendo en cuenta la figura, podemos ver
que los dos vectores del plano ABC

o
—> Y
:O?—(Tzl:%az—%al ﬁ
k h
y M N
OA (ﬁ —al lag Eﬁ { mdﬁ
x P oY T N r" Mo~

son perpendiculares al vector N, ya que cumplen

que FIGURA Plano perpendicular a un vector

k h
h 1
. = 2 —_ — = =
N -V, =Ma <h l> 0

Como conclusion, el vector N es perpendicular al plano ABC y la direccion reticular [hkl] resulta
ser perpendicular a los planos (hkl).

e Problema 9.

Demostrar que la relacién c/a, para un estructura hexagonal compacta (HCP) formada
de bolas rigidas que se tocan, vale 1,633.

La HCP es una estructura construida a partir de una
red hexagonal simple, a la que anadimos una base doble
(dos bolas rigidas). Si la primera bola esta situada en el
punto (0,0, 0), la segunda bola de la base forma parte de la
segunda capa, de manera que su tercera componente sera
¢/2 (usando un vector primitivo ¢ = ag perpendicular a las
capas de esferas duras con las que construimos la HCP).

Esto quiere decir que en la direccién de c la segunda
bola de dicha base estad en el medio del prisma hexagonal
que constituye la red hexagonal simple.

Dado que es una estructura compacta, la segunda capa FIGURA Geometria de un
de bolas se coloca entre los intersticios de la primera capa tetraedro
de bolas.

Visto desde arriba, las bolas de la segunda capa estan
encima del hueco de tres bolas de la primera capa, apoyadas en ellas y formando un tetraedro.
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Como resultado, ¢ = 2hyetr. En la figura se ha representado el tetraedro, con a la distancia entre
los centros de las bolas y hiety la altura del mismo. De la figura (véase la nota) se obtiene que la altura
del tetraedro, hietr, €s ay/2/3, de manera que, finalmente,

c /8
a V3
Nota: Teniendo en cuenta la figura, se pueden escribir las relaciones siguientes:
—d?=a% - aj — ﬁ
4 4
o — (1) Z8p o382
tetr 3 9 49 3

e Problema 10.

Supongamos un i6n Cs™ en la posicién (0,0,0) de una celda ctbica simple que se usa
como celda convencional para la estructura del cloruro de cesio. Dar el ntamero y
las coordenadas de los primeros, segundos y terceros iones vecinos mas préoximos (los
primeros vecinos son Cl—, los segundos y terceros son iones Cs™; es mas comodo escoger
el plano (110) para visualizar mejor los vecinos).

# . S =

3 - ..h; ° e
’ © - _t3a
g —® i i ‘
| " b ‘
® ! © » >
| . v
@ O &
bt & o ‘FW A [TLAe 95
E 4 %
® o ' 3 ¥ A\
. + & -
B - 14
b

FIGURA Estructura del CsCl

Los vecinos mas proximos son los ocho iones situados en el centro de los cubos que rodean el i6n

central, esto es, (%, %, %) y sus combinaciones poniendo delante de las fracciones el signo +.

Los segundos vecinos mas proximos son los seis iones denotados por un circulo abierto en la figura.
Son los iones (£1,0,0) y sus combinaciones (0,+1,0) y (0,0, £1).

Los terceros vecinos més proximos se han marcado con un circulo negro cerrado en la figura: son
doce iones (1,1,0), (1,1,1), ...y sus combinaciones.

Los cuartos vecinos mas préximos son ocho, que se han indicado con un cuadrado abierto.

En total, son 26 iones y el i6n central: los 27 iones de los ocho cubos que se han incluido en la
figura.
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e Problema 11.

La estructura del hierro es BCC por debajo de 910° C y FCC por encima de esa
temperatura. Si se supone que la distancia entre vecinos méas proximos no se altera
en la transicion, determinar la relacién entre las densidades de las dos estructuras.

Si d es la misma en ambos casos

(véase la figura), lo que varia es el ' éj > ———9
pardametro de red. En efecto, i N . d
r—"“——‘ o &'.
V3 V2 , * — e 1®
d = ~-ascc = ~arce | b ¥ _l-»
y nos queda k\“‘b & # pe
Bocc

aFpcc = \/@ aBCC- e
FIGURA Estructura del CsCl
La densidad de la red es el nimero
de 4tomos que hay en un determinado
volumen. En el caso de la BCC esa densidad es 2/a®, mientras que en una FCC es 4/a>.

Por consiguiente,
pecc _ (3/2)°7

= 0,9186
PFCC 2

Por consiguiente, en las circunstancias del enunciado, la estructura BCC es menos densa que la
FCC, con una diferencia relativa del 92 %.

e Problema 12.

La estructura cristalina de una cierta aleacién de Cu y Ca puede describirse mediante la
yuxtaposicién de prismas hexagonales rectos con la siguiente distribucién atémica:

— atomos de Cu en los vértices y en los centros de las caras laterales

— atomos de Ca en el centro de las caras basales.

Determinese la red y la base de la estructura cristalina.

. ek 2= todo dd Luxa gowo

o — (u
2 ’
;gfa»r‘twm\ ded LLI/‘LAW

FIGURA Estructura de una aleacién de CuCa
El plano basal de la estructura es de manera que bidimensionalmente se puede escoger como celda
unidad la comprendida por cuatro atomos de Ca.

En tres dimensiones, los otros 4&tomos de Cu se colocan en las caras laterales del hexagono, es decir
en las marcas que se indican en los puntos medios de las aristas de la figura inferior, y por encima de
ellas. Esto es, estdn sobre el centro de la cara y a la mitad de distancia a la que esta el otro plano
basal (que es idéntico al dibujado).

T o
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La celda unidad en dos dimensiones es la que se ha dibujado en la figura anterior (recuerde que [
es el lado del hexagono).

En tres dimensiones, la celda unidad de la estructura es la de la figura de la izquierda.
El 4tomo de Cu marcado con «1» pertenece enteramente a la celda dibujada.
Los otros ocho 4tomos que aparecen se reparten en dos celdas cada uno de ellos.

Por consiguiente, la base del cristal es un 4tomo de Ca y cinco de Cu. Estos d4tomos se sittian en
las siguientes posiciones (véase la figura de la derecha):

~ Ca: (0,00,0)

- Cu:

1 1 1 111

Z2.0.21. 35 1: - 4 9: Z 2 2] 4 .
(2,0,2>,a‘50m0 ; <0,2, ),atomo ; (2,2,2),at0m0 3;
Ll 0], at 4; 22 0], at 5

3'3’ , alomo 4; 33 , atomo o.

e Problema 13.

Como la densidad de electrones n(r) en un cristal es peridédica, podemos desarrollar esta
funcién en serie de Fourier, n(r) = Y g n(K)eKT.

Demostrar que los vectores K que aparecen en la sumatoria son los vectores G de la red
reciproca, y solamente ellos.

N =

Por la periodicidad cristalina, ha de cumplirse que n(r + R) = n(r), para todo R € RD.

Por tanto,
n(r+R) = Z n(K)eiK'reiK'R =n(r) = Zn(Kl)eiK’-r
K K

y eso solo es cierto si se cumple que e 'R = 1 para todo R € RD.

Por consiguiente,
K=GeRR

y n(r) = 3o n(G)e!¢T, donde G recorre toda la RR.

10
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Otra manera de ver esto es considerar que el conjunto de vectores de onda (correspondientes
a ondas planas) con la periodicidad de la red coincide justamente con los vectores de la red
reciproca, de manera que todas las funciones con la periodicidad de la RD han de tener la
expresion anterior.

Notas:

— Por otra parte,
n(G) = / dr e G Tn(r)
Q Jep

siendo 2 el volumen de la celda primitiva y CP la celda primitiva (notar que el integrando es periddico
y por lo tanto puede escogerse cualquier CP y por eso se extiende la integral solamente a la CP)

— Ademés, si una funcion se expresa como
ik-R
d(k) = > e*Rop,
R

se tiene que

_ o
- 87('3 CP
donde ) es el volumen de la celda de la RD.

— Finalmente, la amplitud de difraccién viene definida por

¢R dk e Re(k)

Aax = /dl‘ n(r)e_ir'Ak = an/dr e—ir~(Ak—G) = ZnGV(SAk,G = nGV6Ak,G
G G

e Problema 14.

Demostrar que la integral en una celda (en el espacio reciproco, en una zona de Brillouin)
del gradiente de una funcién periodica es cero, esto es:

dk V(funcién peridédica) =0

zona

Sea una funcién f cuya periodicidad es la de la red. Hagamos una integracion sobre la celda
primitiva (CP),

I(x') E/del‘ fr+1")

siendo r’ un vector cualquiera del espacio.
Sir +r’ no pertenece a la CP, existe un vector R € RD que hace que r + 1’ + R si esté en la CP.

Por lo tanto, ya que f(r+r'+R) = f(r+r'), la integracién que queremos hacer en la CP significa
una integracion sobre todos los valores que toma f(r +r’) en ella, y no depende del valor de r’. En
consecuencia,

V'I(r") :V'/der f(r+1)=0,

donde se ha usado V' como V.
Pero

of(x+2") Oof(x+a') Of(x+2)
Ox Oz +a) oz’

= Vfir+1r)=Vfr+r)

11
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0:V/CPdrf(r—H'):/deer(r—i-r):/CPder(r—l—r)

para cualquier r’. En particular, para r’ = 0,

/ dr V'f(r) =0,
CP

que es lo que se queria demostrar.

e Por otra parte,
VIQI(I‘/)—/ dr V’zf(r—i-r’)—/ dr V2f(r+1') =0 = / dr V2f(r) = 0.
CP CP CP

e En el espacio reciproco tendriamos (para una funcion g(k) que cumpliera que g(k) = g(k+ G) para
todo G € RR)

dr Vi f(k) =0 dr Vif(k) =0.
ZB 7ZB

e Problema 15.

a) Determinar el valor del factor atémico de difusién (o factor de forma) para rayos X,
en el caso de un atomo esférico de radio R y namero atémico Z, suponiendo que tiene
su densidad electrénica distribuida de manera constante en todo su volumen.

b) Compruébese que, cuando R — 0, entonces el factor de difusién f tiende a Z.

a) El factor de forma atomico es

i Z/dr’cj(r’)eir/'AG

siendo ¢;(r) la distribucion electronica del atomo.

En nuestro caso, sabemos que dentro de la esfera de radio R ¢;(r) = cte = C, cumpliendo que la

carga del 4tomo es Z:
Z

4, _p3°
37TR

) rG R ) eirG _ efirG
fi= [ rodr [ d(cos8) [ deCe =27 drr*C——m—
0 irG

donde se ha integrado en cosf = cos(r, G).

R
471/ r’Cdr = Z - (=
0

Entonces,

Por tanto,

R sin(rG 4rC 1 [(RC ) AnCr .
fi :471/0 drrC (G ) = 672/0 drxsinxdr = F{sm(RG) — RG cos(RG) (1)

b) Cuando toda la carga estd concentrada en un punto (R — 0) se tiene
R
fi = lim (4 / drrC) = 7
R—0 0

i sin Gr
ya que lim,_,g ——— = 1.

Gr

12
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e Para calcular la variacion de f; con G, para G grande, podemos ver como es la expresion (1) en el
limite GR > 1.

fi= sin(GR) — (GR) cos(GR)} ~ (para GR > 1) ~ — cos(GR)

3
(GR)?

y por lo tanto el factor de forma atémico disminuye como 1/G? (esa es una de las razones por las que
la, intensidad de los picos de difraccion varia apreciablemente con G).

e Problema 16.

Se analizan muestras en polvo de tres cristales ciibicos con una cAmara de Debye-Scherrer.
Se sabe que una de las muestras es FCC, otra es BCC y la altima tiene la estructura del
diamante. La posicién aproximada de los cuatro primeros anillos de difraccion (angulo
20 en el dibujo, expresado en grados) es:

Muestra A | 42.2 | 49.2 | 72.0 | 87.3

Muestra B | 28.8 | 41.0 | 50.8 | 59.6

Muestra C | 42.8 | 73.2 | 89.0 | 115.0

a) Identificar la estructura cristalina de las muestras.

b) Si la longitud de onda del rayo X incidente es 1,5 A, ;cual es la longitud del lado de
la celda cubica convencional en cada caso?

c) Si la estructura del diamante fuera reemplazada por una de =zinc-blenda
(correspondiente a una celda cubica de igual lado), ;a qué angulos aparecerian ahora
los cuatro primeros anillos de difraccién?

_ V4

- . g
-

FIGURA Difraccién Debye-Scherrer

a) Por la condicién de Bragg, |G| = 2|k;|sin @, tenemos que |G|? o sin? @
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FIGURA Analsis de los datos de la difraccién Debye-Scherrer

2
b) Como |G| = TR TR+ 12 (pues estamos trabajando con la celda unidad convencional)
a

tenemos que

7T2(h2+k2—|—l2)>\2
ky=2m/N = d®=
m/ “ A2 sin2 0

2
Ry

-
7T2

as ~ 3,59A a4~ 3,59A as ~ 3,59A

(hemos usado solamente 6y, pero podriamos haberlo hecho con todos los valores de 6).

c¢) El factor geométrico de estructura se puede calcular para la zinc-blenda (sulfuro de zinc ZnS)
de la siguiente manera:

Sa = fs [1 1 etk | gim(htl) 4 im(htk)

¥ fom [eg(h+k+l) + o5 (h+3k+310) 4 o' (3htk+310) + o5 (3h+3k+1)
= fs x (hkl con la misma paridad) + fz, x (hkl con la misma paridad)

resultado que es similar a una FCC.
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Nota: La posicién de los atomos es la que se da en la tabla.

111 11
7 111 331 131 313
M\11a 141 141 141

Por lo tanto, el primer pico de difraccion seréa el (111), el segundo el (200), el tercero es el (220) y
el cuarto es el (311).

2

4 A

Como h? + k> + 1?2 = )% sin?#, y por tanto, § = arcsin (2—\/h2 + k% + l2>, y como a = 7,12 A,
a

A =15 A, tenemos que

0 10.51 | 12.16 | 17.32 | 20.44

¢ =201 21.02 | 24.32 | 34.64 | 40.88

e Problema 17.

La ley de Bragg (2dsinf = n)) es valida tanto para la difraccién de electrones como la de
rayos X.

a) ;Cual es la diferencia de entre las esferas de Ewald de un mismo cristal en ambos
tipos de difracciéon?

b) Demostrar que en un diagrama de un policristal, obtenido por difraccion de
electrones, se verifica aproximadamente que los radios de los anillos de difraccién son
inversamente proporcionales a las distancias interplanares.

a) Como Aglectrones =~ 0,01\x, el radio de la esfera de Ewald de difraccién de electrones serd
aproximadamente unas 100 veces mayor que el correspondiente a la difraccion de rayos X.

b) El esquema de la difraccion de electrones es el siguiente.

k)

~ V- \ ?ﬂﬂ[b?”t(

FIGURA Difraccion de electrones

La ley de Bragg, 2dsin = n\, nos dice que si A es muy pequena también lo es sinf y que, por lo
tanto, se cumple que sinf >~ 6.

Tenemos entonces que 2df ~ nA, y por consiguiente

doc% — dox RN
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e Problema 18.

Considérese una cadena lineal de atomos ABABAB..., siendo la distancia entre A
y B igual a a/2. Los factores de forma atémicos respectivos los llamaremos f4 y f5.
Supongamos un rayo X incidiendo perpendicularmente a la cadena.

a) Demostrar que la condicién de interferencia constructiva es n\ = acosf, donde 6 es
el angulo entre el rayo difractado y la linea de Atomos.

b) Demostrar que la intensidad del haz difractado es proporcional a (f4 + fp)? para
n=pary a (fs — fg)? para n = impar.

¢) Explicar lo que sucede cuando f4 = fp.

'EJ

FIGURA Difraccion en una cadena lineal

a) Para que la interferencia sea constructiva es necesario que la diferencia de recorridos de los
rayos difractados por distintas celdas sea un miultiplo de la longitud de onda,

d=acosf =n\

Nota: esto también se obtiene de las condiciones de von Laue. En efecto,
(k' —k)-a=2mn

y dado que k y a son perpendiculares, k' - a = 27n. Esto significa que k'acosf = 27n y, por tanto,
acosf = nA.

b) El factor de estructura es

Sa =3 f;69C = f4 + fpeC = f4+ fpe™
J
ya que o4 = (0,0,0), op = (0,a/2,0) y por lo tanto op - G = %n%’r =7mn

En resumen, si

n=par:e™ =1 Se=fa+[B = IGoc(fA—l—fB)2

n = impar : €™ = —1 Sc=fa—fB = Ig x (fa— fB)

c) En este caso para n = impar, I = 0 y solamente aparece difraccion para n = par.

Esto es debido a que si f4 = fp, entonces la periodicidad se reduce a a/2, por lo que la red
reciproca multiplica por dos su vector mas pequeno: la difraccién ocurre para valores de n iguales al
doble que en el caso en que no se cumpla que fa = fp.
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e Problema 19.

Utilizando la forma de Bloch para la expresiéon de las funciones de onda de electrones
en un potencial periédico, demostrar que dos electrones, de cuasimomentos k; y ko antes
de un proceso de colisién, y k)| y k), después de la colisién (se supone, pues, que cuando
los electrones estan lo suficientemente separados se puede hablar del cuasimomento de
cada electrén), verifican la relacion de conservacion

ki +ko =k] +ky +G

siendo G un vector de la red reciproca.

Sea 1(r1,re) la funcion de onda del sistema de los dos electrones en interacciéon y supongamos
que trasladamos las coordenadas r1 y ro un vector R € RD (esto es, aplicamos un operador Tr que
transforma r; — r; + R y ro2 — ro + R). La funcién de onda solamente cambia en un factor de fase,
ya que las posiciones relativas de los electrones no varian y el cristal se supone infinito, lo que hace
que las posiciones r; y r; + R sean equivalentes:

Y(r1 4+ R,ro + R) = X By(r) ry).
Si los electrones estan suficientemente alejados, es de suponer que la funcién de onda sea factorizable
ri + R, vy + R) = KRk Ry 0 1
Y(r1 ;T2 ) 1,T2

y, comparando,
K-R=ki-R+ky;-R - K:k1+k2+G/.

Lo mismo se puede argumentar para después de la colision, donde podemos escribir que K =
/ / "
En resumen,
ki + ko =k +k, + G.

e Problema 20.

Encontrar, en una dimensién, la condicién que debe verificar el potencial cristalino que
actua sobre los electrones (en la aproximacion de particulas independientes) cuando la
energia y el momento de cada electrdon se pueden definir simultaneamente.

En una dimension, tenemos

n? d?
2mda?
d

— —'hi
P ! dx

U(x)

Aplicando el conmutador de H y p sobre una funciéon de onda,

Wy

(HDf() = H(pf(@)) = ") = o (@) + 20 @) (@)

N R h2 53
(A f(2) = P () =5~ 5 "(@) + U @) () = 5

Por tanto,
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de manera que U(z) = debe ser constante (o que U'(z) = 0) para que [H, p|f(z) = 0.

Nota: Una demostracion mas elegante seria decir que p es el generador infinitesimal de la
respresntacion del grupo de traslaciones en el espacio de estados de una particula. Como H no conmuta
con cualquiera de los operadores de traslacién, sino solamente con u subconjunto de ellos, es claro que

[H,p] # 0.

e Problema 21.

Las superficies F(k) de energia tienen la simetria completa del cristal, es decir, si el vector
k; se transforma en el k; mediante una operaciéon de simetria, entonces F(k;) = E(ka).
Segun esto, la relacion F(k) = E(—k) se cumple cuando la red directa, y por consiguiente
la reciproca, admite un centro de inversion.

Haciendo uso del operador C que transforma una funcién en su compleja conjugada,
demostrar que E(k) = E(—k) es una relacién que se verifica en un caso méas general,
aunque el cristal no posea un centro de inversion.

Nota: no se tiene en cuenta el espin de los electrones.

Si aplicamos el operador C' sobre los dos miembros de la ecuaciéon de Schédinger nos queda,
Hipy, = Evy,

va que H es hermitico y F' es un ntimero real.
Esto quiere decir que v, y 1}, son funciones degeneradas, esto es, que tienen la misma energia.
Construyamos la funciéon Bloch
i (r) = Xy (r)
y aplicamos el operador 5,
Yi(r) = e Tug(r)

y si llamamos fR al operador que traslada las coordenadas de las particulas en un vector R de la RD,
TrCi(r) = Yi(r + R) = e K ER)yr (r | R).
Pero ux(r) tiene la simetria traslacional de la red, y

Yilr + R) = e IR (1) = IRy ),

Esta expresion es el teorema de Bloch para un vector de onda —k, de forma que el niimero cuéntico
asociado a 1y (r) es justamente —k y podemos escribirlo como

Ui(r) = ¢ (r).

Ya hemos dicho que 9y (r) es degenarada con ¥ (r), con lo que nos queda
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Problemas de FISICA DEL ESTADO SOLIDO.

e Problema 22.

Calcular la presién ejercida por un gas de electrones libres a T'=0 K.

La presion que ejerce un gas se puede definir como p = —9FE/0V, donde E es la energia total del
gas y V es el volumen que ocupa.

Como la energia media por electron en un gas de electrones es

_ 3
g=—¢p,
5EF
la energia total es
3N
E=—c¢p.
5 CF
h2k2 N 24
La energia de Fermi se puede escribir como E v yaque — = —ﬂrk%, tendremos
2m vV 8m33

N 1/3 B2 N 2/3
_ 24V _ 24V
kp = (371’ V> — EF om (37T V> .

Por consiguiente, la energia total es

V

3N K2 N\?3  3R2 2/3 N5/3
E=22" (342 = 2 (342 .
5 2m <3W ) 10m (3” ) V2/3

La presion resulta ser, pues,

_ B 3N h2 ) 2/3 d a3\ N 5/3 h2 (37T2)2/3 B 9
p=—0B/0V = === (3rN) T (V) = <v) “sm 3V

Calculemos ahora la compresibilidad, o mejor su inverso, el modulo de compresibilidad (en inglés,
«bulk modulus» o modulo de volumen),

1 19)
B = — = —
K v <8V>

que en el caso de los electrones libres nos da'

5 2 6,13
B:p:3n6F2< ’

5
3 > x 10'%dinas/cm?

Ts

%100 dinas/cm? | Li | Na | K | Rb | Cu | Ag | Al

B (electr. libres) | 23,9 | 9,23 | 3,19 | 2,28 | 63,8 | 34,5 | 228

B (experim.) | 11,5 | 6,42 | 2,81 | 1,92 | 134,3 | 99,9 | 76,0

Como se ve, la tabla nos indica que la contribucién de los electrones libres a la compresibilidad
resulta ser importante, aunque como es légico no podemos olvidar los otros contribuyentes del s6lido
y sus interacciones para calcular la compresibilidad.

Nota: Como alternativa para el calculo de la presion se puede considerar la siguiente. La funcién
de Gibbs G = E — TS + pV se convierte en G = E+pV aT = 0 K. Como el sistema esta constituido

1 Como, teniendo en cuenta que E depende de V, se tiene que dp/dV —g V—8/3,
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por un solo tipo de particula (los electrones) el potencial quimico del sistema es y = G/N (véase
por ejemplo el apartado 7.6 del libro de Reif Fisica Estadistica (coleccion Berkeley, editorial Reverté)
que se recomienda en las asignaturas de Termodinamica del tercer curso del Grado) y ha de coincidir
con ep a T =0 K. Como E es la energia total del sistema, F = (3/5)Nep, y al despejar obtenemos

p=(2/5)nep.

e Problema 23.

En el modelo de Drude—Sommerfeld la probabilidad de que un electrén sufra una colisién
en un intervalo infinitesimal de tiempo dt es dt/7.

(a) Demostrar que si elegimos al azar un electrén en un momento dado, este electrén
no habra colisionado en los ¢ segundos precedentes con una probabilidad igual a e */7.
Demostrar que esa misma probabilidad seréa la que tenga de no colisionar en los siguientes
t segundos.

(b) Demostrar que la probabilidad de que un electrén choque en el intervalo de tiempo
entre t y t + dt es (dt/7)e /7.

(c) Demostrar que, como consecuencia del apartado (a), el tiempo medio que ha
transcurrido desde la ultima (o que transcurrira hasta la préxima) colisién es 7.

(d) Demostrar como consecuencia de (b) que el tiempo libre medio (esto es, el intervalo
medio de tiempo entre dos colisiones) de un electrén es .

(a) Llamamos P(t) a la probabilidad de que un electrén pase un tiempo ¢ sin sufrir una colision.
Es claro que P(0) = 1 y que si dt/7 es la probabilidad de que un electron sufra una colision en el lapso
dt entre t y ¢t + dt, se tiene

P(t+dt) = P(t) (1 - %) *)
y por tanto
PO+ Ga=PO-POT =  G=Pol = [po=c"

Otra manera de argumentar es la siguiente. Supongamos que estamos en el momento ¢ = t*
y escogemos un electron al azar. Las probabilidad de que ese electréon no colisione entre t* y

t* 4 dt, esto es, de que llegue al instante t* + dt sin colisionar es P(t*+dt) = P(t*) (1 — %)

y por lo tanto, P(t) = P(t*)e~(*=*)/7. La probabilidad P(t*) no la conocemos, pero si
podemos normalizar P a esta probabilidad, y escribir P(t)/P(t*) = e~ ¢~/ y P(At) =
P(tinic) e~At/T Como la probabilidad de que un electron colisione tiene a cero si t — 0, es
claro que P(tinic) = P(t*) = 1.

El argumento que hemos utilizado en (*) es que P(t*) es la probabilidad de que el electréon no
choque desde t = 0 a t = t*. Para calcular la probabilidad de que el electréon no colisione en los
siguientes t segundos posteriores a t = ¢t* llamamos ahora P;(¢1) a la probabilidad de que un electron
no colisione para t = t* + t y le aplicamos el mismo calculo de antes.

(b) El electron llega a t = ¢* sin chocar con una probabilidad P(t) = e~%/7, pero la probabilidad
de que choque entre t* y t* + dt es dt/7. Por lo tanto, la probabilidad de que un electréon choque entre
t"y t* +dt es
e fr Ot

P(t*)dt =e
(") -
(c) El tiempo medio que ha transcurrido desde la altima colision se calcula como

oo P@tdt  [TetTtdt 72
_ _T

JoP@)ydt  [Tetmdt T

t=
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ya que P(t) es la probabilidad de que para el tiempo t no haya colisionado el electron.

(d) Sabemos que fooo P(t)dt = 1 ya que el electron acaba por colisionar alguna vez. El tiempo
medio entre choques es, pues,

t:/ P(t)tdt:/ e_t/Ttdt:/ ey duxT="
0 0 T 0

e Problema 24.

En el modelo de Drude—Sommerfeld, la energia no se conserva en las colisiones, ya que si
sometemos el metal a un campo externo la velocidad de salida de los electrones después
de una colsién no depende de la energia que los electrones adquieren de los campos
externo.

Supongamos un metal a temperatura uniforme bajo un campo eléctrico uniforme y
estatico F.

Demostrar que la pérdida media de energia por cm
electrones al metal es (ne’r/m)E? = o E2.

Deducir entonces que la pérdida de potencia en un hilo de longitud L y seccién A es I’°R,
siendo I la intensidad de corriente y R la resistencia del hilo.

3 y por segundo cedida por los

La energia cinética media (por electron) que el campo cede al electron entre un choque en t =0 y
el tiempo t =t es

eEt , e2E%*? 1 e2 E%?
- v, = — Ecn = .

Ve =
m € m?2 2 m

Ahora bien, en una colision toda esa energia se disipa en forma de calor en el metal, ya que la
velocidad media de salida del electron después de una colision es aleatoria.” En un intervalo (¢,t + dt)
la probabilidad de que la particula choque es et/ T% y, por tanto, la energia promediada que cede un
electréon al metal en ese intervalo es

/oo 1€2E2t2 e—t/T @ _ 1€2E2t2 7-/oo e—u 5 s — €2E2T
0o 2 m T 2 m 0 m

y el conjunto de n electrones por cm? da una energia cedida (por cm?) al metal de

n€2T

E? =0E?

m

Ahora bien, sabemos que

9ol L 5 SL 5 volumen
oS o o

I’R = j°8

y por unidad de volumen el resultado final es j2/o, que coincide con la férmula anterior.

e Problema 25.

Calcular la variacion relativa de la energia de Fermi de un gas de electrones libres como
consecuencia de la dilatacion térmica del gas. Aplicarlo al caso del cobre, cuyo coeficiente
de dilatacién térmica experimental es o = 16,6 x 1075 K~!, al calentarlo de 0 K a 300 K.

? Dado que la temperatura es uniforme, la velocidad media de salida es igual en todo el metal y por lo tanto no contribuye al
intercambio de energia. Solamente se intercambia la energia que los electrones adquieren del campo externo.
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La energia de Fermi del gas de electrones libres viene dada por ex = A V=2/3, de forma que al
dilatarse el cristal, aunque el ntumero de electrones no varie, cambia la ep.?

Asi, pues,

2 2 AV Aep 2AV
R 35V T e T3

Como la dilatacion se puede expresar por V =V(1+ aAT) — V-V =AV =V, aATy
si consideramos hasta primer orden en AV nos queda

AV
7 = aAT
Sustituyendo,
Aep _ —goaAT
EFR 3

y en el caso del cobre, para AT = 300 K, se obtiene que Acp/cp = —3,3 x 1073 = —3%0.

Un célculo alternativo es el siguiente. Dado que

h2 (37T2N>2/ 3

EFr

“om \ VvV

tenemos que ep = ep(V, N).

El coeficiente de dilatacion térmica es
1 /0V OlnV
o= — —_— =
vV \oT orT »
Calculamos el «coeficiente térmico» de ep,

2
Qp = Olner _ 0 <ln [l(3w2N)2/3] —gan) __2 <8an> :—ga.
p

N

)

or  oT 2m

Integrando de Ty a T,

) < er(T) ) _ -1y — D) ta@-m) o g go67.
EF(T())

e Problema 26.

Calcular la relaciéon entre el calor especifico electrénico (para electrones libres) y la
constante de la red, en el caso de un metal con estructura BCC cuya esfera de Fermi es
tangente a la primera zona de Brillouin.

El calor especifico para un gas de electrones es

2 k%T
Cy = ——2—
Y 2 EF
iend la relacié la densidad n v & L P RO VE d
y teniendo en cuenta la relacién entre la densidad n y kr, y que ep = -2 = 5-(37°n)"/*, nos queda
que
mk‘%T
Cv="573 kr.

3 . . . PA . ..
Debemos hacer notar que estamos asociando el cambio en la e a una variacion de volumen y no, en principio, de temperatura,
de forma que esa variacién de volumen se podria conseguir mediante otro procedimiento que no sea la dilatacién térmica.
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Para calcular kp para el metal en cuestion, tenemos en cuenta que la red reciproca de una BCC es
una FCC de parametro de red 47 /a (recuérdese que es la red reciproca). La distancia entre primeros
vecinos en esa RR de la BCC es, pues, (47/a)(v/2/2). Por consiguiente, kp = 3(47/a)(v/2/2) = nv/2/a

y
mk‘%T ™2

@ = Tgp2 a

e Problema 27.

a) Sabiendo que la energia de Fermi de la plata es 5,48 €V y que su temperatura de
fusion es 1233,8 K, calcular la fraccion de electrones que estian excitados en el punto de
fusién, dentro de la aproximacion de los electrones libres y de una forma cualitativa.

b) Comparar la expresion del calor especifico obtenida en (a) con la expresion clasica,
obtenida con la distribucién de Maxwell-Boltzmann.

(a) De manera aproximada, si D(c) es la densidad de estados y fo(e) es la distribucién de
Fermi-Dirac a T = 0 K,* podemos escribir que

5" de D(e)fo(e) — Jy* " de D) fole)

Texcitados ~

Mot o de D() fole)
Dado que D(E) = %%(g/gF)1/2 obtenemos
3/2 3/2 3/2 3/2 1/2 3/2
Nexcitados 8F/ - (5F - kBT) / - T ~ EF/ — ([—;F/ — %EF/ kBT) / N 3kgT
- 3/2 ~ (er > kpT) = 3/2 ~ 2 '
Ntot ex e er

Para la plata, nexeitados/Mtot =~ 0,03, esto es, un 3 %.

(b) El calor especifico es ¢, = (0E/0T )V y si utilizamos una estadistica clasica para describir un

gas de electrones libres cuyas energias vienen dadas por e(v) = %mvz,

E= N/dv e(v)fmup(v)

donde

m 3/2 2/(2k T)
— —mu B
Sus(v) <27rkBT> c '

Entonces,

m m i > 4 2/(2kpT) _ 3
E=N— 4 d e B4 = —NkpT.
2 <27rkBT> 7T/O vee 2 "B

Nota: Este resultado se podria haber obtenido directamente del teorema clasico de
equiparticién de la energia, que nos darfa que cada electron aumenta su energia en %k AT
al incrementar la temperatura en AT. Entonces,

(Y

Cclasico — gNkB

Por otra parte, la estadistica de Fermi-Dirac nos daria

8E> 9 v T

3
E =FEy+ ikBT Nexcitados e = <8T -

- B
Vv 2 EF

Nota: aunque no afecta al resultado, Ey es la energia del gas de electrones a T' = 0 K, esto es,
EO = %N&“F

4 Estoes, fo=1sie<epy fo=0sie>ep.
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e Problema 28.
Dar las densidades de estados de electrones libres en una, dos y tres dimensiones.

Si llamamos N (¢) al ntimero de estados electronicos existentes en el sistema hasta una energia ¢,
la densidad de estados viene dada por
AN dN

Die) = - — 20
=" =&

dk
>< —_
para ¢ fija de

En el caso de los electrones libres,

e(k) = —th? = % -]
T 2m de '\ 2h%e

(a) En tres dimensiones, dN es el ntimero de estados electronicos permitidos que quedan dentro
de la corteza esférica de radio k y anchura dk

y encontramos que dN /dk  e.

Por tanto,
€

D(a)aﬁzﬁ

y la densidad de estados aumenta con la energia (es como si los estados se «apretaran» al aumentar
la, energia).

Si aplicamos la férmula general para calcular la densidad de estados, obtenemos

1/2.1/2,.3/2
1 as L4ﬂk2ﬂ:mk:2 e*m

T 4md | Ve 4m Rk m2h? 2R3

D(e)

(b) En dos dimensiones, dN es el namero de estados electronicos permitidos que quedan dentro
de la corona circular de radio k y anchura dk
AN 2 k

i T
dk i (2m)?2 o«

y encontramos que dN /dk o« /e. La densidad de estados es constante,

m

D(e) = FEp

(¢) En una dimension hay que tener en cuenta que hay que sumar solamente los dos dk posibles
(uno para +k y otro para —k),
w2
dk ~ 2r

y la densidad de estados es inversamente proporcional a la rafz cuadrada de la energia,

y disminuye con ella, de acuerdo con la expresiéon

m1/2 1
D) = iy i
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e Problema 29.

Encontrar la expresién exacta del potencial quimico de un gas de Fermi de dos
dimensiones, en funcién de la temperatura.

El potencial quimico viene fijado por la condicién de que la suma de todos los estados electrénicos
coincida con el nimero total de electrones.

Por tanto,
1

"= /0 de (&) e/t 11

Utilizando la densidad de estados para el sistema en dos dimensiones,

m [ 1

TR, e e e 11

Si hacemos el cambio de variables y = e(€=#)/(k8T) tendremos que dy = %6(5_“)/ (k5T) v hay que

BT
resolver la integral
1 1
/dse(w)/(m) — - k:BT/dyy(y —

Pero - .
dy——— =Iny —In(y + 1),
/0 y(y+1) w+1)
de manera que finalmente
~ 1 _ EH i [ee=m/ ) T 1/ (kpT)
/0 de e T = k;BT< e E +1] s kpTIn (e +1).
Volviendo a la expresién primera,
nmh? 7 2
— —u/(kBT) nwh?/(mkpT) _ u/(ksT) —u/(kBT)
mksT kgl +In (e + 1) = e e (1 +e )

v finalmente

nTth
4= kpTln [ekaT - 1].

e Problema 30.

En un cierto metal monovalente, de estructura ciibica simple y parametro de red a = 3
A, la relacion de dispersion para electrones en la banda de conduccion es

e(k) =5 — 0,84 cos(ka)

con ¢ en eV.

(a) Dibujar la ¢(k) a lo largo de la direccién [100].

(b) Determinar la energia de Fermi. Compararla con el valor que se obtendria para
electrones libres.

La relacion de dispersion solamente depende del modulo de k, de modo que las superficies
equienergéticas son esferas.

(a) Vamos a dibujar e(k) a lo largo de la direcciéon del espacio reciproco que se pide.

Si k — 0 se tiene que cos(ka) ~ 1 — k22“2, de modo que

e(k) ~ 4,16 + 0,42 k*a®> (en eV)
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y en esa region la dispersion es parabolica, como la de electrones libres (se tiene que A > a, de manera
que el resultado es completamente 16gico ya que el electron no «ve» el potencial cristalino).

Por otra parte, para k = 7/a se obtiene

e(k) = 5,84 eV

Dando valores a k entre 0 y 7 /a, se tiene

k 0 [025] 05 | 075 | 7/a

(k) | 4,16 | 4,39 | 4,94 | 5,53 | 5.84

de manera que el ancho de la banda es 5,84 — 4,16 = 1,68 V.

(b) Si N es el namero de electrones de cristal y V' el volumen del cristal, se tiene que kp =
312N/ V) 1/ teniendo en cuenta que cada electrén ocupa un volumen del espacio reciproco igual a
8m3
8z

La densidad es N/V =1/a® = 3,7 x 102 cm ™3 y kp ~ 1,03 x 103 ecm~' = 1,03 A—1.

Sustituyendo en la relacion de dispersion, ep =5 — 0,84 cos(1,03 x 3) = 5,84 €V.

(pues la superficie de Fermi en este caso es una esfera).

E

Y si los electrones fueran libres su energia de Fermi seria ep = h%k%/(2m) + ex—o = 8,20 eV.

e Problema 31.

Sea un cristal unidimensional de parametro de red a = 7 A. Supongamos que el potencial
creado por los iones puede expresarse por la funcién

U(z) =0,3+0,2cos(2x)

donde si = se mide en A, U resulta en eV.
a) Determinar al red reciproca del cristal.
b) Suponiendo que el potencial es pequeno, determinar el intervalo prohibida de energias.
c) Determinar la funcién de onda de un electrén cuyo momento cristalino es k =1 A~L.

(a) La red reciproca viene definida por los vectores G que cumplan exp(iG - R) = 1, YR € RD.

En este cristal la red directa viene dada por R = ma?, de modo que si escogemos el vector R = a?,
para que un vector G sea de la red reciproca debe cumplirse que G - R = aG, = 27n.

FEn resumen, la red reciproca es el conjunto G = %”i =2ni A1,

(b) Podemos escribir el potencial como
2ix —2ix
U(l‘) — 0, 3+ 07 2 (6-;6) — 073 4 0’ 1(6211‘ + 6—2130)

de manera que el coeficiente de Fourier (del potencial U(z)) asociado a G; es Ug, = 0,1 =U_g,.

El centro del intervalo prohibido de energias es

2

(0) _ o -1\2 B
Sy =08+ o (k=1A7) —03+4381=411ev.

La anchura de dicho intervalo sera 2|Ug,| = 0,2 eV, desde 4,01 eV hasta 4,21 eV.
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(¢) La funcion de onda del electron viene determinada por la solucion del sistema siguiente en la
frontera de la PZB® (es la ecuacion central):

(sg)) — sk) ug+U_gu_qg=0

U_q ug+ (52(2(; — Ek) u_qg =20

Sabemos que g, = £(k)©) £ |Ug| y que e(k + G) O = £(k)©, con lo que obtenemos los dos casos
siguientes.

Siegp=ct =cO(k)+|U_qgl,

—ug —u_g = 0
Ug = —U_ -
(2%} +u_g = 0 } 0 ¢

PT(z) = C’(eikr - ei(k_G)I> = (k= %G) = ('sin (%) = (C'sinz  (zen A)

Siep=e" =cO(k)—|U_¢l,

ug —u_g = 0

— - _ ikx i(k=G)x\ _
u_¢  4ug = 0 } to = U-¢ - (G ($)—C(6 +e )—C cosz (zen A)

e Problema 32.

En un cristal unidimensional, de parametro de red a, se calculan las bandas
correspondientes a los tres orbitales 2p. Se sabe que la interaccién entre orbitales p,
de atomos adyacentes valen a = 1 eV, y que las interacciones entre diferentes orbitales
dentro del mismo atomo tienen el valor 8 = —2 eV, pudiéndose despreciar todas las demas
interacciones.

Calcular los niveles cristalinos correspondientes al borde de la zona, tomando como origen
de energias el nivel atémico de los orbitales 2p.

En la aproximacion de ligaduras fuertes se busca una solucion a la ecuacion de Schrédinger para
un electrén que sea del tipo

P(r) = *Ror - R)
R

donde la sumatoria es sobre toda la red directa del cristal y ¢ es una combinacion lineal de orbitales
atomicos.

En nuestro caso,
¢(r) = bipi(r) + bagpa(r) + bzps(r)
donde ¢;(r) han de ser los orbitales p; del atomo.

Sustituimos ahora la funcién Bloch ¢(r) en la ecuacion de Schrédinger, y se obtiene

[E(k/‘) . Em} by = — [s(k) - Em} 3 bn< Y kR / o (t)gn(r — R) dr>

R#A0

2 b ( SRR [ G (AU @l - R) dr>
n R

5 Estamos en k=1 A~! y las fronteras estan en £7 = &1 A-t,
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para cada uno de los distintos b,. Las energias F,, son las energias de los niveles atémicos @y,.

Si suponemos que las integrales de solapamiento son despreciables frente a la unidad y que la
interaccion solo es apreciable entre los orbitales de &tomos adyacentes y los del mismo atomo (esto es,
para R =0y R = +aX) nos queda:

[g(k) . Em} b = an< / oF (£)AU (1) pn () dr)
+3 bn( > [ mAU@en - R) dr.>
n R=4ax

La integral en primer sumando del término de la derecha es sobre orbitales del mismo atomo.

Desarrollando para los distintos orbitales, para b tenemos
20 = EaJbn = b [ @i @AU)ea(r) dr + b [ o0V (R)ea(e) d
+ brethe / 5 (r)AU(r) 1 (r — aX) dr + bie k@ / P1(r)AU (1)1 (r + aX) dr
o lo que es igual,

[e(k) — El} by = baf8 + bsf + 2ab; cos(ka).

Haciendo lo equivalente para m = 2 y m = 3 (recuérdese que en el enunciado se indica que
solamente hay interaccidon entre los diferentes orbitales del mismo Atomo y entre los orbitales p.,
correspondientes a m = 1, de 4tomos adyacentes) se obtiene

[2(F) = Ba|bs = 018 + by

[=(k) = By|by =018 + b5

Este sistema homogéneo de ecuaciones lineales en b; se puede resolver si el determinante de los
coeficientes es nulo, esto es, si

e(k) — E1 — 2acoska -B -B
- e(k) — Eo —p =0
—B —B (k) — B3

y, como F1 = Fy = F3, nos queda
2
[E(k) - El} [E(k) — E1 4+ 2acos ka} —2p33 — 32 |:E(k) — Ej + 2accos ka} — 243 [E(k’) - El} =0
y tomando el cero de energias en (k) = E; llegamos a

e(k)? [a(k) + 2accos /{:a} —2p% — 32 [8(]{) + 2acos ka] —26%(k) =0

En el borde de la zona de Brillouin, k = w/a y coska = —1,. Con los valores 8 = —2eVya=1
eV, nos queda (llamamos ¢ = ¢(k = 7/a))

(5—2)<52+4g—2)=0 — {zii;\izﬂe\/
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e Problema 33.

El potencial cristalino que acttia sobre los electrones de un cristal de dos dimensiones
viene dado por:
Ulz,y) = —10 + 0,1 cos(rz) + 0,3 cos(v/2ry)

donde z e y estan dados en A y las energias en €V.

(a) Dibujar las dos primeras zonas de Brillouin.

(b) Calcular las componentes ded Fourier del potencial.

(c) Evaluar los intervalos prohibidos a lo largo de las direcciones [01] y [10], dentro de la
aproximacién de los electrones cuasi-libres.

(d) Suponiendo que cada atomo aporta dos electrones a las bandas, calcular ¢ para
electrones libres y dibujar el circulo de Fermi.

(e) En base al apartado (d), ;cabe esperar electrones en la segunda zona de Brillouin de
nuestro cristal?

(f) Calcular el gap a lo largo de la direccion [11].

(a) Nuestro cristal tiene simetria rectangular, cuyos lados a; y ag se obtiene de manera directa a
partir de la periodicidad del potencial.

Eje z a1 =2 A

Eje y ags = =V2A

Sl

Los vectores base de la celda primitiva son entonces

31:22

ay=v2y

La red reciproca tiene también simetria rectangular y * *
sus vectores base son

2T - -
aT:§X:7TX en A7
ay =21y en A7

Las dos primeras zonas de Brillouin son las que se
presentan en la figura (la primera, PZB, es el rectangulo, y VT
la segunda es el conjunto de las regiones rayadas, que puede
reducirse a la PZB «doblando» cada una de esas regiones
para quedar finalmente segiin indican las lineas rojas). T

(b) Si escribimos el potencial utilizando las expresiones
de Euler para la funcién coseno, obtenemos

1/ . . .
V(z,y) =—10+ %(617792 + eﬂﬂx> 4 0753 (en/ﬁny I eﬂ\/iﬂy>

Debemos comparar con el desarrollo que el potencial cristalino tiene en la RR,
V(z,y) =) V(G
G
con

r=rXxX+yy
G=haj+kaj
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y G -t = whx + 2rky.

Comparando ambas expresiones, los valores de V(G) son

V(0,0) = —10,0 eV

V(1,0) = V(I,0) = 0,05 &V

V(0,1) = V(0,I) = 0,15 &V

V(h,k) =0 eV en cualquier otro caso

A partir de ahora, y para simplificar la notacién, se va a usar como origen de energias el valor
constante del potencial, V' (0,0).

(¢) Los intervalos prohibidos de energia en las
direcciones [10] y [01], en las fronteras de zona
correspondientes, que corresponden a los vectores

1
Direccion[10] ki = G = g(1,o)
1 2
Direccion|[01] ko = -Gy = ﬁ(0, 1) =" (0,1)

2 2 V2

Sabemos por la teoria que si el vector k esti sobre una
FZB definida por el plano bisector de G € RR, tanto uy(0)
como uk(G) van a ser grandes y la expresion

V(G V(G
W@ VE V@&
— (k+G)2—e(k) — [(k +G)2— k2] PZB y circulo de Fermi (en A1)
2m 2m

que nos da los valores de uyx(G’) para G’ # 0, no va a ser
valida para estos coeficientes. Las dos ecuaciones que hay que plantear son

h2
G=0 = |:27nk%’2 — E(kljg)] u(0) + V(—Gl,z)u(GLg) =0
h2
G/ = G1’2 — [2m(k1’2 + G172)2 — E(kl,g):| U(GLQ) + V(Gl,g)u(O) =0

Para que haya soluciones no triviales, el determinante de los coeficientes se debe anular y se obtiene
que

1 1 2
elkig) = 3 <5O(k1,2) +e%kyo + G1,2)> + \/4 <80(k1,2) — (ki + G1,2)) + [Vi2]?.

correspondiendo a las dos bandas posibles de energia.

Teniendo en cuenta la degeneracion de 50(k1,2) y 80(k172 + G 2) nos queda lo siguiente.
(i) Direccion [10]

S—

/

h2k3 £ 13
(ki) = 21 4 Vg, | = 9,40 + 0,05 eV :
2m b 5 16
W
lo que nos indica que la anchura del gap es 2 [V (1,0)] =0, 1 i ot
eVv. ’{ : ot
(ii) Direccién [01] b dh el g
= Vo6t :
12k2 ! e v
ko) = + =1 +0,1 i Mg i cd |
e(ka) - Vg, | 8,8+ 0,15 eV | 2\i L %
b & r X
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lo que nos indica que la anchura del gap es 2 |V(0,1)| = 0,3
ev.

(d) El valor de kp es una gas de electrones bidimensional viene dado por kr = v/27n, donde n es
la densidad de electrones.

En nuestro caso sabemos que el area de la celda primitiva es 2v/2 A2, y en cada celda primitiva

hay un atomo que aporta dos electrones, de manera que n = Y2 A2 kp = 2,11 A=1, que se ha
y que ap ; q 5 y , q
representado en la figura anterior.

La energia de Fermi de este gas bidimensional de electrones libres es

K2 k%
2m

EF = = 16,69 eV

(e) Haciendo una descripcion cualitativa, cabe esperar que en la segunda zona de Brillouin haya
electrones. En efecto, la energia de Fermi ep es mayor que la energia de la banda de conduccion (la
de mayor energia en la figura) en el punto ki, pero es menor que el valor de la energfa de la banda de
valencia (la de menor energia en la figura) en el punto ks.°

De igual manera, si representamos los vectores k del espacio reciproco ocupados obtendriamos la
figura de la derecha.

/ 'V()l()’ é . \\ \\\ k\
e | ol
| Vi NGl

1 | B\ |

| { et L P / |2 ; bs \

il ok A e k i

e 3 E

" \ \/ 1

i T SR 1y NeA

I & Kz \

Ky

5.3 L S i e . -

(f) Para calcular la estructura de bandas de energia en las
cercanias de la FPZB en la direccion [11] (ese punto de la FPZB
lo denotaremos por ki), hay que tener en cuenta que ahora hay & G
que considerar todos los vectores G’ que hacen que las energias g, £3 124
e%(k11) y €%(kq1 + G') sean degenerados. \
Y esos vectores son los cuatro siguientes: L = A 193

G’ =7(0,0),
G’ = 7(0,v/2),
G’ = n(1,0), |
En consecuencia, hay que solucionar el sistema conjunto de las 2
cuatro ecuaciones correspondientes a dichos vectores,

h2

6 Estamos usando la er de electrones libres, por eso la discusion es cualitativa.
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De igual manera que antes, para que haya soluciones no triviales el determinante de los coeficientes
se debe anular. Con esa condicién se obtienen cuatro soluciones que corresponden a las cuatro bandas
posibles de energia, que se muestran en la figura.

En esa figura, Fy y F» corresponden a una rotura de la degeneracion que existia en la FPZB, e(ky;) =
18,2 eV, con un gap de 0,2 eV.

Las energias F3 y E4 aparecen como otra rotura de la degeneracion en e(kjq), con un gap de 0,4 €V.
El gap entre Ey4 y F» es, pues, de 0,1 eV.

NOTA: Las ecuaciones a resolver son las siguientes (no se detalla la dependencia en ki; de las
energias €’ y ¢ para simplificar la notacion):

(@ —e)upw + Viouwo +  Vooun + Viun = 0
Vio oo + (% —¢e)up + Vi1 uot + Vo1 u11 =0
Vo1 uoo + Vi1 w0 + (€ —e)up + Vio u11 =0
ViT 200 + Vo1 u10 + Vi uo1 + (=g un = 0

De aqui hay que resolver para encontrar los valores de ¢ siguiendo el procedimiento que se ha indicado
antes, esto es resolviendo los valores de € que hacen cumplir la igualdad

0
ee—e Vo Vo Vi
- 0 -

0
Voo, Vit e -¢ Vi

e Problema 34.

Supongamos un electrén situado en un potencial periédico U(r) y bajo la accion de un
campo eléctrico uniforme E. La ecuaciéon de Schrédinger para ese electrén es entonces

o 2
ihwg;’t) - (f ;—mVQ +U(r) +eE - r>w(r,t).

Supongamos ademéas que para ¢ = 0 la funcién de onda v ((r,0) es una combinacién lineal
de funciones Bloch, todas con el mismo cuasimomento k.
Probar que para cualquier ¢ la funcién de onda v(r,t) serd una combinacién lineal de
funciones Bloch, todas ellas con cuasimomento k — eEt/h.

La solucion formal de la ecuacién de Schrédinger es
P(r,t) = et/ ¥(r,0)
Tal y como dice el enunciado, escribimos
Y(r,0) = Z Ci ¥ix(r)
i
donde hemos llamado ; k(r) a las funciones Bloch correspondientes al cuasimomento k.
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Pero

(e, ) = e P (e, 0) = TN O a(r, 0)
i
también se puede desarrollar en la base de funciones Bloch, con un cuasimomento k’ distinto,

wm=2@wmw»

Los estados Bloch tienen la propiedad de que
wk(ra t) = eik.R ¢k(r + Ra t)

siendo R cualquier vector de la red de Bravais directa . En consecuencia,

Zci oK R Yise (r + R, 1) = e—iﬁt/h—ieE.Rt/h Zci ok R Ui(r + R, 1)

(2
para cualquier R € RR, de manera que

K=k

como se queria demostrar.

e Problema 35.

Dada la relaciéon de dispersiéon de los fonones en una red monoatémica lineal, w(q) =
(4K/M)'/? sin(qa/2), encontrar los valores de ¢ para los que no hay propagacién de las
ondas.

La velocidad de grupo de la onda es vy = V,w(q). y en el caso que nos ocupa representa la
velocidad de propagacion del fonén actustico (esto es, la velocidad del sonido en la red).

En este caso unidimensional,
Ka? ( qa )
Vg = ——cos | — |.
M 2
Esta velocidad se anula tnicamente en la frontera de la zona de Brillouin, ya que solamente para
q = *+7/a se hace vy = 0 dentro del rango —7/a < ¢ < 7/a de valores permitidos de g.

e Problema 36.

Calcular el momento lineal total clasico de un cristal monoatémico unidimensional de
N atomos de masa M en el que hay excitado un tnico modo normal (fondén) de vector
de onda q.

Sabemos que si buscamos una solucién extendida a toda la cadena unidimensional de iones, del

tipo onda viajera exp [i (q-r—wt) ], el ibn n situado en na se mueve segin la ley

Un (t) ellgna—wt)

Las condiciones de contorno nos dicen que los valores de ¢ deben cumplir que €9V® = 1, esto es, que

2rm
= —— € 7.
q a N m

Por consiguiente, escribimos la solucion u,, de la ecuacion de movimiento del i6bn n en forma de
vibracién caracterizada por el vector de onda ¢ como

up = A el(qna—wt)‘
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El momento lineal del ién n es entonces
duy,

Pn = Mﬁ = —iMwA ellana—wt)

y el momento en todo el cristal serd la suma de los momentos lineales de cada i6n,

Pt = an = —iMwA et Z elane,
n n

La suma, si g # 0, se escribe como una suma de una progresiéon geométrica

1— eina

igna __
(& = -
Z 1 — elqa
n

donde se ha considerado que hay N iones en la cadena lineal.

Como las condiciones de contorno nos dicen que ¢ = (m/N)/2n/a), con m € 7Z, entonces el
sumatorio es nulo.

Si g = 0, sin embargo, el sumatorio resulta ser N.

En resumen,
Drot = —iMwAe“t N 940

e Problema 37.

(a) Supongamos una red lineal monoatémica de constante de red a y con interacciones
a primeros vecinos. La relaciéon de dispersiéon de los modos normales de vibracién de este
sistema es

w(q) = wo

. qa)
sin — |,
2

donde w : 0 es la frecuencia maxima (que se obtiene para vectores de onda ¢ en las
fronteras de la zona de Brillouin). Calcular la densidad de estados.
(b) Realizar el mismo célculo para el modelo de Debye.

(a) Para una cadena lineal formada por N iones, las condiciones de contorno de Born — von Karman
nos dicen que los N vectores ¢ permitidos son

_27rn
= a N

y esos valores estan dentro de la primera zona, —7/a < ¢ < 7/a.

n € 7z

Cada uno de esos vectores «ocupay un volumen”
2 27

Na L’
donde L es la longitud de la cadena.
En una longitud dgq del espacio reciproco, el nimero de modos habrid un nimero de modos

permitidos igual a
dq L

27 /L ~ o7

Como la densidad de estados D(w) se define de manera que D(w)dw sea el nimero de modos (o
estados) permitidos que existen entre w y w + dw, y recordando que para cada w le corresponden dos
valores distintos del vector de onda (¢ y —¢), tenemos que

L L d L 1
D(w)dw =2—dq =2 d

=2— == dw.
27 21 dw/dq 7 dw/dq ©

" En este caso, claro estd, se trata de una longitud.
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En el caso que discutimos podemos escribir que

ow a
87q:§ O.)g—wz

(b) Para el modelo de Debye, w = vq, siendo v, la velocidad del sonido en la cadena lineal. Por

consiguiente,

L 1 L1
Dw) = = —~ =2 =
(@) m dw/dq ™ v

La frecuencia de corte de esta densidad de estados viene determinada por la condicion de que el
naumero total de modos esta limitado, esto es, por

wD Na 1 v
N = D(w)dw = —— wp = wp = —
0 T Vs a
En resumen
L1 .
- — siw < wp
T Vs
D(w) =
0 siw > wp

La figura muestra los resultados de ambos calculos.

6 T
|
51 |
Q
‘©
(5]
(]
g ¢ p=——r
% Monatomic 8
P linear lattice —]
é g 3
237
<
o
o
2 2 ——
g Debye
o approximation —
1

N\

0 0.5 1.0 1.

o
ol

e Problema 38.

Calcular la energia de punto cero de un cristal a partir del modelo de Debye.
Estimar dicho valor para el helio sé6lido, si se supone una temperatura de Debye de unos
24 K (valor comparable a la temperatura de Debye de otros gases nobles).
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En el espacio reciproco, el nimero de modos con vector de onda con modulo menor que un
determinado ¢ viene dado por
V 4
N(q) = 3— ~mq®
(@) =355 3m4
(el 3 indica las tres posibles polarizaciones de vibracion).

En el modelo de Debye w = cq, donde c es la velocidad del sonido. Por tanto,

V w3
Niw) = 2m2c3

v la densidad de modos a una frecuencia dada es

_dN(w) 3wV
 dw 2723

D(w)

La energia de punto cero viene dada por la suma de las energias de punto cero de los modos del
cristal, cada uno contribuyendo con una energia hiw/2. Por tanto,

wp wp
Ey = D(w)@dw = 3‘22/ wWidw =
0 2 44c 0

donde la frecuencia de Debye es w3, = 6723 N/V.

Integrando,
3Vh

_ 3Vh 6m2c*N
~ 1672c3

4 _
“DT 623 v

Ey

9
wp = —hNwp
8
Pero hwp = kp®p y entonces Ey = %kB@DN y la energia por dtomo seré
9
g0 = ng(aD ~0,38x 10721 J~0,24 x 1072 eV

Nota: Los valores que se tienen para los otros gases nobles son los que se presentan en la tabla®

Energias de cohesion (eV) Kr Ar Ne

Experimental 0,116 0,08 0,02
Teorico (e, = 8, 6¢) 0,120 | 0,089 | 0,027
Teobrico - gg 0,1127 | 0,0805 | 0,0207

de manera que no es de extranar que el helio solamente solidifique si se somete a presiones elevadas.

e Problema 39.

Utilizando un modelo de Debye, calcular la frecuencia maxima de los modos de vibracién
de una red cubica simple de constante « = 3 A, en la que la velocidad del sonido es
cs = 4,2 x 10° cm/s.
El ntimero de modos que hay en el modelo de Debye es
V 4 V Wi

— 3 _
Niotal = 3@?7%3 =572 3

8 Véas mas datos en, por ejemplo, el capitulo de Kittel sobre los enlaces en los cristales
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donde se ha utilizado que w = cg en nuestro modelo, con ¢ la velocidad del sonido.

Como la muestra es monoatéomica, Niota = 3N, donde N es el nimero de dtomos del cristal.
Despejando,
3 23
wp = 617’ —.
P v

De los datos del problema,
1 22 , 3
= — = 3,7 x 10°° 4tomos/cm
a
y sustituyendo

wp = 5,45 x 1013 g1

y la energia fwp de Debye es hwp = 3,6 x 1072 €V.

e Problema 40.

Supongamos un aislante bidimensional, del que queremos estudiar su calor especifico.
;Cual es la dependencia con la temperatura que cabe esperar para dicho sistema a bajas
temperaturas?

En dos dimensiones hay, si llamamos A a la superficie del cristal bidimensional (que se repite
indefinidamente para llenar un plano infinito mediante las condiciones de contorno de Born — von
Karman), los valores permitidos de vectores ¢ tienen una densidad en el espacio reciproco igual a
A/(27?).

Por consiguiente, para cada polarizacién posible, el ntimero de modos cuyo vector de onda sea
menor que un determinado valor ¢ es

A 2
N - ﬁ2ﬂ—q

En el limite de bajas temperaturas solamente pueden excitarse modos acusticos de baja frecuencia
y podremos utilizar una aproximacion lineal para la relacién de dispersion, w = cq. Esto nos da una
densidad de modos para cada polarizacién

La energia de vibracién total del cristal sera

“po A hw A (YD dw w? ARET3 [*P dx 2
E = jwmidw = —= = y
g w2 etw/ksT 1 nc? Jo  ew/ksT — 1 we?h? Jy et —1
donde hemos usado el cambio x = hw/(kgT).

Como resultado, hemos obtenido una E o T3 que nos lleva a un calor especifico proporcional a
T2

Nota: Experimentalmente, se pueden encontrar sélidos en los que hay fuerzas débiles entre capas
de dtomos y fuerzas mucho mayores dentro de cada capa (el ejemplo habitual es el grafito). Y se
observan dependencias con la temperatura como la que se ha calculado. Otros casos en los que se
miden este tipo de contribuciones son los estudios de monocapas de atomos fisisorbidos sobre una
superficie, ya que la interaccién sustrato—capa puede ser suficientemente pequena.
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e Problema 41.

Calcular cual es la dependencia del desplazamiento cuadratico medio de los atomos de
un cristal con la temperatura, suponiendo que es cercana al punto de fusién 7.
Uilizar un modelo de Debye, suponiendo que Op < 7.

FEn la aproximacion armoénica, cada modo normal q es independiente de los demas, y contribuye a
la energia total como

Eq = hwq (% + <"q>>

Desde un punto de vista semiclasico, si el desplazamiento de cada atomo (debido al modo normal)
es ug = Aqcos(wqt), entonces se tiene que la energia de vibracion de todos los atomos del sistema’
viene dada por

Eq:waQAa.

Para todos los modos del cristal,

h 1 1 V h 1 1 1
2 P — ~ —_— — e —
(') = ; NMwq (2 * ewa/kpT _ 1) - (2m)3 NM ;/dqws(q) (2 * elws(@)/kpT — 1)

y dentro de la aproximacién de Debye tendremos

' 3h F 1 1

2 2

737 47 (I (i({ —_— _ + e —
<U > (‘371-) NM 0 cq <2 eﬁcq/kBl _ ])

Para ©p < T} se tiene que ficg/(kpT) < 1y recordando el desarrollo (e®—1)~! ~ L(1-Z4+2 )
nos queda

(u?)

.V 30 kT /’“D <,
212 NMc he [, ¢? e
9OR2 T
2 ~ T

pues hemos tenido en cuenta que N/V = k3,/(672).

e Problema 42.

Podemos suponer que para la formacién de una vacante en un cristal se necesita romper
los enlaces de un i6n con sus vecinos mas préximos y que en promedio se vuelvan a formar
la mitad de estos enlaces al quedar el i6n sobre la superficie del cristal. Si suponemos
que la energia de formaciéon de una vacante se invierte solamente en la rotura de esos
enlaces, estime la energia de ligadura (o de enlace) de una divacante en el cobre.
Datos: la energia de formacién de una vacante en el cobre es Ey = 0,9 eV.

La estructura FCC del Cu nos da 12 vecinos més proximos para cada ion. Por consiguiente, kla
energia de formacién de una vacante en un cristal de cobre es Ey = (12 — 6)Eg, donde Ef es la
energia del enlace entre los iones del cobre, y donde hemos considerado que la mitad de los 12 enlaces
“rotos” se vuelven a formar al situarse el idn sobre la superficie del cristal.

Como resultado, la energia de enlace del Cu es aproximadamente Ep = Ey /6 = 0,15 eV.

9 Recuérdese que es un fondn, por lo que su excitacidon estd extendida a todo el cristal.
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Para formar la divacante, hay que quitar un segundo idn contiguo a una vacante ya formada,
donde ya habfa un enlace roto, por lo que ahora tendremos

Eyy = (12 — G)EE + (11 — G)EE

Por otra parte, la energia de formacién de una divacante es igual al doble de la energia de formaciéon
de una vacante menos la energia de enlace de dicha divacante®®

Eyy = 2By — ESilace — Esilace — 9py, — By =12Fy — 11Ep = E, = 0,15 eV

Noétese que, como era de esperar, con las suposiciones que hemos impuesto, la energia de enlace de
una divacante es la misma que la energia de ligadura del cobre por idn.

e Problema 43.

Calcular la relacién entre el nimero de vacantes y el de divacantes que se encuentran en
equilibrio térmico a temperatura ambiente en un metal en le que la energia de formacion
de una vacante es 1 €V, y la energia de formacién de una divacante es 0,2 eV.

Como
Eyy = 2By — Egpa,

donde Eg{l}ace es la energia de enlace de la divacante, las concentraciones de las dos clases de defectos

vienen dadas por los factores de Boltzmann correspondientes,

Cy e~ Ev/(ksT) y Cy o e~ Eav/(kBT)

Obtenemos, pues, la relacion
Cv _ (Bav—Bv)/(hsT)
Coy

Como EQV = 2EV - E2V = 1,8 eV y EV =1 eV,

Cv _ 08 eV/(ksT) o 9 5 1013
Coy

(recuerde que kpTamp =~ (1/40) V).

e Problema 44.

Al impurificar una muestra de cobre puro con 6 x 10'® &tomos de plata por cm?® se observa
que la densidad de la muestra tiene un cambio relativo de 107%. Calcular la fraccién de
Atomos de plata que hay en posicién intersticial y en posicién sustitucional.

Nota: la densidad del cobre es de 8,92 gr/cm?.

Llamemos cs y ¢; a las concentraciones (por cm®) de 4tomos de plata sustitucionales e intersticiales,

3

respectivamente.

Entonces,
s +¢; = 6 x 1016, (1)

Si llamamos n a la densidad de Atomos de cobre por cm?®, podemos escribir la densidad p del cobre

puro como
MCu

Na

p=n

10 ; . . . . .
La energfa de enlace o de ligadura de la divacante es la energia necesaria para separarla en dos vacantes suficientemente
separadas.
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donde Mcy, es la masa atémica del Cuy Ny es el nimero de Avogadro.

La variacion relativa de la densidad es, por tanto,

(2)

Sabiendo que los pesos atomicos de Cuy Ag son 63,5 y 107,8, podemos despejar las ecuaciones (1)
y (2) para encontrar:

¢s = 1,7 x 10" atomos/cm? ¢i = 4,3 x 10'® atomos/cm®

e Problema 45.

En una muestra de silicio, la movilidad de los electrones es 1200 y la de los huecos
es 600 (en unidades cm? V~! s7! ). Si se aplica un campo eléctrico paralelo al eje OX,
y un campo magnético paralelo al eje OY, determinese las concentraciones relativas de
portadores de carga cuando no se observa corriente en la direccion OZ.

Sabemos que en un so6lido, los portadores de carga tienen una velocidad media constante bajo la
accion de un campo eléctrico, pues el solido no presenta una cristalinidad perfecta y los portadores
sufren colisiones con las impurezas, las imperfecciones de la red, los fonones, etc.'!

Si pensamos en la accién del campo eléctrico solamente, si 7 es el tiempo entre colisiones, podemos
decir que la velocidad media (o velocidad de arrastre) de los portadores es v = gE7/m, donde ¢ es la
carga del portador y m su masa. Y como la movilidad viene definida como la razoén entre el médulo
de la velocidad de arrastre y el campo eléctrico, tendremos

_|ve] ere 1y = [vi|  em
= lel_ e p= ol = 2R
¢ E Me E mp
En nuestro caso, en la direccion OX tendremos que las velocidades de arrastre son v§ = —p.E y

vl = pp B, ya que la velocidad de arrastre en un campo eléctrico es de signo contrario para electrones

que para huecos.

Por otra parte, si hay un campo magnético a lo largo de OY, y la velocidad de arrastre debida al
campo eléctrico es paralela a OX, la fuerza magnética sobre los portadores se ejercerd a lo largo de
07,

F; = —eviB =eu.BE F!' = ev!'B = ey, BE

y, en la aproximaciéon del tiempo de relajacion, las velocidades adquiridas en esa direccidon debido a la
presencia del campo magnético son F'r. p/me p,

. eTeBE, L emmBEu,

v, = — v, =
z Me z mp,

vy usando las definiciones de las movilidades,
v¢ = u’BE vl = 12 BE.

La corriente total a lo largo de OZ serd ep,v! — en,v¢, siendo n. y p, las concentraciones de
electrones en la banda de conduccién y de huecos en la banda de valencia, respectivamente. Para que

esta corriente se anula, se ha de cimplir que
e

h 2 2
Pv¥,; = N, = Dulp, = Nclle-

11 . . N - . . ..
En un semiconductor ideal e intrinseco, la movilidad esta determinada por las colisiones de los portadores con los fonones.
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En el caso que nos ocupa,
Pv _ p? _ 144 _
Ne ,U,%L 36

e Problema 46.

Si se supone que la concentracién de electrones en un semiconductor es n y la de huecos
p, demostrar que el coeficiente Hall (en la aproximacion del tiempo de relajacién) puede

escribirse como
1 p—nb?

Ry == T,
e (p+nb)
donde b es el cociente entre las movilidades de ambos portadores, fi./jip-
Nota: despreciar los términos de orden B2.

El coeficiente de Hall viene dado por
Ey

J=B
y la movilidad de los portadores viene dada por u = |v|/E, que se define como positiva tanto para
electrones como para huecos, esto es, u = |¢|7/m (donde g es la carga del portador correspondiente),
de modo que pe = eT/me y pp = eT/my,.

Ry =

Para electrones libres sabemos que

— Uy = —e(Em + va)

71@ = —e(Ey — Bvx)

por lo que podemos escribir, en la aproximacion de tiempo de relajacion, las siguientes ecuaciones para
electrones y huecos:

eT
vy = —m—eEm — wcTevZ
e
UZ = _MeEy — teweTely = UZ = e |:Ey + pe BE,
. eTe .
v, = ——Ey+wevg
e
Y h h
vy = pnEr+ ppBuy ,
X X Vy = [Ey - HhBEx}
vy = pnEy — upBuy
Por tanto,

j; = Neélle [NeBEx + Ey}

ji = pepn [ — uBE; + Ey}

Pero debe darse la condicion de que la corriente transversal sea nula, de manera que debe cumplirse
que
e h, __
vyn+v,p =0

que equivale a

T+ i,

(neuﬁ — peﬂi) BE, + (neue +peuh> By =0 = B=EB T
e
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La corriente total en la direccidén X es

Jz = (neue + peuh> E,

By _ 1 puj—nul
Ry=—% == .
JzB € (p,uh + nﬂe)

e Problema 47.

La susceptibilidad de espin de un gas de electrones a 7' = 0 K puede evaluarse de la
siguiente manera.

Sean N, = iN(1+x) y N_ = N(1 — z) las concentraciones de electrones con espin “+” y
_

a) Demostrar que en un campo magnético B, la energia total de la banda de electrones
con espin “4” viene dada por E, = Ey(1 4 z)°/3 — iNuB(1+ ), donde Ey = %NEF-

Dara la expresion para F_.

b) Minimizar Fi,; = E; + E_ con respecto a = y encontrar el valor de z, suponiendo que
r < 1. Demostrar que la magnetizacién en este caso es M = 3Nu?/2E.

(a) La energia cinética de la banda de electrones con espin hacia arriba se puede escribir como

3 K2
Et = SN, —
cin 5 + om

(372N, )%

donde se ha usado el conocido resultado de que la energia cinética de un gas de electrones es %ns ol
_ B2 (9.2.1\2/3
donde ep = 5~ (37r n) .
Por consiguiente, podemos escribir

Ef 53

cin

:Eo(l—i—ac)

La energia magnética (debida a la accién del campo B) de los electrones con espin hacia arriba es
—N_uB, de forma que la energia total de esos electrones es

By = Ey(1+2)"° + %NMB(l + )

Y para el caso de los electrones con espin hacia abajo, obtenemos

5/3

E_=FEy(1-2)""+ %NMB(l — )

(b) La energia total es entonces
FEioial = Eo [(1 + :13)5/3 + (1 — x)5/3} — NuxzB

Derivando respecto a x,

OF:ota ) 2/3 2/3
o = Sm (1) — (1)) - NuB =0

Cuando = < 1 se obtiene el valor de x que minimiza la energia del sistema,

20 20NuB  3uB
B —NuB=0 — z-=2>2 _3uB
g 0T T K YT 9 E, 2B
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Por consiguiente, para esa energia minima la magnetizaciéon del sistema y la susceptibilidad del
mismo son
3N 2 _ 3Np?

M= Nz = B _
R = Sk, X~ 9k,

(susceptibilidad de Pauli)

Nota: Por definicién, = es el niimero de electrones que se alinea con el campo externo B. Como la
energia magnética es mucho menor que la energia cinética, el logico que x < 1, como lo confirma el
valor de x que nos da la energia minima que hemos obtenido.

e Problema 48.

En un sistema de electrones libres, aproximemos la interaccién de intercambio (o canje)
entre los electrones que tienen su espin paralelo como una interaccién constante U (con
U > 0), y supongamos que los electrones de espin antiparalelo no interaccionan.

Sean Ny = IN(1+2) y N = $N(1 — z) el nimero de electrones con espin “+” y “—,

a) Calcular la expresion de la energia de la banda de electrones de espin “+”, F,, y la
correspondiente para F_.

b) Minimizar la energia total y dar el valor de z (con z < 1) que lo hace. Calcular entonces
la magnetizacion del sistema. ;Cual es el efecto de la interacciéon de intercambio?

¢) Demostrar que, si B = 0, la energia total es inestable para valores U > ¢FEr/3N, de
manera que si eso se cumple habria un estado ferromagnético (con =z # 0) con menor
energia que el estado ferromagnético (con = = 0).

a) De acuerdo con la definiciéon de kr, tenemos que (k7 - 672N, y (kn P = 6n2N_.
F F

La energia cinética total de la banda de electrones de espin “+” es

1 [ 1[5 2k 1 "2, 5 1 k2 5/3
B cin total = — Ddk = — Bl = ————(kf)? = — —— (672N, )",
+,cin total {73 /0 5( ) ]73 0 om 1072 Qm( F) 1072 Qm( m Jr)
Wk R (3x2N)%°
Como estamos considerando electrones libres, ep = F _ ( T ) y
2m 2m
1 n o, 5/3 1 R 523 53 3 5/3
E—I—,Cin total — W%(gﬂ' N(l—f—l’)) = 1077_2%(37(— N) (1"—1‘) = EN&"F(I-’*LL’)

La energia total de la banda se obtiene sumando la energia de interaccién con el campo y la energia
de intercambio con todos los electrones de espin paralelo.
Ny (Ny —1)

2 3
L, . ., . . . . . . 1 ) . .
que el limite termodindmico de sistema infinito nos permite aproximar como 5N¥. Por consiguiente,
la energia debida a la interacciéon de intercambio es
N2

1
it a2 2
U 5 = 8UN (1+2)

Como el nimero esos electrones es N, el nimero de pares que interaccionan son

Finalmente, la energfa de interaccién con el campo magnético de los espines paralelos al campo B
(que suponemos en la direccién de los espines “+7) es —N uB = —3NuB(1 + z).

En resumen,

3 1 1
E total = TONsF(l + x)5/3 - gUNQ(l +2)% - §NNB(1 + ).

Y para los electrones con espin opuesto al campo, los

€_»
?

3
E_ ol = 15 Nep(1—2)"" =

1 1
—UN?*(1—2)>+ =NuB(1 — z).
0 8U ( x)+2 pB(1 —zx)
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donde debe notarse el cambio de signo en el dltimo término (ya que los electrones tienen ahora espin
opuesto al campo).

(b) La energia total del sistema es En resumen,
3 5/3 53] _ Lora2 2 2] 1
Brotal = 15 Nep [(1 + )53 4+ (1—x) ] - SUN [(1 r2)? 4 (1—2) } — 5NuB [(1 o) (1 x)]

3 1
= 1—ONEF [(1 + 2?3+ (1 —x)5/3] - gUNQ[Q—I—QmZ] — NuBzx

Esta energia total hay que minimizarla respecto al pardmetro z,

8E‘total _
ox

0 = %N&F [(1 +a)?3 (1 - x)Q/ﬂ - %UNQ;U — NuB = 0.

Desarrollando (1 4 :r)g/ 3y teniendo en cuenta que x < 1, esto se reescribe como

1 1
fNEFx—iUNQx—N,uBzo == x =

3 %EF—%UN

La magnetizacion que corresponde a este estadoes M = (N —N_) = %N(l—i—x)—%N(l—aj)} =
uNzx, por lo que

32N
2¢ep — S3UN

Como se ve, el efecto de la interaccidén de intercambio es hacer mayor la magnetizacion.

M =

(¢) Si B =0, la energia total es

3 1
B = 15 Ner (42 + (1 - 23] - SUN2[2+222]

y volviendo a tener en cuenta que z < 1,

aE‘total
ox

2 1
~ gNspx — 5UN?x
B=0

. . dep . . .
Si se verifica que U > —— la derivada es negativa al aumentar z, y la energia se hace menor si se

aumenta x: aumentar x para B = 0 significa que el nimero de espines con una orientacion preferida
es mayor, esto es, se trata de un estado ferromagnético.
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