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Problema 1. Golpe puntual a una membrana semi-circular

Hallar las oscilaciones de una membrana semicircular con radio R, �ja en los
bordes. La membrana, inicialmente en reposo, recibe un golpe puntual en el instante
t = 0 en el punto indicado en la Figura.

NOTA: Considerar que se cumple la siguente condición para la velocidad inicial
ut(ρ, ϕ, 0):

ĺımε−>0

∫∫
Ωε

ut(ρ, ϕ, 0)ρdρdϕ = V0 con Ωε− super�cien de radio ε entorno al punto

de aplicación del golpe

Solución:

1. Representamos el golpe usando la delta de Dirac

ut(ρ, ϕ, 0) = V0
ρ
δ(ρ− R

2
)δ(ϕ− π

2
)

Se ve la relación entre el impulso transferido total (I), la densidad de material
(ρ0) y V0

I=
∫∫
Ωε

ρ0ut(ρ, ϕ, 0)ρdρdϕ = ρ0V0

2. Formulacion matematica:
1
a2
∂u2(ρ,ϕ,t)

∂t2
− 1

ρ
∂
∂ρ

[ρ∂u
∂ρ

]− 1
ρ2
∂u2(ρ,ϕ,t)

∂ϕ2 = 0

CI1 : u(ρ, ϕ, 0) = 0
CI2 : ut(ρ, ϕ, 0) = V0

ρ
δ(ρ− R

2
)δ(ϕ− π

2
)

u(R, t) = 0
u(0, t) <∞
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3. La solución general para una membrana semicircular con los bordes �jos es:

u(ρ, ϕ, t) =
∑
n,m

{Anm cos[axnm
R
t] +Bnm sin[axnm

R
t]}Jm(

√
λnmρ) sin(mϕ)

con xnm enumerados como el n-simo cero de la función de Bessel de orden m:
Jm(xnm) = 0

4. Buscamos coe�cientes:

de CI1 obtenemos: Anm = 0

Imponemos CI2:

ut(ρ, ϕ, 0) = V0
ρ
δ(ρ− R

2
)δ(ϕ− π

2
) =

∑
n,m

(axnm
R

)Bnm cos[axnm
R

0]Jm(
√
λnmρ) sin(mϕ)

5. Usaremos la ortogonalidad de las autofunciones radiales y angulares para hallar
coe�cientes Bnm

Multiplicamos ambas partes de la relación anterior por Jl(
√
λklρ) sin(lϕ)

Integramos
Rπ∫∫
00

ρdρdϕ

V0

Rπ∫∫
00

Jl(
√
λklρ) sin(lϕ)1

ρ
δ(ρ− R

2
)δ(ϕ− π

2
)ρdρdϕ =

=
∑
n,m

Bnm(axnm
R

)
Rπ∫∫
00

Jm(
√
λnmρ)Jl(

√
λklρ) sin(lϕ) sin(mϕ)ρdρdϕ

6. Debido a la ortogonalidad de autofunciones radiales y angulares, obtenemos
coe�cientes:

Bnm =
V0
Rπ∫∫
00

Jm(
√
λklρ) sin(mϕ) 1

ρ
δ(ρ−R

2
)δ(ϕ−π

2
)ρdρdϕ

(axnm
R

)‖Jm(
√
λnmρ)‖2‖sin(mϕ)‖2

=
V0RJm(

√
λnm

R
2

) sin(mπ
2

)

(axnm)‖Jm(
√
λnmρ)‖2‖sin(mϕ)‖2

7. La solución es

u(ρ, ϕ, t) =
∑
n,m

V0RJm(
√
λnm

R
2

) sin(mπ
2

)

(axnm)‖Jm(
√
λnmρ)‖2‖sin(mϕ)‖2

sin[axnm
R
t]Jm(

√
λnmρ) sin(mϕ)
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