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& ESTRUCTURAS

Wk ®

COMPUESTAS

Realimentacion de la salida;
Ecuaciones del sistema sin realimentar

r u y x = AX+ Bu
y =Cx+Du

K w = Ky
U=r—w

y=Cx+D(r-w)=Cx+Dr-DKy = [l +DK]y=Cx+Dr
y=[1+DK]|'Cx+[l + DK|"'Dr

X = Ax+ B(r — Ky) = Ax+ Br - BK|[I + DK]"'Cx - BK[l + DK|"Dr
X =|A—BK[1 + DK]'C x+|B—BK[l + DK]*Dlr

SiD=0 x=[A-BKC|x+Br



4  REALIMENTACION DEL
ESTADO

| | S:

| D |

i ! X=Ax+Bu

i " “ i y y =Cx+Du

O B O J cl O

U | w = KX

| | {u:r—w
W i A s i

.-

X=Ax+B(r-Kx)=[A-BKJ]x+Br  ParaD=0 %=[A-BK|x+Br
y =Cx+ D[r —Kx]=[C - DK ]x+ Dr y = Cx



L EJEMPLO

POLITECNICA

T=my, "‘181)71 +Kyy, (m152 +1818 + Kl)yl =T

K, = Kz(yz - yl) S[(mls +ﬂ1)y1]=T -Kyy,
F=my, + 5y +T  x=(ms+4)y,
% =T-Kyy,
¥ y2
X, =(ms+5)y, F=my,+5Y,+T Xy =(M;5+5,)y, X =T-Ky,
S(mlyl)z X =BV (m252 +ﬂ28)y2 =F-T S(mz yz): X = 1,Y, X, =X — Y
Yo =MLY, s(ms+8,)y,=F-T X, =my, X, =F -T
e =X A Xo =(M;s+£,)Y, Xy = X3 = Y, X, = X3 = 5,Y,
X, =F-T
= Kz(yz - yl)
X, =My,

X, =My,



-'I-n!.-
o

1

T=K,(y,— ;) Yi="7%
X2=m1y1 11
X, =M,Y, yZ_m_Z
X2:X1_%yl
X, = X — =X

2 1 ml 2
X, =F-T
x3——&x2+&x4+F

ml m2
X4—X3_132y2
P,

X, = X3 ——=X

4 3 m2 4

EJEMPLO

K K Xl:T_Klyl
T=—2X,——%X, K, K, K,
m, m, X, =—%X, ——%X, —

m2 ml ml
_KitK, +ﬁx4
7] ml m2
o _KitKy o K,
m, m, | _
X 0
1 A o o | T
m X, 0
! +| |F
0 _K 0 Ko x| |1
m, m, X, ] _0_
0 0 1 -2
i m, |

Vi |

Y,

0
}oooi"s
m



(.} EJERCICIO

POLITECNICA

Obtener el modelo de estado:

v(t)

u(t) s’ +4s+3 Xll 1 X2

- s?+2s+4 s+1

v

Xg 1

A




(.} EJERCICIO

Movimiento de una antena para seguimiento

JO(t)+Bo(t) = Pm(t) Pm par motor s2JO(t) +sBO(t) = e(t)Km X, = JO(t)
36(t)+ BO() = e(t)Km Km cte del motor 5(sJ6(t) + BA(t)) = e(t)Km %, = x, ~BO(t)
X, =sJO(t) + BO(t)

y=0(t) X, =e(t)Km

1

X, =Jy = y=—X, . 0 O
; PHl B}{Xﬂm}(‘) o 313
B X, Y RS 0 J | X,

X, =X —By= xl—sz
Otra opcion:

: 0 1 0
K=00)  %=x, y=x PH(’ _gl{le_m]ea)
Km X 3L J

; : . B
X, =6(t) I, +Bx, =e(Km = %, =——x,~—~e(f)



B SOLUCION DE LA

ECUACION DE ESTADO
|

« Conocer la evolucion del estado requiere resolver la ecucion
diferencial.

* Los métodos de resolucion son variados, recurriendo incluso a
soluciones numéricas aproximadas cuando no es posible obtener
una expresion analitica global.

» Afrontaremos el caso lineal, aunque éste factor no es obligado
debido al sistema de representacion en variables de estado sino a
la probabilidad de solucion analitica del problema matematico.

%(t) = A)x(t) + B(t)u(t)

Solucioén global = Solucion general de la homogénea+Solucion particular completa

Solucion de la homogénea: Evolucién libre del sistema

Solucion de la completa: Evolucion forzada del sistema



B SOLUCION DE LA

Wk ®

HOMOGENEA
|

X(t) = A(t)x(t)
Método de integracion por aproximaciones sucesivas de Peano-Baker:
X(t) = f(x(t),u(t),t) X(t,) = X,

Po =X Solucion: — i
=% () = lim g, (1
D =Py +'[[0 f(p.(7)u(r),7)dr



B SOLUCION DE LA

HOMOGENEA I
|

Caso concreto:

t t
O =@, +jt0 A(7)X,d7 =X, +LO A(r)dzx,

t T t t T
P =90+ A(r)[xo +f A(rl)drlxo}dr =%+ [ A@Yd,+ [ A Az)drda,

0, = [I +] Ao, + [ AG) A(rl)drldz'}xo
X(t) = o(t,t,) X, #(t,t,) Matriz de transicion

At 1) = m[l +j: A(r)dr+f A@)|[ A(rl)drldr+---+f AD[ A [ Ar)dz, ---drldr}

tA(r)dr
Si el producto de A(t) y f A(r)dz esconmutativo:  @(t,t;) = ejt‘J



% CASOS PARTICULARES

La matriz A(t) es diagonal:

20, () . Loall(f)d 0
(| 1 : :
t dT t
¢(t t )_ eJ.toA(T)dT . e'[to{ 0 ann(r)] _el 0 J.toann(r)dr_
Yo/l — = =
_e-.'ttoall(‘[)df 0
o(t.1y) = : - t :
0 . e.ftoann (r)dz

A(t) factorizable: A(t) = Ma(t)

t t
j A(r)dz Mj a(r)dz
_ e to

o(t.t)=e* =



®  CASOS PARTICULARES

Matriz A es invariante:

j; A(r)dr Ajtdr

plt)=e*  =e =e")=g(t—t,)

La matriz A es un escalar:



5  PROPIEDADES DE LA

MATRIZ DE TRANSICION
|

Derivacion respecto del tiempo:

détt) _
dt

)+ AD[ A)dr+-= AL L)

Valor en t,:

X(t) =2, t)X(L,) = o, 1) =1

Transitividad de la solucion:;

X(tz) — ¢(t2’to)x(to) X(tz) = ¢(t2’t1)x(t1) = ¢(t2’t1)¢(t1’to)x(to)
X(tl) = ¢(t1’to)x(to) ¢(t2’to) — ¢(t2’t1)¢(t1’to)



5  PROPIEDADES DE LA

MATRIZ DE TRANSICION
|

Inversion de tiempos:

Bt 1)) =4ty 1) t) = @t t) =47 ()

Si A invariante:

p(-t) = ="  =¢7(t)
Cambio de representacion:
X(t) = o(t, 1) %, X(t) =T (t)X(t)

T (t))’z(t) = ¢(t’ to)T (to))’i(to)
() =T Ot1)TG)RE) = dtt) =T O)p(t.t,)T (1)



A SOLUCION DE LA

COMPLETA
|

%(t) = A)x(t) + B(t)u(t)

Método de variacion de las constantes:
X(t) = o(t,1,)z(1)

X(t) = (t,t,)2(t) + B(t, 1) 2(t) = AQ)B(t,t,)2(t) + Bt)u(t)
B(t.t,)2() +|A(t,t,) — AD)B(t.t,) (1) = Bt)u(t)

~

0

2(t) = ¢ (t.t,)B(t)u(t)

2(0) = 206+ [ 40 ,)B(u(e)dz 2(t) = X(t) + |, #(to, D)B()u(r)dz



A SOLUCION DE LA

COMPLETA I
-

(1) = $(t )2 (1)
2(t) = X(t,) + [ ¢ty 7)B(2)u(r)dz
K(D) = (L 1)X(0) + $(L.8,) || 6, 7)B()u()d7

X(1) = #(t LX) + [ ¢t 7)B(D)u(r)d

Evolucion libre:

#(t, 1) x(t)

Evolucion forzada:

[ #(t.0)B()u(r)dz



(.} EJERCICIO

POLITECNICA

Determinar la evolucion del sistema ante entrada escalon:

1 0 O 1
X=|{0 -2 0 x+/ 0 x=[L -1 2]
0 0 -1 -1
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W e e

SOLUCION

X(1) = $t)X(0) + | JEIBEUENr  pLt)=e " =

at-l
pthx, = 0 e
0
[ et
X(t) — _e—2(t—1)
2e )

0 dr=

e

t—t,

0O e
0

0

~2(t-t;)

0

0

0
e_(t_to)




8 METODO DE JORDAN

Para los casos en que: A(t)=M«(t) ya hemos visto que:

' A(7)d M [ a(z)d
et =eb " b

El método de Jordan consiste en hacer una transformacion:

X()=TR(E)  X()=T7x(t)

Transformando a la matriz del sistema para que sea diagonal en cajas de
Jordan (forma candnica de Jordan):
Alt) =M )at) =T *ADT =T MTa(t)
¢(t’to) :T¢(t’to)T -

Si todos los autovalores de A(t) son distintos, T se compone por columnas de
los vectores propios asociados a los autovalores.



L EJEMPLO

Calcular la matriz de transicion del sistema definido por la matriz:

2 1
A:
{2 —3} Autovalores: 4, =-1 A,=-4

- -1 0 A e—(t—to) 0
A:|: 0 _4:| = ¢(t’t0) :|: 2 e4(tto):|

1/ Al 1/ e
—(Ze (tto) | @40t to)) —(e (tto) _ o4(t to))

§tt) =Tt T =3 L
‘ (e—(t—to) PSIC ) §(e—(t—to> _ 2p4(t-t) )




(.} EJERCICIO

POLITECNICA

Hallar la matriz de transicion del siguiente sistema:

(x| [-3 1 0 x|
X, =1 -3 0 |Xx,
(X |0 0 =3 Xx;]




() SOLUCION

A+3 -1 0 A =-2
det(Ul—-A)=| -1 A1+3 0 |=(1+3)-(1+3)=(A1+3)(1+2)(1+4) A, =-3
0 0 243 Jy =4
1 -1 0fv,] [O] 1
Vi = Vi,
A=-2 = |-1 1 O0fv,|=|0 { o = v, =|1
0 1__vlj 0] Vi = u
_ - L 10 1 % % 0
0 10 ‘1 0 {22—0 H T=[1 0 -1| T*=j0 0 1
A=-3 = |-1 0 Ofv,|=|0 = Vv,=|0 1 1
V, =0 01 0 - -Z0
(0 0 0fvy,| |0] 1 2 2
(-1 -1 0fv,]| [0 1
Vg = Vs,
A=—4 = |-1 -1 0 v32]— 0} {v 0 = vgz{li
(0 0 1fvg] |O B 0 1 1 ]
E(e—zt_|_e 4t) E(e—zt e—4t) 0
~ 1 1
FLL) =TRLL)T = Je ™ —e*) Ze*+e) o
0 0 e™




() EJERCICIO

Para el sistema planteado determinar la evolucion de la tension en cada
condensador, asi como la diferencia entre ambas a partir del instante t,=0

Considerando C,:
. R, =100K R, =200K C2:10’6F

|1 A 4 I2 A 4

C,=10°F
C,=2-10°F ha R, % RZ% Condiciones iniciales:
U, C) Ug,=2v Uc,=-IV
Ugt —— Ugd——
Para cada valor de C, "o s
1 2

considerar las entradas:
Entrada nula.
*Escaldn unitario a partir de t,




