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2e Algebra lineal

6.1 Definicion de espacié afin

B Definicion Dado un espacio vectorial V', decimos que un conjunto A es un espacio afin
sobre V si existe una funcién

TIAXA =V
(A,B) — AB

que satisface las dos siguientes propiedades:

A;) paratodo A € Ay v €V existe un tinico B € A tal que AB = v, al cual llamaremos
trasladado de A por v,y

Ag) para cualesquiera A, B, C € A se tiene que AB + BC = AC.

A los elementos de A se les llama puntos. Si v = AB entonces decimos que v es el
vector de origen Ay extremo B,y también decimos que B es el trasladado de A por vy lo
denotaremos por A + v. Por definicién

dim(A) = dim(V).

Si ademds V es un espacio vectorial Euclideo, es decir, tiene definido un producto escalar
(', ), entonces decimos que A es un espacio afin Euclideo y definimos la distancia entre dos
puntos A y B como .

d(4,B) = [|AB|.

Ejemplo 1 El ejemplo que debemos tener en la cabeza es R™. Efectivamente, el conjunto
de puntos R™ es un espacio afin sobre el espacio vectorial (R™, +,-) mediante la aplicacién

R* xR* — (R",+,)
(a1, an), (b1, sbn)) = AB = (b1 —ai,...,b, — ay)

A B

De hecho R™ es un espacio afin Euclideo ya que en el espacio vectorial (R™, +, -) podemos
considerar el producto escalar usual. En este caso, la distancia entre los dos puntos A y B
viene dada por

d(A,B) = /(b1 —a1)2 + - + (by — an)?
Probemos a continuacién algunas propiedades bésicas de los espacios afines (las cuales
resultan naturales si pensamos en R"™)
B Proposicion Para cualesquiera puntos A, B,C, D de un espacio afin A se tiene que
1) AB =0 siy solo si A= B,
2) BA=—AB,
3) st AB = CD entonces AC = BD.
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Capitulo 6/ Espacio afin e 3

1) d(A,B)=0 <= A=B,
2) d(A, B) = d(B, A),
3) d(A,C) < d(A,B) + d(B,C).

Demostracion. 1) d(4,B) =0 <= HEH =0« AB=0+<=> A=D.
2) d(A, B) = [|AB|| = || BA|| = d(B, A).
3) Por la desigualdad triangular que probamos en el Tema 4, sabemos que

|AB + BC|| < [|AB|| + || BC|
y por tanto deducimos que d(4,C) < d(A4,B) +d(B,C). O

A continuacién, queremos definir lo que seria el equivalente en espacios afines de los
subespacios vectoriales de un espacio vectorial. La idea es que van a ser "un punto mas un
subespacio vectorial”.

B Definicion Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V. Dado un punto A € Ay
un subespacio vectorial W de V, llamamos variedad afin que pasa por el punto A y tiene
espacio de direccion W al conjunto de puntos

A4+W ={A+w:we W}

O dicho de otra forma A+ W ={B € A: AB € W}. Obsérvese que el punto A pertenece
aA+ W yaque A+0=A.

Observacion 6.1 1) Usando la notacién de la definicién anterior, es fdcil comprobar que
W={PQ:P,QecA+W}

Veamos primero que W C {P—Q : PQ € A+ W}. Dado w € W, por definicién A y
A+ w son puntos de A+ W y el vector de origen A y extremo A + w es precisamente w.
Por tanto w € {PQ : P,Q € A+ W}, como queriamos probar. Veamos por iltimo que
{EQ PQ e A+ W1} c W. Dados dos puntos cualquiera P,Q € A+ W se tiene que
AP e Wy AQ € W y en particular

PQ=PA+AQ=—-AP+AQ € W.

2) En particular, si nos dan un subconjunto cualquiera de puntos L de A, para comprobar
que es una variedad afin tan solo tenemos que hacer dos cosas: primero, comprobar que el
conjunto de vectores {PQ : P,Q € L} es un subespacio vectorial de W, y segundo, en el
caso de que lo sea, comprobar que

L=A+{PG:PQeL}

para algin punto A € L. De hecho, v como vamos a ver en un momento. podemos tomar
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40 Algebra lineal

Ejercicio 6.2 Sean A;+W; y As+ W5 dos variedades afines de un espacio afin A. Demuestra
que, si A; + Wi no son disjuntos As + Wa, entonces

(Al-i-Wl)ﬁ(Ag—f—Wg) :A-i-(WlﬁWg)

donde A es un punto cualquiera de la interseccién (Ay + W1) N (Az + Wa).

Ejemplo 6.3 Sea A un espacio afin Euclideo y sea A+ W una variedad afin de A. Dado un
punto cualquiera X € A, podemos considerar la variedad afin ortogonal a A + W que pasa
por X, es decir,

X+ Wt

Con la intuicién que tenemos de R", la interseccién de ambas deberia ser un solo punto.
Veamos que es asi. Lo primero que debemos comprobar es que la interseccién no es vacia.
En efecto, sabemos que V =W @ W+ y por tanto

E =w—+v
donde w € W y v € W. Veamos que el punto
Parw (X) = A+ w,

al cual llamamos proyeccion ortogonal de X sobre (A+W), pertenece a (A+W)N (X +W).
Evidentemente A 4+ w € A + W, asf que solo hay que comprobar que pertenece a X + W=,
En efecto,

A—l—w:X—i—ﬂ—f—w:X—ﬁ—i—w:X—w—v—i—w:X—UEX—}—WL.

Finalmente, por el Ejercicio 6.2 tenemos que la interseccién no solo no es vacia sino que es
un solo punto ya que

(A+W)N(X+WH) =p, (X)) +WNWH) =p,,,(X)+{0}.

Obsérvese por ultimo que
Pasw (X) := A+ py, (AX),

donde p,, : V' — V es la proyeccién ortogonal de V' sobre W.

6.2 Sistema de referencia y coordenadas

Nuestra intencién ahora es la de definir en un espacio afin algo parecido al concepto
de base y de coordenadas de un espacio vectorial. Sea A un espacio afin sobre un espacio
vectorial V' de dimensién n. Fijemos un punto O cualquiera de A y una base cualquiera B
de V. Observamos que dado un punto A € A, el vector OA tiene unas ciertas coordenadas
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Capitulo 6/ Espacio afin ¢ 5

es un sistema de referencia cartesiano de Ay que las coordenadas del punto A respecto de
R son
A= (ala o aan)R-
Ademas, si nos dan dos puntos A, B € A cuyas coordenadas respecto de R son
A=(a1,...,an)R B=(a1,...,an)Rr
entonces tendremos que

E:E+@:—ﬁ+@:(blfal,...,bnfan)n.

De lo anterior deducimos de forma inmediata que si A = (ay,...,an)r € Ayv = (v1,...,0,)B €
V entonces el trasladado B de A por v tiene coordenadas

B= (a1 +v1,...,an+vn)R.

Si el espacio vectorial V' es de hecho un espacio vectorial Euclideo y la base B es ortonormal,
entonces diremos que R es un sistema de referencia rectangular. En este caso, dados dos
puntos A = (a1,...,an)r y B=(a1,...,a,)r se tiene que

d(A, B) = |AB|| = /(b1 — a1)? + - + (bn — an)?.

Ejemplo 6.4 En R" como espacio afin euclideo, tenemos el sistema de referencia rectangular
candénico

Re=1{(0,...,0): B}
donde B, es la base candnica de R".
Y si nos dan otro sistema de referencia R’ = {O’, B}, jcémo se realiza el cambio de

coordenadas de R’ a R? Al igual que ocurria con las bases en los espacios vectoriales,
necesitamos que R tenga informacién de R’. En concreto, necesitamos dos cosas:

1) La matriz de cambio de B’ a B, y
2) Las coordenadas O = (b1, ...,b,)r del punto O’ respecto de R, es decir, que
00" = (by,...,by)5.

Veamos que con estos datos es suficiente. Consideremos un punto cualquiera A € A del cual
conocemos sus coordenadas respecto de R/,

/ !
A=(2y,...,2))r
es decir, que O'A = (x,..., 2} )5 . Queremos saber cuales son las coordenadas
A: (,CCl,...,LEn)R

de A respecto de R. Por un lado tenemos que las coordenadas de O’ A respecto de B son

o)
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6e Algebra lineal

La férmula anterior se suele escribir en forma reducida
X =0 +PX'

donde X denota la matriz columna de las coordenadas de A respecto de R, X’ denota la
matriz columna de las coordenadas de A respecto de R’ y O denota la matriz columna de
las coordenadas de O’ respecto de R.

De hecho, haciendo un pequenio artificio, incluso podemos capturar la férmula anterior
en forma matricial, lo cual siempre es mas cémodo:

1\ _(1]o0 1
X )\ 0O | P X'
A la matriz cuadrada de orden n + 1 que aparece en la expresion anterior
110
- (otr)

la llamamos matriz del cambio de referencia de R’ a R. Al igual que pasaba en los cambios
de base, la inversa de la matriz anterior es la matriz del cambio de referencia de R a R’.

Para terminar la seccién, veamos que dado un sistema de referencia R = {O,B} de
A, es posible describir una variedad afin A + W de A mediante ecuaciones paramétricas e
implicitas. En efecto, si A = (a1,...,a,) y W = L[ws, ..., w,] donde los vectores wy, . . ., wy
son una base de W cuyas coordenadas respecto de B son

wyp = (wn, e 7w21)8

wy = (Wig, .., Wee)B
entonces tendremos que un punto X = (x1,...,x,)r pertenece a A+W siysolosi AX € W,
es decir, si existen pardametros Aq,..., A\ € R tales que

Tr1 = ay +)\1U)11 =+ ... +)\gwlg

Ty = Qp + AWp1 + ...+ Apwyy

las cuales son las ecuaciones paramétricas de A + W en el sistema de referencia R. Si
eliminamos los pararhetros de estas ecuaciones obtendremos unas ecuaciones implicitas de
A+W.

6.3 Aplicaciones afines

Con el espiritu de las secciones anteriores, queremos definir una aplicacién afin como ”un
punto mas una aplicacién lineal”.

M Definicién Sean A y A’ sobre espacios vectoriales V' y V’. Dada una aplicacién lineal
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Observacién 6.5 1) Obsérvese que por definicién f(A4) = A’ + f(AA) = A,
2) Si nos dan un punto B € A cualquiera, entonces se tiene que

F(X) = f(B) + f(BX),

ya que o o
f(X)=A+ f(AX)= A"+ f(AB + BX) =

= A’ + f(AB) + f(BX) = f(B) + f(BX).

Esta igualdad nos estd asegurando que podemos usar un punto cualquiera para definir la
aplicacién.

3) Laidentidad I : A+— A : X — X es una aplicacién afin cuya aplicacién lineal asociada
es también la identidad: en efecto, si fijamos un punto cualquiera A € A, podemos escribir

I(X)=X = A+ AX.

4) Si sabemos que f : A — A’ es una aplicacién afin, podemos recuperar la aplicacion
lineal asociada f de la siguiente forma:

fl - Vv
XY = fXf(Y)

5) Si nos dan una aplicacién

f: A=A

.,cémo podemos saber si es una aplicacion afin? Fécil, tan solo tenemos que fijar un punto
cualquiera A € A y comprobar que la correspondencia

fvosve
AX = f(AX):= f(A)f(X)

es una aplicacién lineal (la cual serd evidentemente la aplicacién lineal asociada a f). En
caso de que lo sea, tendremos que

f:A - A .
X & f(A)+ f(AX)

es una aplicacion afin.
Ejercicio 6.6 Demostrar que la composicién de dos aplicaciones afines es una aplicacién afin.

Ejercicio 6.7 Demostrar que si f,g: A — A’ son aplicaciones afines, entonces
frtg: A=A X f(X)+g(X)
es una aplicacion afin.

Ejercicio 6.8 Demuestra que una aplicacién afin f : A — A’ es una biyeccidn si y solo si f
A eaa tAArma A L~ I a N LZ
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8e Algebra lineal

Ejemplo 6.10 Sea A un espacio afin sobre V' y sea v € V. La traslacidon de vector v es la
aplicacién
ty: A — A
X = X+4w

la cual, si fijamos un punto A, podemos escribir como
to(X) = (A4v) + AX

y por tanto es evidentemente una aplicacién afin cuya aplicacién lineal asociada es la iden-
tidad. Por ejemplo, la traslacién en R3 de vector v = (1,1,2) es la aplicacién

t,:R® — R3
(x,9,2) = (z,9,2)+(1,1,2) = (x+1,y+1,2+2)

Ejemplo 6.11 Sea A + W una variedad afin de un espacio afin A sobre V. Recuérdese
que en el Ejemplo 6.3 vimos que dado un punto X € A podemos considerar la proyeccién
ortogonal de X sobre A + W. Evidentemente, esto define una aplicacién afin

Parw A — A .
X = pawX)=A+p,(AX)

que llamamos proyeccion ortogonal de A sobre A+ W.

Ejemplo 6.12 Con la notacién del ejemplo anterior, podemos definir también la simetria de
A respecto de A + W, la cual viene dada por

Sayw A — A .
X = A+s,(4X)

donde s, denota la simetria ortogonal de V' respecto de W. Es fécil probar (ejercicio) que
Saw(X) =X —2p,, (X) usando el hecho de que s, =1 —2p,,.

Aligual que hicimos con la aplicaciones lineales, nos gustaria trabajar con las aplicaciones
afines de forma matricial. Sean A y A’ espacios afines sobre V' y V' respectivamente. Sean
R ={0;B}yR' ={0’; B’} sistemas de referencia de A y A’ respectivamente. Consideremos
una aplicacién afin

f:A—>A

con aplicacién lineal asociada f : V. — V’'. Sabemos entonces que para cualquier punto
X € A se tiene que

F(X) = f(0) + f(OX).

Denotemos por X = (z1,...,2,)r Y f(X) = (y1,...,ym)r’ & las coordenadas de X y f(X)
respecto de R y R’. Entonces,

1) si M es la matriz de frespecto de By B,y
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Esta expresién podemos reescribirla de la siguiente forma

1 10 -~ 0 1
a! C1 T
M
Ym Cm In
N

donde a la matriz N la denominamos matriz de [ asociada a los sistemas de referencia R y
R

Ejemplo 6.13 La aplicacién

FiR3 5 R®
(ZE,y,Z) = ($+y+1,$*z,$+y+271)

es una aplicacién afin cuya matriz respecto del sistema de referencia candnico R, es

100 0
I [T 1 0
N=1 010 2
11 1 1

La traslacién de vector v = (1,1,2),

ty :R3 — R?3
(r,9,2) = (z,9,2)+(1,1,2)=(z+1,y+1,2+2)

tiene matriz asociada respecto del sistema de referencia canénico R,

0
0
’_
N = 1
0

0
1
0
0

N = ==

0
0
1

En particular, la matriz de f ot, respecto del sistema de referencia canénico R. es

1]0oo0 0 110 0 0 1]0oo0 0
| 1110 Ifroo0/|_| 3[11 0
NA=1 0110 21 1010 | -1/1 0 -1
-1]1 1 1 210 0 1 3111 1

Ejercicio 6.14 Sea f : A — A’ una aplicacién afin. Demostrar que

Im(f) = {f(4): A e A}

es una variedad affn de A’. Dado B € A’, demostrar que f~!(B) es una variedad affn de A.
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10 e Algebra lineal

B Definicion Decimos que una aplicacién afin f : A — A es un movimiento si conserva la
distancia entre puntos, es decir,

d(A4,B) =d(f(A), f(B)) para cualesquiera A, B € A
B Proposicion Una aplicacion afin f : A — A es un movimiento si y solo si su aplicacion
lineal asociada es un endomorfismo ortogonal.

Demostracion. Para cualesquiera A, B € A se tiene que
d(A, B) = d(f(A), f(B)) <= |AB| =IIf(A)f(B)| = |f(AB)]
es decir, que f respeta la distancia si y solo si f respeta la norma. O

B Corolario Sea R = {0; B} un sistema de referencia rectangular de A. Sea f: A— A una
aplicacion afin cuya matriz respecto de R es

()

Entonces f es un movimiento si y solo si M es ortogonal.

Demostracion. Es inmediato, ya que la matriz M es la matriz de f respecto de la base
ortonormal B, la cual es ortogonal si y solo si f es un endomorfismo orotogonal. O

Como ya sabemos como son los endomorfismos ortogonales de los espacios vectoriales
euclideos R? y R3, podemos clasificar los movimientos de R? y R? como espacios afines
euclideos. La mejor forma de hacerlo es a través de los posibles puntos fijos de un movimiento
f: A— A. Observemos primero que los puntos fijos de f, si no es un conjunto vacio, es
una variedad afin de A. En efecto, si existe un punto A € A que es fijo entonces f(A) = A
y por tanto se tiene que

X = f(X) = f(A) + f(AX) = A+ f(AX) <= AX = f(AX) <=
e AX €Ker(f—I) < X € A+ Ker(f - I).
Es decir, los puntos fijos de f son
A+ Ker(f - I). (%)
Para clasificar un movimiento f : R? — R? debemos estudiar sus puntos fijos:
e Si todo R? queda fijo por medio de f, entonces se trata claramente de la identidad.

e Si f tiene una recta de puntos fijos, entonces por (x) deducimos que A = 1 es un
autovalor de f y la dimensién de su subespacio propio V; = Ker( f —1I) es 1. Por tanto
f debe ser la simetria axial s, respecto de V;. De hecho, si tomamos un punto fijo
concreto A entonces podemos escribir

f(X)=A+s, (AX),
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e Si f no tiene puntos fijos, pueden ocurrir dos cosas. Observemos primero que, deno-
tando O = (0,0) € R?, tenemos que X € R? es un punto fijo si

X = f(X) = f(0) + f(OX) <= f(0)X = f(OX) <= f(0)0 + OX = f(OX)
« f(0)0 = f(OX) - OX <= f(0)0 = (f - I)(OX)

Como [ no tiene puntos fijos, entonces no existen puntos X € R? que satisfagan la
tltima condicién, es decir, tales que f(0)O = (f — I )(OX ). Deducimos entonces que

A =1 debe ser autovalor de f Si no lo fuese, entonces f I serfa un isomorfismo (su
determinante no es cero) y por lo tanto el punto

X =0+(f-D7(f(0)0)

seria un punto fijo, contradicciéon. En particular f debe ser la identidad o una simetria
axial respecto de Vi = Ker(f —I). Si f es la identidad, entonces f es una traslacion
cuyo vector de traslacién es Of(O) ya que

F(X)=f(0)+0X =0+ 0f(0)+0X =0+ 0X + O0f(0) = X + Of(0).

Si f es una simetria respecto de Vi3 = Ker(f — I), es decir, f= S, , veamos que f
es una simetria deslizante, es decir, es la composicién de una snnetrla axial con una
traslacién cuyo vector de traslacion es paralelo al eje de la simetria.

Definamos el punto 4 = O + %Of( ) y veamos que Af(A ) en.

o )

i

En efecto,

I I P 1

r/oAN Lol Lol A Lol PaW Woay Ll Lol Ll
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12 e Algebra lineal

y en particular, puesto que f_2 = I por ser f una simetria,

FAF(A)) = 57OF(0)) + 57(0F(0)) =

- %f(Of(O)) + %(Of(O)) = Af(4),

como queriamos probar. Finalmente, podemos escribir f como to§,,, donde

Sppr, A — A . t:A = A .
X = A+5, (AX) X = X+Af(A)

donde § es la simetria axial respecto de A+V; y t es una traslacién de vector Af(A)

A+Vy
el cual es paralelo a la recta A + V7 puesto que Af(A) € V4. Observamos que aunque
f no tiene puntos fijos, la recta A + V; es invariante, es decir, f(A+ V1) = A+ V.

Para clasificar los movimientos f : R? — R3 podemos actuar de forma parecida, clasi-
ficando en funcién de la variedad afin de puntos fijos, pero seremos mas breves con los
detalles:

e Si todo R? queda fijo entonces f es la identidad.

e Si f tiene un plano de puntos fijos entonces f es una simetria ortogonal respecto del
plano de puntos fijos.

e Si f tiene una recta de puntos fijos entonces f es una rotacion azxial cuyo eje es la
recta de puntos fijos.

e Si f solo deja un punto fijo entonces f es la composicion de una rotacion axial y una
simetria respecto al plano perpendicular del eje de la rotacién que se intersecan en el
punto fijo de f.

e Si f no tiene puntos fijos, entonces f es una traslacion, o una simetria deslizante o un
movimiento helicoidal.

La simetria deslizante es la composiciéon de una simetria respecto de un plano con una
traslacién cuyo vector de traslacién es paralelo al plano de la simetria (y aunque no tiene
puntos fijos, si que tiene un plano invariante: el propio plano de la simetria). El movimiento
helicoidal es la composicién de una rotacién axial con una traslacién cuyo vector de traslacion
es paralelo al eje de la rotacién (y aunque no tiene puntos fijos, si que tiene una recta
invariante: el eje de la rotacién axial).

X

‘i J
L

Jex)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Capitulo 6/ Espacio afin e 13

6.5 Conicas

Antes de comenzar esta seccién, recordemos que en el siguiente enlace se pueden refrescar
los conceptos sobre conicas que necesitaremos

http://www.mat.ucm.es/ eliasbaro/WebMatBas/Hojas/conicas.pdf

Recordemos que las ecuaciones en R? de las cénicas segiin nos las mostraron en cursos
anteriores son:

Elipse ooy =1
Pardbola ~~ y? = 2px
Hipérbola ~~ z—z — Z—z =1

Estas son las ecuaciones de las conicas cuando los elementos geométricos que la definen
estan bien situados respecto del sistema de referencia candnico R., y las conocemos como

ecuaciones reducidas. Por ejemplo, si fijamos los puntos Fy = (—d,0) y F» = (d,0) y
consideramos la elipse con focos Fy y Fy v semieje a > d, es decir, los puntos X € R? tales
que

d(X,F1) +d(X, Fy) = 2a
entonces la ecuacién que deben satisfacer las coordenadas (, y) de un punto para pertenecer
a la elipse es precisamente 2—; + Zg—j =1 donde b = va? — d?.

Pero evidentemente los elementos geométricos de las conicas no tienen por qué estar
tan bien colocados con respecto del sistema de referencia canénico. Sin embargo, es facil
imaginar que respecto de un cierto sistema de referencia rectangular R’ de R? los elementos
geométricos si estdn bien colocados y por tanto la ecuacién respecto de R’ es reducida, por

ejemplo, la de una elipse
:CI 2 /12
LR WE_
a a

donde (2',y")r/ son la coordenadas respecto de R’. Tan solo se trata de una cénica de las
de siempre, solo que la hemos trasladado y girado. ;Cémo serd la ecuacion de esta cdénica
respecto de R.? Las ecuaciones de paso de R, a R’ serdn de la forma

(v )=C5)+(5 %) ()

y por tanto la ecuacién de la conica usando las coordenadas respecto de R serd

(a1z + agy +a3)?  (Brx + Pay + B3)?
a? * b?

Si desarrollamos la ecuacién anterior, seguro que nos quedara algo de la forma:

=1.

a112” + a2y® + 24217y + am @ + a2y + ago = 0. (%)

Asi que es natural preguntarse lo siguiente: si nos dan una ecuacién del tipo (*), §cémo
podemos saber de qué conica se trata? jcémo podemos calcular un sistema de referencia
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Nuestro objetivo es encontrar un sistema de referencia rectangular R’ de forma que cuando
escribimos la ecuacién anterior respecto de las coordenadas respecto de R’ nos quede re-
ducida. Para ello hay que seguir dos pasos:

1) calcular una matriz P ortogonal tal que P~!AP es una matriz diagonal, y

2) completar cuadrados.
Lo mostramos con un par de ejemplos.
Ejemplo 6.15 Consideremos la ecuacién
2?4+ 6z +5y+14=0
la cual podemos escribir como

X'AX +BX +14=0

“(31) e ()

La matriz A ya es diagonal, asi que tan solo queda completar cuadrados:

donde

0 = 22462+5y+14=(x+3)2-9+5y+14=(2+3)2+5y—5=(x+3)2+5(y—1)
Asi que si hacemos la sustitucion
¥=x+3
y=y-1
entonces la ecuacién quedaria
[2']* + 5y =0

es decir, es una pardbola. O dicho de otra manera, la ecuacién con la que empezamos,
respecto del sistema de referencia R’ = {(—3,1);(1,0),(0,1)} es [2']> + 5y’ = 0.

Ejemplo 6.16 Consideremos la ecuacién
207 —dxy —y? —4r —8y+14=0
la cual podemos escribir como

X'AX +BX +14=0

A:(g ?) B=( -4 -8) X:(z)

Haciendo los célculos necesarios, podemos diagonalizar la matriz A de forma que

donde

VA =1
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entonces la ecuacién quedara de la forma
[X']"P'APX' + BPX' +14=0
es decir,

2
—2[z'2 + 3[y)* - 20 +14=0

V5

y completando cuadrados queda

5
=2’ + =] +3[y)*+24=0

V5
asi que si hacemos la sustitucién
"o o0 5
{ x// B :E/ * v
Yy =y
la ecuacién queda
[1,//]2 [y//]2
- =1
12 4

es decir, es una hipérbola. Recapitulando, el cambio de variable que hemos realizado es

" 5 12\t _5 12 /
=82 7)) = )-8 ) (% 7))
v 0 VA Y Y 0 Vi v
Es decir, que la hipérbola tiene ecuacion reducida respecto del sistema de referencia rectan-

gular:
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