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1. Determine la curva de Bézier cuyo poligono de control es
S={(-1,1,0),(0,1,0),(1,—-1,-1),(0,1,—1),(0,—1,1)}.

Represéntese graficamente con Maxima.

Solucién: El poligono de control es
by = (—1,1,0), b; = (0,1,0), by =(1,—1,—-1), b3 = (0,1,—-1), by = (0,—1,1).

La curva de Bézier esta dada por:

~1,1,0

= ( Y1 =) +4(0,1,0)¢ (1 —8)* +6(1, =1, —1)t* (1 — t)?
+4(0,1,—1)t

(
P(1—1t)+(0,—1,1)¢*

— (=t + 1) 682 (—t+ 1)
= '+ (—t+ D) 4t (—t+ 1)+ 43 (=t + 1) — 62 (=t + 1)
th— 413 (—t + 1) — 6t (—t + 1)°
= (5t — 8t + 4t — 1, —14¢" + 241> — 12> + 1, —t* + 8¢° — 61%)

Para representar esta curva, se ha escrito en Maxima (estd hecho en el
documento CM-Maxima-Tema4.wxm)

--> load(draw)$
control:[[-1,1,0],([0,1,0],[1,-1,-1],([0,1,-1],[0,-1,1]1];
longi:5
B(t,n,i) :=binomial(n,i)*(t~1i)*(1-t) " (n-1i);
curvabezier(t) :=ratsimp
(sum(B(t,longi-1,i)*control[i+1],i,0,longi-1));
wxdraw3d
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2. Escriba la curva x(t) = (> — 2t + 1,4t — 1,#*) con t € [0,1] como
una curva de Bézier a partir de un poligono de control con 6 puntos.
Apoyese en Maxima para resolver el sistema que resulta.

.....

-----

a partir de los polinomios de Bernstein de grado 5:

x (1) = Z b, B? (1)

=boBj (t) + b1 B} (t) + by B3 (t) + b3 B (t) + bs Bj (t) + bs B: (t)
= b ( 8 )to(l—t)5+b1 ( ? )tl(l—t)4+b2 ( g )t2(1—t)3

+b3(g>t3(1—t)2+b4(i>t4(1—t)1+b5(§>t5(1—t)0
=bo (1 —¢)° +5byt (1 — ¢)* + 10bst? (1 — t)*
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Si llamamos b; = (z;, s, 2;), y desarrollamos:

X (t) = (x0, Yo, 20) (1 = 1)°
+5 (1,91, 20) (1= )" + 10 (g, 4o, 22) 2 (1 — 1)°
+ 10 (.1’3, Ys, Z3) ts (1 - t)Z + 5 (Z’4, Y4, Z4) t4 (1 - t)l + (3357 Ys, 25) t5
20 (1 —)° 4 5ty (1 —£)* + 108225 (1 — t)® + 108323 (1 — )? + 5ty (1 —t) + toxs
= | (=7 +5ty1 (1= )" + 10 (1 = £)° + 1063y5 (1 — )* + 5t ya (1 — 1) + toys
20 (1—1)° + 5tz (1 — ) + 106220 (1 — £)® + 10323 (1 — £)? + 5ttzy (1 — 1) + 225
= (t* =2t + 1,4t — 1,£%).

Con ayuda de Maxima, resolvemos los sistemas que resultan. Cada uno
de estos sistemas consiste en 6 ecuaciones y 6 incégnitas. Por ejemplo,
para determinar x; tenemos que desarrollar primero:

zo (—t +1)° + 5tay (=t 4+ 1)* + 10822y (=t +1)°
+ 108323 (=t + 1)° + 5ty (—t + 1) + 025

y luego igualar coeficientes con 2 — 2t + 1 y resolver. Sin embargo, con
Maxima basta hacer (véase el documento CM-Maxima-Tema4.wxm):

--> curva(t) :=x0* (-t+1) "5+5*x1*t*x (-t+1) "4+10* (£t~ 2) *x2* (-t+1) "3
+10*% (£73) *x3* (—t+1) "2+5% (£74) *x4* (1-t) +(t~5) *x5;
componente (t) :=t~3-2xt+1;
aa:expand(curva(t)-componente(t)) ;
ecO:coeff(aa,t,0); ecl:coeff(aa,t,1);
ec2:coeff(aa,t,2);
ec3:coeff(aa,t,3);
ecd:coeff(aa,t,4);
ech:coeff(aa,t,b5);
linsolve([ecO,ecl,ec2,ec3,ecd,ech], [x0,x1,x2,x3,%x4,x5]);

De forma similar se procede con las otras componetnes e los vértices
del poligono de control y se obtiene el siguiente poligono de control:

31)(131)(173)(1113)
1,—1 2 = S22 =) (=2 2), (-2, =2 1).
( 9 70)’ 57 570 Y 575710 9 1075710 7 57 5 75 7(0’37 )
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-> kill(all)$
load(draw)$
curvabezier (t) :=[t~3-2%t+1,4*t-1,t"2];
control:[[1,-1,0],[3/5,-1/5,0],[1/5,3/5,1/10],[-1/10,7/5,3/10],
(-1/5,11/5,3/51,[0,3,11];
wxdraw3d
(parametric(curvabezier(t) [1],curvabezier(t) [2],curvabezier(t) [3],t,0,1),
point_type=filled_circle, point_size=2,
color=cyan,points_joined=true,points(control));

Resulta:

e
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3. Determinese el poligono de control de la curva de Bézier de la curva
dada por

x(t) = (3 — 2t + 1,4t — 1,¢?)

con t € [0, 1], pero cuando este poligono tiene 5 puntos. Este ejemplo
se hizo para un poligono de control de 4 puntos en los apuntes.

~ 1
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de Bernstein de grado 4:

x(t) = > BB ()

= boB; (t) + by B} (t) + by B, (t) + by B3 (t) + by By (t)

:bo(g)750(1—75)4+b1(111)151(1—75)‘”’%2(;1)752(1—75)2

+b3(§)t3(1—t)1+b4(i)t4(1—t)0

= by (1 —t)" +bydt' (1 — £)> + by6t? (1 — 1)* + bgdt® (1 — 1) + byt™.
Si llamamos b; = (5, y;, 2;), entonces
X (t) = (1’07%, ZO) (1 - t)4 +4 (513'1, Y1, 21) t! (1 - t)s +6 ($27y2, 22) £ (1 - t)2
+ 4 (23,3, 23) 7 (1 — t)l + (24, Y1, 22)
1= 2o +4(1 =) tay +6 (1 — )2 2my + 4 (1 — ) 323 + thay
(1—=1)"xo 3
= O=t)'yo+4(1 —t)tys +6(1 — 1) Pyo + 4 (1 — t) tPys + t'y,
(1=t 20+4(1 =) tz1 +6(1 —t)° 220+ 4 (1 — t) 325 + 2y
( zo + (—4xo + 4z1) t + (6xo — 1221 +6x2)t2+(—4xo+12az1 —12x2+4x3)t3+(m0—4m1+6x2—4az3+a:4)t4 >t
= + (

yo + (—4yo + 4y1) t + (6yo — 12y1 + 6y2) 2 + (—dyo + 12y1 — 12y2 + 4y3) t3 + (yo — 4y1 + 6y2 — dyz + ) t*
20 + (—4z0 + 4z1)t + (6zxo — 1221 + 6zx2) t2 4+ (—4z0 + 1221 — 1229 + 423) 3+ (z0 — 421 + 622 — 423 + 24) t4

= (t* =2t + 1,4t — 1,%).

Resolvemos con ayuda de Maxima el sistema y tenemos:

Zo , L1 273:2 , L3 4,1’4 )

Yo = _17y1 :an2: 1ay3 :2>y4:37
1 1

20=0,21=0,20 = 6723: 5724: L.

Los puntos son:

(1,-1,0), (£.0,0), (0,1, Lo kY 0.8
) 77277 ) 776’ 47727 V] *

Entonces, la curva se puede escribir como:

x(t) = (£ =2t + 1.4t —1.t%) = boB2 (1) + by B} (t) + byBi (t) + by Bi (1) + byBi (1)
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4. Sea C'la la curva dada por

x:t3—t,y:t5—t,z: sen 2rrt.

T T

para t € [—57 b)
punto multiple.

|. Estudiar si es una curva regular y si (0,0,0) es un

Solucidon: La curva es regular si no tiene puntos singulares, es decir,
puntos donde el vector derivada sea (0,0,0). Como el vector derivada
es
x'(t) = (3t — 1,5t* — 1,2sen 7t cost)

este vector se anula y y sélo si

3t2—1=0,

5t —1 =0,

2senmtcosmt = 0.

Esto no ocurre simultdaneamente para ningin valor de ¢, por tanto, es
una curva regular.

Para que sea (0,0,0) sea punto miltiple debe ser

r=0,y=0,2=0
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5. Hallar la recta tangente a la hélice circular = cos7t,y = sennt,z =t
en el punto correspondiente a z = 1.

Solucion: El punto z = 1 corresponde at = 1y a x = cosm =
—1,y = senw = 0. El punto serd (—1,0,1). Un vector director de la
recta tangente es el vector derivada en ese punto. Como
x (t) = (cosmt, sent, ),
x' (t) = (—wsennt, wcos7t, t),
en t = 1 este vector es
(0, —m,1).

Por eso, la recta tangente tiene por ecuaciones

r=—140\ y=0—7\, z2=14 ),

x:—l,zzl—g.
T

6. Sea C'la curva definida por las ecuaciones
x(t) = (£, 4t,t°)
Determine la funcién curvatura y el radio de curvatura en x(0) =
(0,0,0).
Solucion: Sabemos que

_ K@) xx" @)

Para esta curva, tenemos:

x'(t) = (2t,4,3t%), x"(t) =(2,0,6t),
X/ (0) = (0,4,0), x" (0) = (2,0,0), HXI O)]l =4,

x'(0) x x"(0) = = =8k, ||x"(0) xx"(0)|| =8.

N O S
O =~ .
o O

Entonces la curvatura en (0,0,0) es
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7. Encontrar la curvatura y el vector normal de la parametrizacién x :
R — R? x (t) = (t,2t%,1?).
Solucion: Comenzamos con la curvatura k,

Sabemos que

I’ (1) x x" ()]

= or

Para esta curva, tenemos:
x (t) = (1,4t,2t), x"(t)=(0,4,2),
I (Ol = /1 + (4 + (20)° = VI F 20

ik
X' () xx"(t)=|1 4 2t |=—25+ 4k,
0 4 2

Ix' (£) % x" ()] =/ (=2)" + 42 = V20 = 25,

Entonces

2v/5
VIt

El vector normal tiene la misma direccion y sentido que el vector

(x () x X" (1)) x X' (¢).

k() =

En este caso, es

(x'(t) x X" (t)) x x" () = ((1,4¢,2t) x (0,4,2)) x (1,4, 2t)
= (0,—2,4) x (1,4¢,2t)

ik
=0 =2 4 |=(-20t,4,2).
1 4t 2t

Como debe ser unitario, el vector normal es

(—20t,4,2)

n () = 20, 4,2)]
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8. Sea (' la hélice dada por la ecuacion
x (t) = (acost,asent,bt).

Vamos a determinar su plano osculador en el punto x (0) = (a, 0, 0).

Solucion. Tenemos:

x'(t) = (—asent,acost,b),
x" (t) = (—acost, —asent,0).
Entonces, para t = 0, se cumple
x (0) = (a,0,0),
x'(0) = (0,a,b),
x"(0) = (—a,0,0).

Un punto (x,y, z) del plano osculador va a verificar:

0 = det (x' (0),x" (0), (x,y,2) — (a,0,0))

|l 0 L |
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9. Determinese el centro de curvatura de la curva dada por las ecuaciones
xr=cosf,y=senf, z=0en z=r.
Solucién. Es el punto (—1,0, ).

Hay que determinar el vector normal y el radio de curvatura. Sabemos
que el vector

(x'(0) x x"(0)) x x'(0)

tiene la misma direccion y sentido que el vector normal principal. Por
eso, hacemos:

x'(0) = (—senf,cos0, 1), x"(0) = (—cosf,—senb,0),

v 7k
x/(1) x x"(7) = (0,—1,1) x (1,0,0) = | 0 —1 1 |=(0,1,1),
1 0 0
ik
(x'(m) x x"(m)) x x'(7) =(0,1,1) x (0,—1,1)={ 0 1 1 |=(2,0,0).
0 -1 1

Por eso, el vector normal en el punto correspondiente a 6 = 7 es
n(r) = (1,0,0).
Como la curvatura en un punto genérico esta dada por

_ I (o) x X" (o)l
I (o) I”

Y

k (to)

en este caso tenemos:
@) x @] 0. -LD)_ V21
K@F IOLDP  v3 2

el radio de curvatura en el punto x(7) = (—1,0,7) es R(w) = 2. El
centro de curvatura es, por tanto:

k(m)

c=x(m) + R(m)n(r) = (—-1,0,7) + 2(1,0,0) = (1,0, 7).
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a) (—1,0,7/2).
b) (—m,0,m).

c) (1,0,m).

d) (1,1,1).

e) (0,—1,1).

) (

g) (m,1,m).
h) (1,0,1).

i) (1,—1,1).
)

j) Ninguno de ellos.

~

—1,m, ).

Solucién. Es correcta la opcién c). Lo comprobamos, haciendo

x'(t) = (mwcosmt, —msenmt, 1),
x"(t) = (—m*senwt, —* cos 7t, 0).

Como
(Oa _L 1) =X (1) 9

en este punto se tiene
x'(1) = (-,0,1), x"(1) = (0,7°0).
Por tanto, la direccion del vector binormal es la del vector
i j k
1| =—7m%i—7%k
0 72 0
o lo que es equivalente la del vector (—n%,0, —73), luego es la direccién

de (1,0, ).

11. Sea la curva de ecuaciones
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Entonces determinamos:

x'(t) = (—sent,2t,1), x
x'(0) = (0,0,1), x"(0) = (—1,2,0).

La curva no estd parametrizada por la longitud de arco, pero x’ (0) es
un vector unitario y, por eso: el vector tangente a la curva en (1, —2, 1)
es:

t (0) = (0,0,1).
Ademas, sabemos que
v = (x'(0) x x" (0))xx"(0) = ((0,0,1) x (—1,2,0))x(0,0,1) = (—1,2,0)

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal principal n y
que, por lo tanto,

v (-1,20 1
vl /(=1)2+22 V6

Por tanto, el vector binormal es

(—=1,2,0).

1 1
b=txn=(0,01) x — (—1,2,0) = — (0,0,1) x (=1,2,0
(0,0,1) \/5( ) 5( ) % ( )

1

= E(—2,—1,0).

Entonces el triedro de Frenet es

1 1
{(0,0, 1), 7 (—1,2,0), 7 (-2, —1,0)} :

12. Sea C' la hélice dada, para las constantes a,b € R, por la ecuacion
x (t) = (acost,asent,bt) .

a) (Cudl es el triedro de Frenet en un punto genérico x (t)? Cudl
es el triedro de Frenet en ¢ = 07
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a) Tenemos que calcular
x'(t) = (—asent,acost,b), x"(t) = (—acost,—asent,0).
El vector v dado por
v =(x'(t) x x" (t)) x X' (¢)
= ((—asent,acost,b) x (—acost, —asent,0)) x (—asent,acost,b)
i j k
=| —asent acost b | X (—asent,acost,b)
—acost —asent 0

= (absent, —abcost,az) X (—asent,acost,b) =

7 j k
= | absent —abcost a?
—asent acost b

= (= (a® + ab®) cost, — (a® + ab®) sent,0),

tiene la misma direcciéon y sentido que el vector normal principal

n. Por eso:
n— v _ (= (a® + ab®) cost, — (a* 4 ab®) sent,0)
v \/(—(a3+ab2))2 cos?t + (— (a3 + ab?))” sen 2t
1
= —(a3 T ab?) (— (a3 + ab2) cost, — (a3 + ab2) sent, 0)

= (—cost,—sent,0).

Por otro lado, el vector tangente unitario a la curva en (a cost, asent, bt)
es

M\

t — t t,b 1
t (t) = (zasent,acost,b) = (—asent,acost,b).

I (01l \/(—a sen t)2 + (acos t)2 + b2 Vaz 4 b?

Por tanto, el vector binormal es

b=txn = (—asent,acost,b) x (cost, sent,0)
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El triedro de Frenet esta formado por los vectores:

1
t = ——(—asent,acost,b),
Vi )
n = (—cost,—sent,0),
1

b= ———(bsent,—bcost,a).
@2 1 12
Para t = 0, tenemos
t(0) = o (—asen0,acos0,b) = L (0,a,0),
N N

n (0) = (—cos0,—sen0,0) = (—1,0,0),
1 1

b(O) = \/GQ:W (bsen(), —bCOSO,CL) = \/GQ:W

Por eso, el triedro de Frenet es

(0,—b,a).

1 1
{7 00D 100 0 b))

b) Para calcular la curvatura, hacemos primero:

Ix ()] = \/(—asent)2 + (acost)® 4 b2 = Va2 + b2,

Ix" ()] = /(~asent)? + (~acost)? = a.
Entonces, la curvatura es

_ K@) xx" @)

k(1)
I (&)1
2 2
- ;3 | (absent, —abcost, a®)|| = @
Va + b2 e
a
RN
porque
‘ ; J k |
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c) Sabemos que la torsién es, para una parametrizacién arbitaria:

_det (X/ (t) 7)(// (t) ,X/// (t)) '
I’ (£) > %" (2)]|”

T(t) =

Como
x' (t) = (—asent,acost,b),
x" (t) = (—acost, —asent,0),
x" (t) = (asent, —acost,0),
x' (t) x x" (t) = (absent, —abcost, a®)
x' () x x" (|| = ava? + b2
[x" ()
entonces:
—asent acost b
det (x' (t),x" (t),x" (t)) = | —acost —asent 0
asent —acost 0
= a’bsen ’t + a’bcos’ t
= a’b.
Y:
a’b b

T(t) = _(a /a2+b2)2 R

13. Determine la ecuacion de la recta normal y del plano normal y osculador
a la hélice de ecuaciones « (t) = (2cost,2sent,t) en el punto (2,0,0).

Solucion: El plano normal es el plano perpendicular a la recta tangente
y el plano osculador es el plano que pasa por el punto y cuyo vector
caracteristico es el binormal, es decir t x n. Para esta representacion,
tenemos

x' (t) = (—2sent,2cost, 1),

I (O = \/(~2sent)? + (2cost)® +1 = V5,
x" (t) = (—2cost, —2sent,0),
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Por eso, el vector tangente es

X0 1
SO v Y

El plano normal tiene la ecuacion

t(0)

£(0) - (x—x(0)) = 0 <= %(O,Q,l)-(w—?,y,z)zo

2 1
— —=y+—=2=0<= 2y+2=0.

YERRE

Un vector en la misma direccién y sentido que el normal es

v (0) = (%' (0) x X" (0)) x x'(0) = ((0,2,1) x (=2,0,0)) x (0,2,1)
? ok
_lo 21 % (0,2,1) = (0, -2,4) x (0,2, 1)
-2 0 0
v 7k
=10 -2 4 |=-10:.
0 2 1

El vector normal es n = (—1,0,0). La ecuacién de la recta normal es

x = (z,y,2) =x(0) +tn (0) = (2,0,0) +t(—1,0,0)
—(2-1,0,0).

Entonces

1
txn=—=(0,2,1) x (=1,0,0) =] 0
72 (0.2,1) x (=1,0,0

__1,+2k_(0_1 2)
- \/Sj \/g_ ) 57 5

y la ecuacion del plano osculador es
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14. Seala curva dada por la interseccién de las superficies z = 2?4y, x+2 =
2. Determinese b y ¢ para que el vector (3,b,c¢) pertenezca al plano

normal a la curva en el punto P = (1,0,1) y forme con el vector
(—=1,0,—1) y el vector tangente a la curva en P una base ortogonal de
R3.

Solucién: b= 2,¢c = —3.

Unas ecuaciones paramétricas de la curva se obtienen haciendo x = u
y despejando vy, z, con lo cual resulta

r=uy=2—u—uz=2—u.

El punto dado es la imagen de v = 1 por lo tanto x(u) = (u,2 — u —
u?,2—u) y x'(u) = (1, =1 —2u, —1) es el vector tangente y para u = 1,
tenemos

x'(1)=(1,-3,-1).
Nétese que (1,—-3,—1)-(—1,0,—1) =0.
Se trata de encontrar un vector (3,b,¢) cuyo producto escalar con
(=1,0,—1) y con (1,—3,—1) sea cero. Entonces

(3,b,¢) - (—1,0,—1) =0, —3—c=0,

(3,b,C)-(1’—3’—1):O’ = 3—3b—C:0’ :>CI—3’b:2_

15. Sea la curva de ecuaciones
r=ty=t"4+1,2=t—1,t e R.
Determinense las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectifi-
cante en el punto (0,1, —1).

Solucién: El punto (0,1, —1) es la imagen de ¢ = 0. Para esta para-
metrizacion tenemos:

X' (t) = (2t,2t,1), x"(t) = (2,2,0),
X' (0) = (0,0,1), x"(0) = (2,2,0).

”

Sabemos que el vector

v = (x'(0) x X" (0)) x X' (0) = ((0,0,1) x (2,2,0)) x (0,0,1)
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El vector tangente unitario a la curva en (0,1, —1) es

x'(0)

a0

=(0,0,1).

Por tanto, el vector binormal es

1
b=txn=(0,01) x — (1,1,0) =

El triedro de Frenet es

El plano osculador es

L 110
\/§ \/§ s Ly .
1 1
%Q&U;EUJﬂ%—EPLLm}
1
((x,y,2) —(0,1,-1)) - 7 (-1,1,0) =0

= (ry—12+1)(-1,1,00=0
—zr—-y+1=0.

La ecuacion del plano normal es:

((xaya Z) - (Oa17_1)) : (07071) =0
— (r,y—1,2+1)-(0,0,1) =0
<~ z2+1=0.

La ecuacién del plano rectificante es:

drtagens

«Lyw>—mﬂfﬂw-§§uﬂn>:o

s (@y—12+1)(1,1,0)=0
< av+y—1=0.
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