
AMPLIACIÓN DE MATEMÁTICAS
Series y Transformadas de Fourier de funciones

1.- Calcula el periodo de las funciones sen ax, cos ax y de eiax.

2.- Comprueba que las siguientes familias de funciones son ortogonales en los dominios que
se indican:

a) {cosnx, sennx}n≥0 en [−π, π] b) {einx}n∈Z en [−π, π]
c)Las familias {cosnx}n≥0 y {sennx}n≥1 en [0, π].

(*)3.- Sea f una función periódica de periodo T y continua en [0, T ], salvo quizás en una
cantidad finita de puntos. Prueba que:∫ T/2

−T/2
f(t)dt =

∫ T

0

f(t)dt =

∫ α+T

α

f(t)dt

para todo α ∈ R.

4.- Sea f ∈ C[−π, π] función 2π-periódica y derivable. Prueba que si f es par (e.d. f(−x) =
f(x)), entonces se puede escribir:

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx.

Y por f(x) =
∞∑
n=1

bn sennx, si f es impar (e.d. f(−x) = −f(x)).

5.- Halla las series de Fourier, sobre [−π, π], de las funciones:
a) f(x) = |x| b) f(x) = cos3 x c) f(x) = ex d) f(x) = | senx| e) f(x) = sen5 x.

(*)6.- Sea (xn) una sucesión numérica convergente a un número x. Sea

τk =
x1 + x2 + .....+ xk

k
, k ∈ N,

la sucesión de medias Césaro de (xn). Prueba que la sucesión (τk) converge a x.
(El Teorema de Fejer asegura que la sucesión de medias Césaro de una serie de Fourier de
una función continua 2π-periódica converge uniformemente a dicha función).

7.- Para cada una de las funciones siguientes, en los intervalos que se indican,
a) Dibuja su gráfica
b) Justifica la existencia de un desarrollo de Fourier.
c) Calcula sus coeficientes de Fourier.
1) f(x) = x2, x ∈ [−π, π] 2) f(x) = |x|, x ∈ (−π, π) 3) f(x) = | senx|, x ∈ (−π, π)
4) f(x) = x, x ∈ (−π, π) 5) f(x) = x, x ∈ (0, 2π) 6) f(x) = x2, x ∈ (0, 2π)
7) f(x) = x(π − x), x ∈ [0, π]



8.- Utilizando los resultados del ejercicio anterior deduce:
a partir de 1) el valor de

∞∑
n=1

1

n2
,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
,

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
,

∞∑
n=1

1

n4
,

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)4
;

a partir de 2, el valor de

∞∑
n=1

1

n2
,

∞∑
n=1

1

n4
;

a partir de 7, el valor de
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)6
.

9.- Sean las funciones f(x) = (x − 2)2, x ∈ [0, 4] y g(x) = |x|3, x ∈ [−3, 3]. Encuentra
expresiones de estas funciones como series de senos y cosenos.

10.- Encuentra expresiones en serie de senos y cosenos (series de Fourier) de las funciones:

a) f(t) =


−1 si −T/2 < t < 0

1 si 0 < t < T/2
, siendo f T -periódica.

b) f(x) =


1 si 0 < x ≤ 1/2

0 si 1/2 < x ≤ 1
, siendo f 1-periódica.

c) f(x) =


x si 0 ≤ x ≤ 1

2− x si 1 < x ≤ 2
, siendo f 2− periódica.

(*)11.- Sea f una función 2π−periódica y tal que su serie de Fourier converja a f(x) pun-
tualmente para todo x ∈ [−π, π]. Si las sucesiones de coeficientes de Fourier (an)n≥0 y (bn)n≥0

verifican que
∞∑
n=0

|an| <∞ y
∑∞

n=1 |bn| <∞, prueba que la serie de Fourier converge uniforme-

mente a f en [−π, π].

(*)12.- Sea f : R → R función par que verifica que

∫ ∞
−∞
|f(t)|dt < ∞. Prueba que la

transformada de Fourier de la función f es real (e.d. F [f ](λ) ∈ R para todo λ ∈ R). Si f es
impar, comprueba que F [f ](λ) es imaginario puro (e.d. ReF [f ](λ) = 0).



13.-Calcula la transformada de Fourier de las siguientes funciones:

a) χ[−δ,δ](x) =


1 si x ∈ [−δ, δ]

0 en otro caso
, b) f(x) = cos(αx)χ[−π,π](x)

c) f(t) =


k si −T ≤ t < 0
−k si 0 ≤ t < T
0 si t /∈ [−T, T ]

d) f(x) =


x+ π si −π ≤ x ≤ 0
π − x si 0 ≤ x ≤ π

0 en otro caso

14.- Sea la sucesión de funciones (fn), con fn(x) = cos(2παx)χ[−n
α
,n
α
](x), n ∈ N. Dibuja la

gráfica de F [fn] y después calcula el ĺımite puntual de la sucesión de funciones.

15.- Sea h(t) =


Ae−αt si t ≥ 0

0 si t < 0
donde A y α son parámetros positivos.

Prueba que F [h](λ) = A
α+iλ

(Filtro de Butterworth). (*) Diseña un circuito RC de modo

que su función de transferencia sea precisamente 3
4+iλ

(La segunda parte del ejercicico puede
dejarse hasta haber visto E.D.O.).

16.- Prueba en cada caso que las funciones f y g son las mismas, aunque se escriban de forma
distintas:

a) f(x) = sen(x)χ[−π,π](x) y f(x) =
2

π

∫ ∞
0

sen(sπ)

1− s2
sen sxds

b) g(x) = sen(x)χ[−π
2
,π
2
](x) y g(x) =

2

π

∫ ∞
0

s cos( sπ
2

)

1− s2
sen sxds.

(*)17.- Sea f : R→ R una señal, la cuál filtramos con un filtro ideal paso bajo χ[−δ,δ] ¿Qué es
la componente en frecuencia fδ de f acotada en la banda [−δ, δ] ( Indicación: fδ(t) = (f ∗g)(t)
donde g es el filtro en el dominio del tiempo).

(*)18.- Sea f(t) = e−tχ[0,∞)(t).

a) Comprueba que f(at) ∗ f(bt) = f(at)−f(bt)
b−a , para a, b ∈ (0,∞).

b) Deduce que f(at) ∗ f(at) = tf(at).


