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Repaso funciones

Ejemplo calculo area lateral y volumen cilindro: (R:2,H:3) - carga varios input
(R : 2, H: 3)% & : 2+ %pi*R*(R + H); V : ¥pi#R~2+#H;

Ejecutar expresiones simbalicas: numer = V, numer
float(V); 2 Numeérico - Establecer precision (16 decimales defecto)
Funciones: resolver para cualquier valor el area lateral y volumen del cilindro.

subst = sustituye expresiones de una variable - subst (a,b,c)
subst (3,H,subst(2,R,A));

A : 2+ pi*#R*(R + H); /#area totals/
V o hpi*R72#H; /#volumen#/
Resulta poco practico - mejor definir funciones - simbolo :=

A(R, H) := 2+%pi*R*(R + H); /#area total*/ A2, 3)]
V(R, H) := U¥pi*R™2#H; /#volumen#*/ V{2, 3);
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Repaso funciones

« Funciones complejas que necesitan evaluar varias expresiones intermedias - :=block

{ lista de A
expresiones
necesarias
lista de lista de 1 para definir
variables la funcion
“nombre de la funcion” as'gs;gg;s :=block locales |, separadas
DOr COmas separadas por comas,
| porcomas | return(expre-
sion retorna-
da por la
\ funcion)

(%ol) A(R, H) := block( [Atapa, Alado],
Atapa :JApi*R™2,
Alade : 2% fpi*R*H,
return(2+*Atapa + Alado) )%
« PEC Maximal!ll
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Repaso funciones

« Unica expresion:

i .. o ( lista de argumentos expresion que
nombre de la funcién ( 9 _ eXp q

separados por comas / = define la funcién ’

(%i1l) f(x) = x72; (Hh1l) f(a);

e \Varias exnresiones:

/ lista de 3
expresiones
necesarias
. lista de ] ara definir
lista de variables pla funcion
. .. . | argumentos
nombre de la funcion =block locales |, separadas
separados
o COMAS separadas por comas,
P | porcomas | return(expre-
sién retorna-
da por la
\ funcion) )
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Tema 4:

Calculo con
funciones de una
variable




Algunos comandos basicas

Maxima permite realizar operaciones basicas de calculo. Algunas de ellas son:

« Limites: limit (funcion, variable, limite variable);
« Limites laterales: limit (funcién, variable, limite variable, plus/minus);

Tip: uso del operador * (apostrofe) al inicio de una expresion hace que ésta no se ejecute. Se puede
utilizar para que el resultado quede mas legible si se escribe dos veces la expresion, una con apostrofe y
otra sin apostrofe.

infinity = infinito, pero sin determinar el signo.
« Derivada: diff(funcion, variable);

» Derivada de orden mayor a uno: diff(funcién, variable, orden);
» Derivada parcial: diff(funcién, variable 1, orden_1, ... , variable n, orden_n);
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Algunos comandos basicas

Maxima permite realizar operaciones basicas de calculo. Algunas de ellas son:

» Integral: integrate(funcion, variable);
* Integral definida: integrate(funcion, variable, lim_inferior, lim_superior);

» Calculo numérico de una integral: quad_qgag(funcion,variable, lim_inf, lim_sup, algoritmo) - aproxima
una integral que no tiene solucion mediante métodos numéricos cuadraticos. Algoritmo elige el
meétodo para aproximar la integral (entero del 1 al 6) - salida da valor aproximado, estimacion error,
veces que se evalta la funcidn, y un indice de error (O si no hay errores).

« Desarrollo serie de Taylor: taylor(funcion, variable, punto_entorno, orden);
https://es.wikipedia.org/wiki/Serie_de_ Taylor o #n(q)
!

(z—a)"

n=0

Algunas funciones que es util desarrollar: exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, geometricas,
hiperbdlicas...
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4.1. Problemas resueltos

Calcular los desarrollos de Taylor dadas una funcion, el orden hasta el que se quiere llegar, y el punto en
torno al cual se desarrolla la funcion.

Adobe Acrobat
Document
Camino ineficiente =
taylorlistineficiente(f, x, x0, orden) := makelist( taylor(f, x, x0, 1),
i, 0, orden, 1);
Camino eficiente = utilizar un bucle for 1 : 1 thru n step 1 do

-> afadir registros a una lista - append
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4.2. Problemas resueltos

Algunos ejercicios resueltos de probabilidad:

™ ™

Adobe Acrobat Adobe Acrobat
Document Document
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Tema 5:
Visualizacion




Algunos commandos basicos

Maxima visualizar funciones en dos y tres dimensiones gracias al paquete gplot (se instala al instalar
wxMaxima). Algunos de los comandos son:

» Gréficas en 2D: plot2d (funcion, [variable, lim_inf, lim_sup], opciones);

¢qué opciones tenemos? - ayuda wxMaxima! - limitar lo que se muestra del eje v, titulo,
modificar escalas ejes, etiquetas variables...

Inconveniente: saca cada grafica en una ventana diferente.
Solucidn si se quieren sacar en el notebook - funcidon wxplot2d(...).

Solucion alternativa para sacar dos funciones en una grafica: libreria draw contiene las
funciones draw2d y draw3d. También se puede con la funcion plot2d si se le pasa una lista de funciones
y dominios.

» Gréficas en 3D: plot2d (funcion, [variable, lim_inf, lim_sup], opciones);
- wxplot3d(...)
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5.1. Problemas resueltos

Con la ayuda de la funcion describe(plot2d) para conocer comandos de disefio si fuera necesario, utilizar
la funcidn plot2d para pintar una funcion y sus desarrollos de Taylor hasta un orden dado (input).

™

Adobe Acrobat
Document
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Tema 3:
Aplicaciones de
Maxima en
Algebra




3.1. Operaciones elementales con vectores y matrices

« Autovalores y autovectores:

det(A — AI) =0

(%i1) A : matriz([0, 1, 01, [1, 0, 01, [0, 0, 01)$

(%$12) matrizD : A - lambda # ident(3):; D : determinant (matrizD):
-2 1 0

(%ho2) 1 —x 0
D 0 =X

(%03} A —A°

(%14) solve(D = 0, lambda);
( fod) [lambda = -1, lambda = 1,lambda = 0]
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3.1. Operaciones elementales con vectores y matrices

« Autovalores y autovectores:

(A— M) -vy =0

es decir, A - v, = Awv,. Aplicamos la matriz A sobre un vector arbitrario (x,y. z)

(%1i5) condicion: matrizD . [x, y, zIl%
e imponemos gque se cumpla para cada uno de los 3 autovalores que hemos encon-
trado:

(%16) condicionl : subst(-1, lambda, condicion)$

(%#17) condicion? : subst(+1, lambda, condicion)$

(%18) condiciond : subst( O, lambda, condicion)$
Resolviendo cada una de estas condiciones obtenemos los autovectores correspon-
dientes a cada uno de los autovalores

(%19) solve([condicionl[l, 1] = 0, condicioni[2, 1] = 0, condicionl[3, 1]
=01, [x, v, z]);
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3.1. Operaciones elementales con vectores y matrices

« Autovalores y autovectores:

Para el siguiente autovalor encontramos

(%110} solve([condicion2[1, 1] = 0, condicion2[2, 1] = 0, condicionZ[3,
1] =0l, [x, y, =z1J);

solve: dependent eguations eliminated: (1)

(%010) [[x=%r2,y=%r2,z=0]]
de donde deducimos que el autovector normalizado correspondiente al autovalor +1

es
vy = (1/v2,1/V2,0)

por tanto el subespacio para A\ = 1 es la recta con vector director v, = (1/v/2,1/v2.0).

Finalmente para el tercer autovalor encontramos

(%111} solve([condicion3[1, 1] = 0, condicion3[2, 1] = 0, condicion3[3,
11 =01, [x, y, z]1);

solve: dependent equations eliminated: (3)

(holl) [[x=0,y=0,z=%r3]]
de modo que

vy = (0,0,1)

« COMANDOS MAXIMA: eigenvalues(M); eigenvectores(M);
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3.3. Ejercicio resuelto

™
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Tema 3

Aplicaciones del Maxima en Algebra

En esta seccion aprenderemos a utilizar MAXIMA para operar con vectores y ma-
trices, veremos algunos ejemplos con matrices de rotaciones y calculo de autovalores
y autovectores, y finalmente nos centraremos en el tema de la aplicacion de cambios
de base sobre vectores y matrices, lo cual es una operacién muy habitual en algebra
especialmente cuando se estudia el tema de diagonalizacion de matrices.

3.1. Operaciones elementales con vectores y matrices

Ademas de expresiones y funciones escalares, con MAXIMA también podemos ma-
nipular facilmente expresiones que contengan vectores y matrices. Para ello empleare-
mos listas con varios elementos. Para asignar al parametro « una lista de 6 elementos
(p- €j. A, B,C, D, E, F) la sintaxis es la siguiente

(%i1) a : [A, B, C, D, E, Fl;

(%01) [A,B,C,D,E,F]

Para extraer elementos de la lista la notacién es “a[n]”, siendo n el valor del indice
cuyo elemento nos interesa (p. ej. a[1] nos devuelve A). Si luego aplicamos cualquier
funcion u operador sobre «, la funcién se aplicara sobre todos los elementos, devol-
viendo una lista con los resultados (por ejemplo calcule a?, a~! o sina). Al programar
en MAXIMA muchas veces querremos aplicar la misma funcién a una lista de valores,
por ese motivo es util que las listas en MAXIMA funcionen de este modo. De todas
formas conviene tener cuidado, ya que aplicar una funcion elemento a elemento so-
bre una lista no es una operacion que tenga significado como operacion vectorial. Por
ejemplo, si definimos la lista b como

(%i2) b : [q, w, e, r, t, y1$
y calculamos a*b, obtenemos una lista cuyos elementos son al[il*b[i] con ¢ entre 1
y 6. En este caso, si lo que queremos es calcular el producto escalar de las listas a y
b consideradas como vectores, el comando que debemos usar es “.”:

(%i3) a.b;

(%03) yF+tE+rD+eC+wB+ ¢A

La definicion de matrices es muy simple en MAXIMA, mediante el comando de
construccion matrix ([elementos fila 11, [elementos fila 2], .. .). Por ejemplo, defini-
mos M como la siguiente la matriz 3 x 3

(%i1) M : matrix([3, -1, 0], [2, -3, 11, [4, 4, -21);

3-1





3-2 TEMA 3. APLICACIONES DEL MAXIMA EN ALGEBRA

3 -1 0
(%o1) 2 -3 1
4 4 =2

MAXIMA almacena las entradas );; de la matriz en la forma M[i, jI1, p. ej. podemos
comprobar que M[2, 3] = 1.
Por medio de matrix podemos definir cualquier matriz a partir de sus filas, si la in-
formacion que tenemos sobre una matriz esta dada por columnas, lo mas sencillo es
introducir esta matriz por filas y posteriormente calcular la traspuesta por medio de
transpose. Por ejemplo, vamos a definir la matriz MT = M T

(%i2) MT : transpose( matrix([3, -1, 01, [2, -3, 11, [4, 4, -2]1) );

3 2 4
(%02) -1 -3 4
0 1 -2

“w

El mismo operador que hemos usado antes para calcular el producto escalar () es
el que se usa para el producto de matrices y para el producto de matrices por vectores
(que es un caso particular del producto de matrices). Por ejemplo, para calcular el
resultado de aplicar M sobre el vector (z,y, z) hacemos

(%1i3) M . [x, y, z];

3r—y
(%io3) z2—3y+2x
—2z4+4y+4x
Por supuesto, para poder aplicar el operador de producto matricial “.” es necesario que
las matrices o vectores sobre los que actla tengan las dimensiones adecuadas, de lo
contrario nos dara un error.

El MAXIMA ofrece otras formas de introducir matrices. Por ejemplo, también es po-
sible definir la matriz M de forma interactiva con el comando entermatrix de MAXIMA,
a medida que nos vaya pidiendo los datos de entrada, una vez que queda definida la
dimension de M,

(%i4) M : entermatrix(3,3);

Para facilitar la entrada de datos, MAXIMA nos pregunta sobre el tipo de matriz que
queremos definir; por ejemplo, si nuestra matriz es simétrica, MAXIMA sélo nos pre-
guntara por los elementos por encima y sobre la diagonal, ya que los restantes que-
daran fijados por simetria. El enunciado exacto nos pide introducir un nimero para
caracterizar la matriz, 1 si es diagonal, 2 si es simétrica, 3 si es antisimétrica, y 4 si
es general, como nuestro ejemplo. Seguidamente, incluimos los datos celda a celda.
Existe un tercer método que es Util si los elementos de la matriz siguen una forma fun-
cional de su posicion por filas y columnas, esto es, si conocemos una funcién f(i, )
tal que asigne a cada entrada )/;; de la matriz su valor correspondiente. Para poder
construir matrices por este método empleamos un tipo especial de funcién llamado
function array, que se define igual que las funciones normales pero con los argumen-
tos entre corchetes, en lugar de paréntesis, y posteriormente empleamos el comando
genmatrix. Por ejemplo, la matriz de Hilbert de dimension n esta dada por los valores

Hy=(+j-1)7",

coniy jentre 1y la dimensidén de la matriz, n, por tanto definimos

(%i1) componentesH[i,j] := (i + j - 1)"(-1)$
Construyamos ahora la matriz de Hilbert 4 x 4, utilizamos el comando genmatrix(
elementos, numero de filas, nimero de columnas). Con este comando MAXIMA aplica





3.1. OPERACIONES ELEMENTALES CON VECTORES Y MATRICES 3-3

la funcidén elementos[i, j] sobre todos los puntos de la matriz de las dimensiones
asignadas. En nuestro caso,

(%i2) H: genmatrix(componentesH, 4, 4);
11

(%02)

B[O =0 [ =
U= [ =00 [ |
O | RO = [ = |
I | =T | s | =

Una de las caracteristicas principales de las matrices de Hilbert es que aunque sus
elementos son de orden unidad su determinante es sorprendentemente pequeno. Uti-
lizamos el comando determinant y confirmamos esta caracteristica en nuestro caso,
con seis cifras significativas

(%1i3) fpprec:6$ determinant(H), bfloat;

(%03) 1.65344b-7

Recordamos que los determinantes sélo estan definidos para matrices cuadradas.
Otras construcciones que MAXIMA admite de forma directa, son la matriz identidad
ident (dimension), la matriz nula zeromatrix (nUmero de filas, numero de columnas),
y cualquier matriz diagonal con todos los elementos iguales diagmatrix(dimension,
elemento). Ademas tiene un comando especifico para verificar si una lista de elemen-
tos construida es una matriz, matrixp(lista), con dos posibles outputs, true 0 false.

Retomamos ahora la matriz M definida numéricamente al comienzo de esta sec-
cién. Con las matrices se pueden realizar numerosas operaciones en MAXIMA, por
ejemplo con el comando addrow (matriz, fila nueva) podemos anadirle una fila nueva

(%12) M1: addrow(M, [0, 2, 0] );

3 -1 0

, 2 -3 1
(%02) 4 4 _9
0 2 0

y con el comando addcol (matriz, columna nueva) podemos afadirle una columna
nueva
(%i2) M2: addcol(M, [-1, 2, 2] );

3 -1 0 -1
(%02) 2 =3 1 2
4 4 -2 2

Podemos multiplicar matrices recordando que la regla de multiplicacién matricial
de dos matrices A y B determina que el numero de columnas de A debe ser igual al
numero de filas de B, esto es A(n x k) - B(k x m) = matriz(n x m). Esto confirma que
siempre se pueden multiplicar matrices cuadradas de la misma dimension. En el caso
anterior, entonces, podemos realizar la multiplicacion de M1 por M2 y también M1 por M,
o la potencia M - M = M?, mientras que la multiplicaciéon M2 por M no esta definida, y
en ese caso el MAXIMA nos daria el mensaje de error:

MULTIPLYMATRICES: attempt to multiply nonconformable matrices.

-- an error. To debug this try: debugmode (true);

Para la potencia de matrices aparte del operador de multiplicacion matricial (p. e;.
M? = M.M), puede usarse el operador de potencia matricial, dado por: “~~". Es decir, el
operador de potencia matricial es el operador de potencia escrito de manera explicita
“dos veces” (recordar que para obtener este simbolo dos veces en la mayoria de los
sistemas operativos sera preciso pulsar el simbolo | | del teclado 4 veces, o 2 veces,
seguida cada una de un espacio). Por ejemlo veamos M?:

(%ib) M~"2;





3-4 TEMA 3. APLICACIONES DEL MAXIMA EN ALGEBRA

7T 0 -1
(%o5) 4 11 -5
12 -24 8

Si aplicamos el operador de potencia normal ~ sobre una matriz lo que obtenemos es
la matriz original con todos sus elementos elevados a la potencia indicada elemento a
elemento:

(%i6) M~2;
9 1 0
(%06) 4 9 1
16 16 4

Aunque esta operacion puede resultar practica en algunas ocasiones (para elevar a
una potencia cada elemento de una “lista de listas”), esta claro que esta operacién es
distinta a la operacién de elevar una matriz a una potencia.
Una de las operaciones mas habituales con matrices es calcular la matriz inversa.
En MAXIMA esto se puede hacer o bien elevando la matriz a la potencia —1 o bien por
medio del comando invert:
(%i7) invert(M);
-1 1
(%oT) —4 3
—10 8
y se puede comprobar que M~ (-1) ; produce el mismo resultado.
Un ejercicio que puede hacerse con las operaciones definidas hasta ahora es com-
probar el teorema de los determinantes

det(A - B) = det(A) det(B), det(A™) = det(A)".

3.1.1. Matrices Ortogonales, Rotaciones

La localizacion de un punto en el espacio euclideo tridimensional suele darse en
funcién del vector de posicion en coordenadas cartesianas respecto al origen de coor-
denadas r = (z,y, z). Las operaciones habituales con vectores resultan extremada-
mente Utiles cuando se interpretan de manera geométrica como operaciones sobre
vectores de posicién de puntos en un espacio. Por ejemplo, si desplazamos el vector
r anterior en la direccion de otro vector d = (d;, ds, d3), la posicidn final de r tras este
desplazamiento estara dada por la suma de vectores r + d. La operacién de rotacion,
de un cierto angulo respecto a un ciero eje, aplicada sobre un cierto vector de posicion,
también puede describirse por medio de una operacion matematica sencilla. Ya que
la rotacion es una operacion lineal, la transformacion » — »’ resultado de aplicar una
rotacion puede escribirse en forma matricial: ' = A - r. Esta claro que al aplicar una
rotacion sobre un vector la longitud del vector » no cambia, lo que exige que la matriz
A (con la que describimos esa rotacion) sea ortogonal, es decir, la matriz transpuesta
debe ser igual a la matriz inversa (A7 = A1),

El ejemplo mas sencillo de matriz de rotacién en 3 dimensiones es la matriz de
rotacion de angulo ¢ alrededor del eje =

cos¢ sing 0
A= —sing cos¢ 0
0 0 1
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Aplicada sobre el vector r esta matriz genera la transformacién »’ = A - », dada por:

x =xcoso+ysing
= —xsin¢ + y cos ¢

Z =z

que es el resultado de rotar el vector » un angulo ¢ respecto al eje z. Por ejemplo,
si aplicamos esta matriz sobre el vector unitario ¢ = (1,0,0) obtenemo el vec-
tor (cos ¢, —sin¢,0) si lo aplicamos sobre el vector unitario 5 = (0,1,0) obtenemos
(sin ¢, cos ¢,0) y si lo aplicamos sobre k = (0,0, 1) vemos que este vector permanece
invariante, como cabia esperar.

La matriz de rotacion A tiene varias propiedades interesantes. En primer lugar
podemos comprobar que es ortogonal (su matriz traspuesta es también su inversa),
una vez comprobado esto es inmediato darse cuenta de que la matriz inversa de A
es igual a la matriz A cambiando ¢ por —¢. Evidentemente, la operacién inversa a
aplicar una rotacion de angulo ¢ es aplicar una rotacién de angulo —¢. Por ultimo es
inmediato observar que la matriz A se reduce a la matriz identidad cuando el angulo de
rotacion ¢ es nulo, l6gicamente. Estas propiedades son comunes a todas las matrices
de rotacion.

Al operar con matrices de rotacion hay un detalle importante que conviene aclarar.
Dada una matriz de rotacion se pueden hacer dos cosas diferentes: Por un lado po-
demos aplicar dicha matriz de rotacion sobre los vectores de la base, generando de
esta manera un cambio de base, o podemos aplicar esta matriz de rotacién sobre los
vectores del espacio, sin cambiar la base que teniamos. Esto ultimo es lo que hemos
hecho mas arriba al aplicar la matriz A sobre el vector r.

m En el primer caso, si generamos un cambio de base los vectores del espacio
no cambian, pero sus componentes en la nueva base son diferentes a las com-
ponentes que tenian respecto de la base antigua. Para ver cuales serian las
componentes de los vectores respecto de la base nueva situémonos en el punto
de vista de la base. Al aplicar el cambio de base esta gira, a medida que la base
gira un cierto angulo « (respecto a un cierto eje) desde el punto de referencia de
la base veremos que todos los vectores del espacio rotan un angulo —« repecto
del mismo eje. Por tanto, para calcular las componentes de estos vectores en la
nueva base lo que tenemos que hacer es aplicar sobre dichos vectores la matriz
de rotacion de angulo —a respecto al eje de rotacion dado, es decir, la matriz
inversa (o, equivalentemente, la transpuesta) de la matriz que hemos empleado
para generar el cambio de base.

= En la segunda posibilidad todo es mucho mas sencillo. La base del espacio no
cambia, y sencillamente aplicamos la matriz de rotacion sobre los vectores del
espacio, obteniendo al hacerlo las correspondientes coordenadas de dichos vec-
tores, rotados un angulo « respecto al eje de rotaciéon que sea, y referidos a la
misma base que teniamos al principio.

Aunque hemos ilustrado el tema de las matrices de rotacion con un caso en el espa-
cio tridimensional habitual, la discusién anterior es valida independientemente de la
dimensionalidad del espacio en que estemos operando, 2D, 3D, ..., nD.

Maxima es suficientemente listo como para entender que, si se aplica la matriz por la izquierda al
vector, es porque éste se considera un vector columna a efectos de la operacién de multiplicacién; en
sentido estricto, esta operacion seria incorrecta, pero Maxima traspone automaticamente el vector.
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Pasamos ahora a comprobar las propiedades de la transformacion A por medio
de MAXIMA. En primer lugar dado que la matriz de rotacién depende del angulo de
rotacion ¢, y éste puede tomar valores arbitrarios, vamos a definir la matriz A(¢) como
una funcién de ¢

(%i1) A(phi) := matrix(

[cos(phi), sin(phi), 0],
[-sin(phi), cos(phi), 0],
[0, 0, 11 );
cos¢g sing 0
(%o1) A(¢p) :=| —sing cos¢ 0
0 0 1
Comprobamos ahora que esta matriz es ortogonal. Para ello, debemos evaluar su
inversa y su transpuesta, que en MAXIMA corresponden a los comandos invert y
transpose, con el resultado esperado de ortogonalidad

(%i3) invert(A(phi)); transpose(A(phi));

El calculo de la matriz inversa requiere del calculo del determinante de la matriz, que
en este caso es det(A) = sin?(¢) + cos?(¢). MAXIMA no simplifica este valor a la unidad
a no ser que se lo pidamos explicitamente, p. ej. con el comando trigsimp. También
podemos comprobar que la longitud de un vector arbitrario se mantiene invariante
bajo esta rotacion. Aplicando la matriz de rotacién sobre un vector (z, y, z) obtenemos
el vector primado vectorP

(%i5) vectorP : A . [x, y, zl;

sin¢y + cospx
(%05) |cosgpy —singx
z
y por medio de trigsimp(vectorP . vectorP); podemos comprobar que el médulo
al cuadrado de 7’ coincide con el de r.

3.1.1.1. Angulos de Euler

En general dado un sistema de referencia arbitrario en 3 dimensiones la orienta-
cidén de cualquier otro sistema de referencia, con origen en el mismo punto, se puede
obtener a partir de la del primero aplicando 3 rotaciones consecutivas, con angulos
de rotacion «, Sy v, conocidos como los angulos de Euler, de la siguiente forma: En
primer lugar debemos girar un angulo « en torno al eje z, posteriormente un angulo
B en torno al nuevo eje y (dado por la posicion del eje y tras la primera rotacion), y
finalmente un angulo ~ en torno al nuevo eje = (dado por la posicién del eje = tras la se-
gunda rotacion). Matematicamente la matriz de rotacion que describe esta operacion
sera el producto de estas tres rotaciones

R(CL B, ’7) - Az(V)Ay(B)AZ(a)

tomadas en el sentido descrito anteriormente. Las matrices de la rotacidén segun el eje
z son las mismas que en el caso anterior, y la matriz de rotacién segun el eje y es

cos¢p 0 —sing
A= o 1 0
sing 0 cos¢
Para determinar la expresion general de la matriz de rotacién en MAXIMA, definimos
A, en laforma
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(%18) Ay(phi) := matrix(
[cos(phi), 0, -sin(phi)],
(o, 1, ol,
[sin(phi), 0, cos(phi)1)$
para posteriormente evaluar el producto de rotaciones
(%19) R(alpha, beta, gamma) = A(gamma) . Ay(beta) . A(alpha);
(%9) R(a,,7) =

cosacosfcosy —sinasiny cosasiny + sinacosfcosy —sin S cosy
—cosacos fsiny —sinacosy cosacosy —sinacosSsiny  sin sin-y
cos asin 3 sin o sin 8 cos 3

En la anterior linea s6lo hemos indicado la forma final de la matriz R(«, 3, ), realizan-
do el producto matricial A,(y)A,(5)A.(a), pero no hemos introducido una definicion.
Con la definicién de una funcién por medio de :=
(%i10) R(alpha, beta, gamma) := A(gamma) . Ay(beta) . A(alpha)$;

MAXIMA responde indicando que R(«, 3,) esta dado por el producto de las tres ma-
trices, que queda sin evaluar hasta que realicemos una llamada a la funcién R. Como
punto final de este apartado, queremos verificar algunas propiedades de la matriz de
rotacion basada en los angulos de Euler, en primer lugar es inmediato confirmar de
nuevo que esta matriz es ortogonal y que mantiene invariante la norma del vector r.
Aparte de esto es interesante verificar las dos propiedades siguientes:

a. La matriz es invariante bajo la transformacién « - a + 7, 5 — -3, v = v — 7.
Para verificar esto evaluamos
(%i11) subst(alpha +%pi, alpha, R(alpha, beta, gamma))$
subst (-beta, beta, %)$
RP: subst(gamma -%pi, gamma, %)$
(%i12) R(alpha, beta, gamma) - RP;

000
(%012) 000
000

b. La inversa de R(«,3,7) se obtiene deshaciendo las rotaciones efectuadas, es
decir rotando segun los angulos contrarios en el orden adecuado:

R_l(aa /))a ’Y) = R<_"}/7 _Ba _Oé)

Para verificar esto evaluamos
(%i13) R(-gamma, -beta, -alpha) - trigsimp(invert(R(alpha, beta, gamma)));

000
(%013) 00O
0 00
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3.1.2. Autovalores y Autovectores

El calculo de autovalores y autovectores es una de las tareas mas frecuentes en la
actividad de un fisico, sea cual sea el campo en el que trabaje. Todos los paquetes de
calculo simbdlico incorporan herramientas para este tipo de operaciones, cuya eficacia
esta limitada siempre por la dimensién de la matriz con la que trabajemos, con matrices
mas o0 menos pequenas esto siempre es muy facil de hacer, pero con matrices muy
grandes (p. ej. 10° x 10°) esto se convierte en algo realmente dificil.

Tomemos como un primer ejemplo el célculo de autovalores y autovectores de una
matriz simétrica. Segun la teoria de matrices todos sus autovalores deben ser reales
y los autovectores mutuamente perpendiculares. Definimos la matriz bajo estudio

(%i1) A : matrix([O0, 1, 01, [1, 0, 0], [0, O, O0I)$
Los autovalores son las raices de la ecuacion caracteristica

det(A — AI) =0

En MAXIMA, la resolucion de ecuaciones polinémicas se efectia mediante el co-
mando solve (ecuacién, incégnita). Definimos primero la matriz extendida y su deter-
minante

(%i2) matrizD : A - lambda * ident(3); D : determinant (matrizD);

-2 1 0
(%o2) 1 =X 0

0 0 =X
(%03) X — )3

El polinomio en X\ que hemos obtenido (en este caso p(\) = A — %) se denomina
polinomio caracteristico de la matriz A, y la ecuacion caracteristica p(\) = 0 determina
los autovalores. Lo resolvemos con Maxima

(%i4) solve(D = 0, lambda);

(%o04) [lambda = -1, lambda = 1,lambda = 0]
Comprobamos que todos son reales, y al ser distintos, decimos que no existe dege-
neracié Para calcular los autovectores recordamos que para cada autovalor A, el
autovector correspondiente debe satisfacer

(A—)\[)"U)\:O

es decir, A - v, = Av,. Aplicamos la matriz A sobre un vector arbitrario (z, vy, 2)

(%i5) condicion: matrizD . [x, y, z]$
e imponemos que se cumpla para cada uno de los 3 autovalores que hemos encon-
trado:

(%16) condicionl : subst(-1, lambda, condicion)$

(%i7) condicion2 : subst(+1, lambda, condicion)$

(%18) condicion3 : subst( 0, lambda, condicion)$
Resolviendo cada una de estas condiciones obtenemos los autovectores correspon-
dientes a cada uno de los autovalores

(%19) solve([condicioni[1, 1] = 0, condicioni[2, 1] = 0, condicionl[3, 1]
=01, [x, y, z1);

2Decimos que existe degeneracion de los autovalores cuando podemos tener dos autovectores li-
nealmente independientes correspondientes al mismo autovalor. En Fisica habitualmente asociamos
cada autovector con un estado fisico diferente, por lo que un autovalor es degenerado cuando no sabe-
mos diferenciar entre dos estados basandonos s6lo en el valor numérico de ese autovalor repetido.
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solve: dependent equations eliminated: (1)

(%09) [[x=%rl,y=-%r1,z=0]1]
Este resultado nos indica que el autovector del autovalor A = —1 es de la forma v =
c(1,—1,0), siendo ¢ un factor arbitrario. Tomando ¢ = 1/1/2 obtenemos el autovector
normalizado

v = (1/V2,-1/v2,0)

En este caso, de las tres incégnitas que aparecen en el sistema de ecuaciones que
hemos enviado al MAXIMA sélo se ha podido determinar de manera univoca una de
ellas (z = 0), las otras dos quedan determinadas en funcién de un parametro al que el
MAXIMA asigna el nombre %r1. Es decir, el subespacio propio del autovalor A = —1 es
la recta con vector director v_; = (1/v/2, —1/v/2,0).

Para el siguiente autovalor encontramos

(%i10) solve([condicion2[1, 1] = 0, condicion2[2, 1] = 0, condicion2I[3,
11 =01, [x, y, z1);

solve: dependent equations eliminated: (1)

(%010) [[x=%r2,y=%r2,z=0]]
de donde deducimos que el autovector normalizado correspondiente al autovalor +1
es

V= (1/\/5, 1/\@7 0)

por tanto el subespacio para \ = 1 es la recta con vector director v, = (1/v/2,1/1/2,0).

Finalmente para el tercer autovalor encontramos

(%1i11) solve([condicion3[1, 1] = 0, condicion3[2, 1] = 0, condicion3[3,
11 =01, [x, y, z1);

solve: dependent equations eliminated: (3)

(%o11) [[x=0,y=0,z="%r3]]
de modo que

Vo = (0, 07 1)

Es decir, el subespacio propio de A = 0 es la recta con vector director vy = (0,0, 1),
y observamos que estos tres subespacios propios son mutuamente ortogonales, tal y
como esperabamos de una matriz real y simétrica con autovalores distintos.

Hasta ahora hemos hecho esto paso a paso, para ver como funciona el comando
de resolver sistemas de ecuaciones algebraicas solve. El célculo de autovalores y
autovectores es tan habitual que todos los sistemas de &lgebra computacional incluyen
comandos especificos para estas tareas. El comando del MAXIMA que proporciona los
autovalores de una matriz es eigenvalues, y para los autovectores, eigenvectors.

El comando eigenvalues(A)

(%i12) eigenvalues(A);

(%o12) [[-1, 1, 01, [1, 1, 1]]
da un listado de los autovalores (primera lista del output retornado por eigenvalues),
y sus correspondientes multiplicidades (segunda lista del output). En este caso son
todos reales y simples. Para los autovectores el comando eigenvectors (A)

(%113) eigenvectors(A);

(%o13) [C[-1, 1, 01, [1, 1, 111, CC[-1, 1, 011, [[1, 1, 011, [[0o, O, 1111]
nos vuelve a dar en primer lugar los autovalores y sus multiplicidades y en segundo
lugar los tres autovectores correspondientes (no normalizados).

Una de las aplicaciones mas importantes del calculo de autovalores y autovectores
es la diagonalizacion de matrices. En el caso anterior, dado que los tres autovectores
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son linealmente independientes, la matriz A admite una representacion diagonal en la

forma

—1

A = 0
0

o = O
o O O

Con ayuda de los autovectores es facil determinar qué matriz P define este cambio de
base, en la forma

A=P'. AP

La matriz P est4 dada por
P - (’Uflv Uy, 'UO)

es decir, esta formada por los autovectores como columnas (siendo irrelevante la nor-
malizacion de los autovectores, tal y como puede comprobarse faciimente). Con el
MAXIMA, el célculo quedaria como sigue. En primer lugar extraemos del calculo de
autovectores, los tres vectores fila independientes
(%i14) listado : eigenvectors(A)$
vectorfl : listado[2][1]1[1]$
vectorf2 : listado[2][2]1[11$
vectorf3 : listado[2][3]1[11$
ya que, por ejemplo, la localizacién del vector v_; en la variable listado es la siguiente:
se situa en el segundo grupo de datos, donde se listan los autovectores, dentro de ese
grupo, se encuentra en el primer grupo (ya que A = —1 es el primer autovalor) y esta
en primer lugar (ya que sélo hay un vector en ese subespacio). Lo mismo sucede con
los restantes vectores (ya que en este caso todas las multiplicidades eran 1). Hecho
esto, podemos definir la matriz P como una matriz de una sola columna, igual al vector
columna v_; y posteriormente afiadir los otros dos autovectores como dos columnas
adicionales
(%i15) matrizP : transpose(vectorfl);
1
(%o15) | —1
0
(%116) matrizP : addcol(matrizP, transpose(vectorf2))$
matrizP : addcol(matrizP, transpose(vectorf3));

1 1 0]
(%o16) -1 10
0 0 1

y confirmamos la transformacién de semejanza a la forma diagonal
(%i15) invert(matrizP) . A . matrizP;

-1 0 0]
(%o015) 0 10
0O 0 O

Otro calculo interesante es verificar que el espacio generado por los tres auto-
vectores linealmente independientes se corresponde con todo el espacio euclideo de
tres dimensiones; para ello basta demostrar, y se deja como ejercicio, que la matriz /
definida como la expansion matricial en los tres autovectores normalizados

T T T
I =v_ v, +viv] + vy,
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es la matriz identidad 3 x 3. Por tanto, para cualquier vector » del espacio euclideo,
tenemos
r=1-r=v_ v -r+vv rtowl -r

que podemos escribir como el desarrollo del vector r en la base formada por los tres
autovectores normalizados

T =2_1V_1 + 21V + ZoVg

donde z; = v! - r es el producto escalar, en notacién matricial.

Con estos ejemplos hemos visto todo lo necesario para empezar a manejar el
MAXIMA por medio del front end WxMAXIMA. La mejor forma de aprender cualquier
lenguaje de programacion es usandolo para resolver problemas concretos, de modo
que en lo que sigue indicaremos algunos problemas especialmente representativos
que pueden resolverse con el MAXIMA. Aparte del material indicado en la bibliografia
basica de la asignatura, como ayuda para realizar estos ejercicios dispone del menu
de ayuda del WxMAXIMA y del comando describe, que le mostrara en pantalla un
resumen de la sintaxis y funcionamiento de cualquiera de los comandos del MAXIMA.

3.2. Cambios de Base

3.2.1. Aplicacién de cambios de base sobre vectores

En un espacio vectorial un vector queda descrito por sus componentes respecto
de una determinada base del espacio vectorial, p. ej. el vector v = (1,2,3) es el que
resulta de desplazarse una unidad en la direccion z, 2 en y y 3 en z. En el ejemplo
anterior hemos empleado la base candnica, que es la formada por los vectores

. = (1,0) }en 2 dimensiones
, =

= (0,

1,0
0,1
0,0

)

,0) ¢ en 3 dimensiones

)

||
_ O~~~

1)
€1 70)
e 0
e; 1

I’

0
A
~
O =

,0,...,0)
,0,...,0) , .
en n dimensiones
TL: (0707"'707]‘)
Aparte de la base canénica cualquier conjunto de n vectores linealmente indepen-
dientes forma una base valida del espacio. Aparece entonces la cuestion:

* dadas las componentes de un vector (que existe independientemente de la
base) respecto de una base cualquiera ¢ como se calculan las componentes
de este vector respecto de otra base distinta?

Como el objetivo de esta asignatura es sélamente aprender a programar, damos a
continuacién las instrucciones detalladas sobre cémo se hacen cambios de base para
el caso de dimension n arbitraria, sin entrar en demostraciones. De todas formas, para
resolver los ejercicios recomendamos comenzar con cosas mas sencillas, resolviendo
primero casos con n = 2, 0 n = 3y, cuando eso ya esté superado, generalizandolos a
dimensién arbitraria.
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1. Cualquier vector v se expresa en términos de la base de partida como

n

U =v1€1 + V€ + -+ Uply = E Vi€ = V;i€;
i=1

donde los numeros v; (i = 1,...,n) son las coordenadas de v respecto de la base
formada por los e;. En calculo con matrices y vectores se usan constantemente
expresiones como la anterior, en la que se hace una suma respecto de un indice
(p. €. 7 en la ecuacién de arriba), para simplificar estas expresiones se suele
usar el llamado:

x Convenio de suma de Einstein:
Cuando en una expresion aparece un indice repetido la expresion represen-
ta la suma respecto de ese indice para todos los valores posibles del indice,

p.ej.:
e Desarrollo en componentes de un vector

n
V= E vi€; = U;€;
i=1

e Producto escalar
n
u:-v= Zuivi = U;V;
=1

e Producto de dos matrices

(A-B)y = ZAikBk:j = A By,

k=1

e Producto de muchas matrices

(A -B-C- D)ij = Z Z Z AiaBapCpyDyj = AiaBagCpyDs;

a=1 =1 y=1

e Traza de una matriz
=1

e El indice que aparece repetido se llama indice mudo (los demas indi-
ces que aparezcan en la expresion se llaman indices libres). Como la
expresion con un indice mudo realmente representa la suma para to-
dos los valores posibles del indice mudo, esta claro que el resultado
serd el mismo independientemente de la letra con que designemos al
indice mudo (y que no debe coincidir con la de los indices libres). €j.
U -V = UV; = UjVj = UV = - .-«

e El convenio de suma de Einstein se usa con muchisima frecuencia para
escribir expresiones de este tipo de una manera rapida, sin sumatorios.
En lo sucesivo suponemos que se aplica este convenio a menos que se
diga lo contrario.
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2. La base “nueva” esta formada por los vectores ty, t., ts, ..., t,, cuya expresion
en términos de la base antigua suponemos conocida.

3. La matriz del cambio de base (C') es la matriz cuadrada formada por los vectores
columnat; (coni=1,...,n) expresados en términos de la base antigua

C=(t1 ta ts ... t)

Es muy facil comprobar que cada uno de los vectores t; se obtiene al aplicar la
matriz del cambio sobre la base de partida en la forma

tj:eiC'ij, i,jzl,...,n
por eso se define de esta forma la matriz del cambio C.

4. Si los vectores t; son linealmente independientes entonces C' es invertible, de
donde deducimos
ej :ti(Cfl)ij, Z,]: 1,...,71

donde C~* es la inversa de la matriz C (si los t; no son linealmente independien-
tes entonces no forman una base).

5. Sustituyendo esta ultima relacién en
v =ve; = @iti

encontramos finalmente las relaciones

v; = Cij0; ;= (C71)i0;

que indican como se relacionan las coordenadas de un vector expresadas en
dos bases distintas.

3.2.2. Aplicacion de cambios de base sobre aplicaciones lineales

De forma similar a como sucedia con los vectores, las aplicaciones lineales defini-
das sobre un espacio vectorial también se describen por medio de sus componentes
respecto de una base del espacio. En el caso de las aplicaciones lineales estas compo-
nentes forman una matriz, cuyas componentes son las coordenandas de los vectores
que resultan de aplicar la aplicacién lineal sobre cada uno de los vectores de la base
del espacio vectorial.

* ¢Como se calculan las componentes de una matriz respecto de la nueva
base?

A partir de las relaciones anteriores es muy sencillo deducir la regla de transformacion
de las aplicaciones lineales.

1. Supongamos una aplicacion lineal A, tal que aplicada sobre el vector u nos da
el vector v
Au=v
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2. Si escribimos esto en componentes respecto de la base de partida tendremos
Aij’u]‘ = V;

donde A;; es la matriz de la aplicacién lineal A en la base de partida. Suponemos
] .

que la matriz A;; es un dato que conocemos. Queremos calcular la forma de esta

matriz en la base nueva.

3. La matriz de A en la base nueva (vamos a denotarla por A,-j) cumplira una expre-
sidn andloga a la anterior pero con los vectores u y v referidos a la base nueva,
es decir A

Aijﬁj == f}l

4. Sustituyendo en esta ecuacion la regla de transformacién de los vectores dedu-

cimos directamente

Aj; = CipA(C7), Ay = (C™Y ARGy

Estas reglas indican cémo se transforman las componentes de una matriz al
aplicar un cambio de base. Esta es toda la teoria que tenemos que aplicar para
hacer los ejercicios del tema 3]

3.2.3. Funciones del Maxima que debemos aplicar

Las siguientes funciones del WXMAXIMA son algunas de las que tendremos que
emplear para hacer los ejercicios de este tema:

= Asignacion del valor B a la variable A A:B

Definicion de una funcion A que depende de x A(x) :=

Para crear una matriz matrix

Para invertir matrices invert

Producto de matrices .

Calculo de los autovectores de una matriz eigenvectors

Muy importante: Siempre que estemos trabajando con WXMAXIMA, cuando se
definen funciones mas o menos extensas es una buena idea emplear el coman-
do block, que nos permite definir variables locales dentro de esa funcion. Por
ejemplo, si calculamos una funcién que calcule integrales como

yz/abf(x)dx

una buena forma de hacerlo es por medio de la funcién block, definiendo la
variable = como una variable local.

Hacer las cosas de esta manera tiene muchisimas ventajas, en particular evita
muchos posibles errores, mejora el uso de la memoria y hace que los programas
sean mas claros.

Para ver como funcionan estos comandos se puede consultar la guia del WxMAXI-
MA.
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3.3. Problemas

3.3.1. Problemas propuestos
1. Escriba una funcién que aplique cambios de base sobre vectores.

= input: coordenadas del vector en la base estandar, vectores que forman la
nueva base.

= output: coordenadas del vector en la nueva base.
2. Escriba un programa que aplique cambios de base sobre matrices.

= input: coordenadas de la matriz correspondiente a una aplicacién lineal en
la base estandar, vectores que forman la nueva base.

= output: coordenadas de la matriz correspondiente a la aplicacion lineal en
la nueva base.

3. Invierta las anteriores relaciones para escribir una funcién que genere las com-
ponentes de vectores y matrices respecto de la base estandar a partir de sus
componentes respecto a una base arbitraria.

» input: coordenadas del vector o de la matriz respecto de una base arbitraria,
vectores que forman la base arbitraria respecto de la base estandar.

= output: coordenadas del vector o de la matriz en la base estandar.

3.3.2. Problemas resueltos

1. Dada una aplicacién lineal calcule sus autovalores y autovectores. Aplique las
funciones que ha definido en el apartado anterior para calcular la matriz corres-
pondiente a esa aplicacion lineal en la base formada por sus autovectores. ¢Se
encuentra el resultado que se esperaba?

2. A partir de la funcion para cambios de base realice un programa que calcule el
producto escalar de dos vectores expresados por medio de sus componentes
respecto de una base cualquiera.

Soluciones

Realmente mas que /as soluciones lo que vamos a exponer en estas notas son
unas posibles soluciones. En programacion suele haber muchas formas posibles de
hacer la misma cosa y dependiendo de qué es lo que se quiera optimizar resultara
mas conveniente una u otra. Lo mas habitual es que los programas de calculo estén
optimizados para velocidad, para que den la respuesta empleando el minimo tiempo
de calculo posible, o para memoria, para que puedan ejecutarse empleando el minimo
espacio de memoria posible. De todas formas hay otras posibilidades, por ejemplo
también es habitual optimizar un programa para velocidad pero teniendo en cuenta no
s6lo el tiempo de calculo, sino también el tiempo que nos lleva escribir y depurar el
codigo, lo cual nos llevara a escribir programas que optimizan la sencillez del codigo.
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Este ultimo es un poco el espiritu de los programas que incluimos a continuacién, que
desde luego no estan optimizados ni para velocidad ni para uso de memoria.

Para aprender a programar no hay nada mejor que resolver ejercicios concretos
y copiar (es decir, tomar como punto de partida) ejemplos ya hechos. A continuacion
incluimos sin mas el cédigo para los ejercicios del tema (3]

Nota: El procesador de textos empleado para escribir este documento es IATEX, para
incluir el codigo en MAXIMA que figura a continuacion se ha empleado el paquete
listings, la instruccion en IETEX para incluir el contenido del archivo
UD-1_listings/c-02/cambio_base_vector.mc es:
\1lstinputlisting[language=Maxima]{UD-1_listings/c-02/cambio_base_vector.mc}

Ejercicio 1

Dada una aplicacion lineal calcule sus autovalores y autovectores. Aplique las
funciones que ha definido en el apartado anterior para calcular la matriz corres-
pondiente a esa aplicacién lineal en la base formada por sus autovectores. ;Se
encuentra el resultado que se esperaba?

= En primer lugar vamos a definir una funcién (cambiobasevector) que aplica cam-
bios de base sobre vectores. A continuacion incluimos el contenido del archivo
cambio_base_vector.mc que contiene dicha funcién :

/% FUNCION "cambiobasevector".
Aplica cambios de base sobre vectores, dimensiones arbitrarias.

Input:
1: "basenueva" = lista de wvectores que forman la nueva base
2: '"wector" = wvector sobre el que vamos a aplicar el cambio de
base
Output:

componentes del vector en la nueva base */
cambiobasevector (basenueva, vector) := block( [A],

/% construimos la matriz del cambio de base y la guardamos en la
variable local 4 */

A : matrix(basenuevall]l),

for i : 2 thru length(basenueva) step 1 do A : addrow(A, basenueval

i),
A : transpose(4),

/¥ calculamos la inversa de la matriz del cambio de base */
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A : invert(4),
/% aplicamos esta matriz sobre el vector */
A . vector

)$

/* fin */

Como puede verse, en este listado hemos omitido la instruccion return al final
del conjunto de instrucciones que forman el contenido del comando block. Cuan-
do en una funcion definida por medio de block se omite la instruccién return,
la funcién retorna el output de la dltima instruccidén contenida en el block. En
general es una buena idea incluir la instruccion return al final, pero en funciones
sencillas como esta puede omitirse.

Para ver el funcionamiento de esta funcion se puede evaluar la instruccién
cambiobasevector([[0, 1, 0], [1, 0, 0],[0, 0, 111, [x, y, zl);,quede-
vuelve las coordenadas de un vector genérico (z,y, z) en términos de la base
{7,1,k}, es decir: (v, z, 2).

En este ejemplo también vemos una caracteristica interesante de los programas
de alto nivel como el Maxima: como puede verse la funcién que hemos definido
funciona para un niumero de dimensiones arbitrario y en ninguna parte hemos
tenido que decirle explicitamente cudl es la dimension del espacio vectorial en
el que estamos trabajado, sino que el propio programa deduce este valor del
nuamero de elementos que forman la base del espacio vectorial, que es una de
las variables que pasamos como input.

Los programas de calculo de alto nivel son muy faciles de usar porque mane-
jan objetos matematicos similares a los conceptos que manejamos nosotros, por
ejemplo, este programa admite como input una lista de vectores base y un vec-
tor, independientemente de las dimensiones que tengan. Por supuesto, aunque
la funcién admite como input cualquier lista de vectores que le pasemos, el pro-
grama solo funcionara bien cuando los datos que le demos sean coherentes,
es decir, si la lista de vectores base tiene n vectores todos ellos deberan tener
n componentes y deberan ser linealmente independientes, y el vector al que le
aplicamos el cambio también debera ser de n componentes, de lo contrario el
programa dara un error.

Los programas de bajo nivel (como el C) son mucho mas potentes, pero son
algo mas complicados de usar ya que no manejan este tipo de objetos, sino
que manejan objetos mas proximos a los que maneja el procesador (en ultima
instancia direciones de memoria que tienen asignados valores binarios), de todas
formas ése es el tema de la segunda parte de la asignatura.

Respecto al tema de la optimizacion es importante darse cuenta de que esta fun-
cion construye e invierte la matriz del cambio de base cada vez que se ejecuta.
Invertir una matriz es computacionalmente costoso si la dimension es alta, por
tanto esta funcion esta bien si queremos aplicar el cambio s6lo a un vector, pero
si lo que queremos se aplicar el cambio de base sobre muchos vectores, en lugar
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de aplicar muchas veces esta funcién lo que habria que hacer es modificarla de
tal forma que acepte como segundo argumento no a un Unico vector, sino a toda
la coleccién de vectores a los que queremos aplicar el cambio de base.

= A continuacién definimos la funciéon cambiobasematriz, que aplica cambios de
base sobre matrices. Listado del archivo cambio_base_matriz.mc que contiene
dicha funcion:

/% FUNCION "cambiobasematriz"
Aplica cambios de base sobre aplicaciones lineales

Input:

1: "basenueva'" = lista de wvectores que forman la nueva base

2: "M" = matriz sobre la que vamos a aplicar el cambio de base
Output:

componentes de la matriz M en la nueva base */
cambiobasematriz(basenueva, M) := block( [A, B],

/* construimos la matriz del cambio de base y la guardamos en la
variable local 4 */

A : matrix(basenuevall]),

for i : 2 thru length(basenueva) step 1 do A : addrow(A, basenueval

il),
A : transpose(A),

/* guardamos la inversa de la matriz del cambio de base en la
variable local B */

B : invert(A),

/% aplicamos el cambio de base sobre M */

B. (M. A
)$
/* fin */

Igual que antes, esta funcion construye la matriz del cambio y la invierte cada vez
que se ejecuta, de modo que no es practico para emplearlo sobre una coleccion
de matrices.

= Una vez hecho esto es muy facil hacer un programa que deshaga el cambio
de base. Listado del archivo cambio_base_invertir.mc que contiene dicha las
funciones cambiobasevectorml y cambiobasematrizmi:

/% FUNCION "cambiobasevectorml"
Deshace cambros de base sobre vectores
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Input:
1: "basenueva" = lista de vectores que forman la nueva base
2: "VN" = coordenadas del vector en la base nueva

Output:

coordenadas del vector en la base vieja */
cambiobasevectorml (basenueva, vector) := block( [A],

/* construimos la matriz del cambto de base y la guardamos en la
variable local 4 */

A : matrix(basenuevall]l),

for i : 2 thru length(basenueva) step 1 do A : addrow(A, basenueval

i),
A : transpose(4d),
/% aplicamos esta matriz sobre el vector */
A . vector
)$

/% FUNCION "cambiobasematrizml"
Deshace cambros de base sobre matrices

Input:
1: "basenueva'" = lista de vectores que forman la nueva base
2: "MN" = coordenadas de la matriz en la base nueva

Output:

coordenadas de la matriz en la base vieja */
cambiobasematrizmil(basenueva, MN) := block( [A, B],

/* construimos la matriz del cambto de base y la guardamos en la
variable local 4 */

A : matrix(basenuevall]),

for i : 2 thru length(basenueva) step 1 do A : addrow(A, basenueval

il),
A : transpose(A),

/* guardamos la inversa de la matriz del cambio de base en la
vartiable local B */

B : invert(A),
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/* aplicamos la inversa del cambio de base sobre MN */
A . (MN . B)

)$

/* fin */

» Para terminar el ejercicio 1 sélo nos queda escribir un programa que extraiga la
lista de autovectores de una matriz. La funcién eigenvectors del maxima pro-
porciona como segundo argumento del output una lista cuyos elementos son la
lista de los autovectores correspondientes a cada uno de los autovalores de la
matriz. Lo que necesitamos es sencillamente una lista de autovectores, y una
posible forma de construirla a partir del output generado por eigenvectors es la
siguiente funcion eigenvectorlist:

/* FUNCION "eigenvectorlist"
Proporciona la lista de autovectores de una matriz
Input:
"M" = matriz
Output:
"EL" lista de autovectores */

eigenvectorlist(M) := block( [A, dimM, numV],

/% astgnamos a la variable local dimM la dimenstionalidad del
espacio vectorial */

dimM : length(M),

/* calculamos los autovectores y los guardamos en la variable
local 4 */

A : eigenvectors(M) [2],

/* construimos una lista plana con las coordenadas de los
autovectores */

A : flatten(A),

/% Para que la matriz sea diagonalizable es necesario que haya
tantos autovectores
como indica la dimensionalidad del espacio, pero eso no siempre
ocurre.
Guardamos en la wariable local numlV el cardinal del conjuto de
autovectores. */

numV : length(A) / dimM,





3.3. PROBLEMAS 3-21

/* asignamos estas coordenadas a una lista de numlV vectores de
dimM componentes */

makelist (
makelist (
AL dimM * i + j 1
, 3§, 1, dimM)
, 1, 0, numV - 1)
)$

/* fin */

= Una vez que hemos programado estas funciones, para hacer el ejercicio 1 basta
con cargarlas desde una sesion de wxMaxima y llamarlas en el orden adecuado:

kill(all);

path : ".../Fisica-Computacional-1/Maxima/Problemas/";
batchload(concat (path, "Algebra/cambio_base_vector.mc"));
batchload(concat(path,"Algebra/cambio_base_matriz.mc"));
batchload(concat(path,"Algebra/cambio_base_invertir.mc"));
batchload(concat(path,"Algebra/eigenvector_list.mc"));

Ahora introduzca una matriz A a modo de ejemplo, para calcular la forma de A
en la base formada por sus autovectores basta con hacer:

bn : eigenvectorlist(A);
AN : expand(cambiobasematriz(bn,A));

* ¢ Se obtiene el resultado esperado?

Dependiendo de si la matriz A que introduzcamos arriba es diagonalizable o no
esta funcion nos dard, o bien una matriz diagonal cuyos elementos no nulos son los
autovalores de A, o bien un error. En la introduccién al curso comentabamos que en
computacién lo mas importante es saber qué es lo que estamos haciendo, por tanto,
antes de ejecutar las instrucciones de arriba deberiamos saber si lo que le estamos
pidiendo al MAXIMA es posible o no. En la asignatura de algebra se estudian los cri-
terios que permiten saber (muy facilmente) si una matriz se puede diagonalizar o no,
para las matrices no diagonalizables lo que se puede calcular es la forma condnica de
Jordan, algo que también puede programarse en MAXIMA.
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Ejercicio 2

A partir de la funcién para cambios de base realice un programa que calcule
el producto escalar de dos vectores expresados por medio de sus componentes
respecto de una base cualquiera.

Realmente la forma mas seria de calcular productos escalares en cualquier base
es calculando previamente el tensor métrico, dado por los productos de los vectores
base de la base nueva (¢;; = t; - t;), lo que nos llevaria a calcular el producto escalar
en términos de la base nueva como u - v = g;;u,;0; (donde se aplica el convenio de
suma de Einstein para los indices i y j).

De todas formas, una manera inmediata de hacer este ejercicio a partir de las fun-
ciones que se pedia programar en este tema es usar la funcion que hemos definido
antes para deshacer cambios de base, que nos proporciona las componentes de los
vectores en la base estandar, y posteriormente aplicar la férmula habitual para el pro-
ducto escalar:

productoescalarBA(basel,V1,base2,V2) :=cambiobasevectorml(basel,V1).
cambiobasevectorml (base2,V2)$






Tema 4

Calculo con funciones de una variable

Para el estudio de este tema familiaricese con los comandos empleados en MA-
XIMA para todas las operaciones habituales en calculo con funciones de una variable,
en particular las siguientes: limites, derivadas, integrales (definidas e indefinidas) y
desarrollos en serie de Taylor:

m Para calcular limites:

e Limites bien definidos: 1imit (expresién, variable, valor)

e Limites laterales: 1imit (expresidn, variable, valor, direccidn)
= Para calcular derivadas:

e Primera derivada: diff (expresién, variable)
e Derivadas de orden superior: diff (expresidén, variable, orden)

e Derivadas parciales de orden arbitrario diff (expresién, variablel, ordenl,
variable2, orden2, ..., variablen, ordenn)

m Para calcular integrales:

¢ Integral indefinida (primitiva): integrate (expresidén, variable)

¢ Integral definida: integrate (expresidén, variable, limite inferior, limite
superior)

e Célculo numérico de una integral definida: quad_qag
m Para calcular desarrollos en serie de Taylor:

e taylor(expresidn, variable, punto en torno al que desarrollamos, orden)

4.1. Problemas resueltos

1. Realice un programa que proporcione los desarrollos en serie de Taylor sucesi-
vos de una funcién desde orden cero hasta un orden n arbitrario.

» input: La funcién a desarrollar, el punto en torno al que desarrollamos y el
orden maximo n.

= output: La lista de desarrollos en serie de Taylor correspondiente.

4-1
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Soluciones

Ejercicio 1

Realice un programa que proporcione los desarrollos en serie de Taylor sucesi-
vos de una funcién desde orden cero hasta un orden n arbitrario

En la mayoria de los problemas de esta parte del curso no vamos a insistir demasia-
do en la cuestion de la optimizacion, pero en este problema haremos una excepcion.
La forma mas inmediata de hacer este ejercicio seria hacer una funcion que llamase a
la funcién taylor(f, =, x9, n) sucesivamente para valores del orden del desarrollo
n entre n = 0y el orden maximo que se desee calcular. A pesar de ser totalmente
ineficiente, ya que estamos repitiendo el mismo célculo muchas veces, eso daria la
respuesta correcta. Para hacerlo de esa forma sencillamente hariamos:

taylorlistineficiente(f, x, x0, orden) := makelist( taylor(f, x, x0, i),
i, 0, orden, 1);

Esta forma de hacerlo es poco recomendable si queremos evaluar estos desarro-
llos hasta un orden muy alto, o si la funcidén sobre la que vamos a operar es dificil de
evaluar. Por ejemplo, supongamos que la funcion f(z) cuyo desarrollo queremos co-
nocer no es una funcién conocida en términos de una expresién matematica cerrada,
sino que so6lo podemos conocer los valores que esta funcién, o sus derivadas, toman
para valores numéricos concretos de la variable, y supongamos que cada una de esas
evaluaciones numéricas es muy costosa computacionalmente (p. ej. porque involucra
resolver numéricamente un conjunto de ecuaciones trascendentes). En ese caso ha-
riamos el programa intentando minimizar el nimero de evaluaciones de la funcién f(x)
0 sus derivadas.

Es obvio que para calcular el listado de desarrollos pedidos de una forma eficiente
basta con calcular el desarrollo de orden mas alto una sola vez. Una posible forma
de hacer eso es como se muestra en la funcién taylor_list, cuyo listado incluimos a
continuacion. Listado del archivo taylor_list.mc:

/* FUNCION "taylorlist"
Calcula la lista de desarrollos en serie de Taylor desde orden 0 hasta
un orden dado

Input:
1: f = func. de una variable cuyo desarrollo se wva a calcular
2: T = variable
3: z0 = punto en torno al que desarrollamos

4: n = orden del desarrollo
Output:
lista de desarrollos de f(z) en serie de potencias de (z - z0) desde
orden 0 hasta orden n */

taylorlist(f, x, x0, n) := block( [TL, aux],
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/% astgnamos la func. f a la vartable auziliar aux */

aux : f,

/% definimos la variable auziliar TL como una lista de un solo elemento
, dado por

el primer elemento del desarrollo en serie de f(z) (es decir, f(z0))

*/
TL : [ subst(x0, x, aux) 1,

/* en este bucle vamos evaluando los sucesivos elementos del desarrollo
y los wvamos

incluyendo en la lista TL como elementos adicionales mediante el
comando append */

for i : 1 thru n step 1 do (

/% wamos calculando sucesivamente las derivadas de orden desde 1
hasta n */

aux : diff(aux,x),

/* cada una de estas dertvadas evaluadas en z = z0 y multiplicadas
por
(1/31)*(z - z0) "1
nos proporciona el elemento siguiente del desarrollo
construtmos la lista de desarrollos pedida annadiendo al
desarrollo anterior

el desarrollo siguiente, dado por el anterior mas el nuevo
elemento */
TL : append( TL, [ TL[i] + (1/i!) * subst(x0, x, aux) * (x - x0)~i ] )

), /* fin del bucle */

TL

)$

/* fin */






Tema b5
Visualizacion

Para el estudio de este tema familiaricese con el uso del wxMAXIMA para repre-
sentaciones graficas en dos y tres dimensiones.

= Representaciones graficas:

e Graficas en 2D: plot2d(expresidn, [variable, limite inferior, limite
superior], opciones). Por ejemplo: plot2d(sin(x), [x,-%pi, hpil).

e Graficas en 3D: plot3d(expresién, [variablel, 1im. inferior 1, lim.
superiorl], [variable2, lim. inferiorl, 1lim. superiorl], opciones).
Por ejemplo: plot3d(sin(x~2+y~2), [x,- %pi, %pil, [y, - %pi, %pil).

e Cada uno de estos comandos tiene multitud de opciones para representar
gréaficas de distintos tipos. Consulte la ayuda del WxMAXIMA para explorar
las posibilidades de estos comandos.

Los comandos plot2d y plot3d del MAXIMA funcionan bien, pero tienen el inconve-
niente de no permitirnos la visualizacion simultanea de varias graficas distintas, ya que
al usar estos comandos cualquier grafica que hagamos se representara en una unica
ventana, ocupando el sitio de cualquier grafica que hayamos visualizado previamente.
Para resolver este problema una posibilidad es guardar los resultados en un archivo
antes de llamar a plot2d o0 plot3d para realizar la grafica siguiente. Otra alternativa
es emplear los comandos wxplot2d y wxplot3d del WXMAXIMA. Estos comandos en
lugar de emplear una ventana Unica para todas las representaciones graficas, generan
una ventana nueva (integrada) con cada nueva representacién grafica que hagamos,
lo que nos permite la visualizacién simultanea de todas las graficas que hayamos ge-
nerado en una sesién, sin necesidad de guardarlas en archivos. De todas formas, en
muchos casos querremos incluir las graficas generadas en una sesion de calculo en
algun documento sin pérdida de calidad de la imagen, para ello es fundamental sa-
ber cdmo guardar gréaficas en archivos, para poder importarlas posteriormente con el
procesador de textos que estemos usando.

5.1. Problemas resueltos

1. Emplee la funcién plot2d () para visualizar en una grafica una funcion y sus co-
rrespondientes desarrollos en serie de Taylor en torno a un punto dado a orden
cada vez superior (por ejemplo puede considerar la funcion sin(x) y sus desarro-
llos sucesivos para n entre 0 y 10).

5-1
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Soluciones

Ejercicio 1

Emplee la funcién plot2d para visualizar en una grafica una funcién y sus co-
rrespondientes desarrollos en serie de Taylor en torno a un punto dado a orden
cada vez superior (por ejemplo puede considerar la funcion sin x y sus desarrollos
sucesivos para n entre 0y 10).

Lo mas inmediato para este ejercicio es usar directamente la funcion plot2d del
WXMAXIMA. En lugar de la funciéon que se sugiere en el enunciado vamos a tomar
como ejemplo la funcion sin z + cos z, y hacemos su desarrollo en torno a = = 0 hasta
orden entre n = 0 y n = 10. Para ello en primer lugar cargamos la funcién definida en
el ejercicio anterior dentro de una sesién con WXMAXIMA:

kill(all);
path : ".../Fisica-Computacional-1/Maxima/";
batchload(concat(path,"taylor_list.mc"));

posteriormente hacemos:

f(x) := sin(x) + cos(x);
orden : 10%
aux : taylorlist(f(x),x,0,orden)$

Estamos interesados en ver estos resultados en un cierto entorno alrededor de
x = 0 (pongamos el intervalo [—2r,27]). Para no tener que escribir [x, -2*%pi,
2% %pil muchas veces, asignamos ese dato a una variable (dominiox) y sencillamente
le pedimos al WXMAXIMA que haga la representacion grafica de aux:

dominiox : [x, -2*Y%pi, 2*%pil;
plot2d(aux, dominiox);

Si hacemos esto obtenemos una grafica en la que realmente no podemos ver el
grado de aproximacién de los desarrollos en serie de Taylor. Los desarrollos en se-
rie de Taylor son precisos en un cierto entorno alrededor del punto respecto al que
desarrollamos (z = 0 en este caso), pero una vez nos salimos de ese entorno crecen
de manera muy rapida, alejandose de la funcién que queremos aproximar. Para poder
ver algo tenemos que decirle al WXMAXIMA que queremos ver los resultados limitando
el rango de ordenadas de la gréfica al conjunto de valores de y en el que varia f(x)
cuando z toma valores en el intervalo de interés (en este caso dominiox). Definimos
entonces el rango de valores de y en el que queremos ver la gréafica y le volvemos a
pedir a WXMAXIMA que nos muestre los resultados:

dominioy : [y,-2,2];
plot2d(aux, dominiox, dominioy);

Ahora ya se ve por donde van los desarrollos en serie de Taylor en la inmediata
vecindad del punto de interés (z = 0), y el WXMAXIMA nos informa que “algunos valo-
res han sido cortados”, es decir, caen fuera de la ventana dominiox x dominioy que
estamos representando.
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El siguiente problema que vemos en esta gréafica es que la informacién de qué fun-
cién corresponde a cada linea ocupa demasiado espacio. Para evitar esto le pedimos
al WxMAXIMA que en lugar de indicar la funcién completa que corresponde a cada
color nos indique sélo el orden del desarrollo correspondiente. Como la lista aux con-
tiene los desarrollos de orden n = 0 hasta orden n = 10, para que el WXMAXIMA sélo
escriba el orden correspondiente lo indicamos mediante la opcion legend de la funcién
plot2d:

plot2d(aux, dominiox, dominioy, [legend, makelist(i - 1, i, 1, length(aux

), D1);

Como puede verse le pasamos a la opcion legend una lista de valores que van desde
0, hasta length(aux) - 1, (el ultimo 1 indica que queremos esa lista a intervalos de
1), dado que el primer elemento de aux contiene el desarrollo de orden 0, el segundo
elemento el de orden 1, y asi sucesivamente.

Ahora ya se ve bastante claro por donde va cada desarrollo. Lo Unico que falta es
incluir la funcién f(z), ya que el enunciado pide representar esa funcion con todos los
desarrollos. Para ello por medio de la funcion append del WXMAXIMA construimos una
lista de funciones cuyo primer elemento es f(z) y cuyos restantes elementos sean
los desarrollos definidos en aux. Analogamente empleamos la funcién append para
generar la lista de “nombres” que queremos que aparezcan en la grafica, de tal forma
que para la funcién f(z) aparezca la propia funcién y para cada uno de los elementos
de aux aparezca el valor del orden correspondiente.

plot2d(

append( [f(x)], aux ), dominiox, dominioy,

[legend, append([f(x)], makelist(i-1, i, 1, length(aux), 1))]
);

La siguiente mejora que se nos ocurre es que nos gustaria que la funcion exacta
f(z) apareciese més destacada sobre los desarrollos en serie de Taylor. Por ejemplo,
podriamos pintar la grafica de f(x) con un grosor de linea mayor (pongamos 4). Para
indicar el grosor de linea que queremos empleamos la opcion style de la funcién
plot2d, y volvemos a emplear append para generar la lista completa de estilos que
queremos para generar la grafica final, con grosor 4 para f(z) y grosor 1 para los
desarrollos:

plot2d(
append( [f(x)], aux), dominiox, dominioy,
[legend, append([f(x)], makelist(i-1, i, 1, length(aux), 1))],
append( [stylel, [[lines, 4]], makelist([lines, 1], i, 1, length(
aux), 1) )
);

Una vez hemos visto como representar f(z) junto a sus desarrollos podemos de-
finir una funcién (vertaylorlist) que haga todo este trabajo para poder usarla pos-
teriormente. Incluimos a continuacion el listado del archivo ver_taylor_list.mc que
contiene las funciones vertaylorlist y vertaylorlistsave:

/* FUNCION "vertaylorlist"
Realiza la gr\’afica de una funcil’on junto con sus desarrollos en
serie de
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Taylor en torno a un punto hasta un orden dado, generados con
taylorlist
Input:
f = la funci\’on a estudiar
z = vartable respecto de la que se hace el desarrollo
z0 = punto en torno al que desarrollamos
n = orden m\’azimo del desarrollo
zmin, zmax = valores m{\’\i}nimo y m\’azimo de = a considerar en la
gr\’afica
ymin, ymaz = valores m{\’\i}nimo y m\’azimo de y a considerar en la
gr\’afica
Output:
gr\’afica de f(z) junto a sus desarrollos */

vertaylorlist(f, x, x0, n, xmin, xmax, ymin, ymax) := block( [aux,
dominiox, dominioy],

aux : taylorlist( f, x, 0, n),

dominiox : [x, xmin, xmax],

dominioy : [y, ymin, ymax],

plot2d( append( [f], aux ), dominiox, dominioy,

append( [legend, string(f)], makelist(string(i-1), i, 1, length(aux)
, 1)),

append( [stylel, [[lines, 4]], makelist( [lines, 1], i, 1, length(
aux), 1) )

)$

/% FUNCION "vertaylorlistsave"
Definimos la misma funci|’on con el argumento adicional "filename"
para guardar el resultado en
un archivo con formato eps.

*/

vertaylorlistsave(f, x, x0, n, xmin, xmax, ymin, ymax, filename) := block
( [aux, dominiox, dominioy],

aux : taylorlist( f, x, 0, n),

dominiox : [x, xmin, xmax],
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dominioy : [y, ymin, ymax],
plot2d( append( [f], aux ), dominiox, dominioy,

append( [legend, string(f)], makelist(string(i-1), i, 1, length(aux)
, 1),

append( [stylel, [[lines, 4]], makelist( [lines, 1], i, 1, length(
aux), 1) ),

[ps_file, filename]

)$

Una vez definida esta funcién podemos experimentar muy facilmente cémo fun-
cionan los desarrollos en serie de Taylor, probando con distintas funciones y distintos
ordenes maximos. A todo esto, hemos supuesto en todo momento que la funcion f(x)
era analitica, si no es asi los desarrollos en serie de Taylor no convergen a f(z). En
particular, si f(z) tiene una singularidad en el punto en que desarrollamos al intentar
calcular el desarrollo el WXMAXIMA nos dard un error. Una vez mas, para usar ordena-
dores de una manera eficiente lo mejor es saber qué es lo que estamos haciendo en
todo momento.

Ademas de la funcion vertaylorlist, en el archivo ver_taylor_list.mc hemos
definido la funcién vertaylorlistsave, que hace exactamente lo mismo, pero en lugar
de mostrar el resultado en la pantalla lo guarda en un archivo con formato eps. El
argumento adicional de la funcion vertaylorlistsave es precisamente el nombre del
archivo donde queremos guardar la grafica, este argumento debe ser una “cadena de
caracteres” (un string). Por ejemplo, se puede probar lo siguiente:

vertaylorlist( log(1+x), x, 0, 5, 0, 3, -0.5, 2 );
vertaylorlistsave( log(1+x), x, 0, 5, 0, 3, -0.5, 2, "figura-1.eps" );

Hemos escogido el formato .eps (encapsulated postscript) porque es el mas ha-
bitual cuando se trabaja en IATEX. La principal ventaja del .eps es que es un formato
vectorial, de modo que la calidad es muy alta y ocupa muy poco, aparte de ser estan-
dar y gratuito.
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Problemas del Tema 4

Vamos a aprovechar los ejercicios del Tema 4 para introducir algunos conceptos de probabilidad,
que sin duda alguna seran utiles en el futuro. Supongamos que el resultado de un experimento
viene descrito por una variable aleatoria x, cuyos valores posibles son x; con ¢ = 1,2,3,..., N. La
probabilidad de obtener cada uno de estos resultados posibles viene dada por un nimero positivo
P(x;), definido por el limite cuando el experimento se realiza un gran nimero de veces del cociente
entre el namero de veces que obtendremos cada resultado z;, dividido por el niumero total de veces
que se realiza en el experimento: es decir

# veces que obtenemos x;

P(x;) = lim
n— o0 n
siendo n el niimero de veces que se realiza el experimento. En otras palabras, la probabilidad de z;
es el namero de casos favorables dividido por el namero de casos posibles. La funcion P(z;) es la
funcién de probabilidad, y debe cumplir:

P(J}z) Z 0, P(.%‘z) § 1

N

> Pla) =1

i=1
La primera condicién expresa que la probabilidad de un suceso no puede ser menor que cero (pro-
babilidad cero implica que el suceso es imposible) ni mayor que la unidad (probabilidad 1 implica
certeza absoluta) y la segunda que la probabilidad de todo el conjunto de sucesos posibles es la
unidad.

Uno de los conceptos mas empleados en fisica en relacién a variables aleatorias y probabilidad
es el de walor medio. Si repetimos el experimento un ndamero n elevado de veces, ;qué valor de
x obtendremos en promedio? En principio cada uno de los resultados x; se obtendrd un nimero
nP(z;) de veces (por definicion esto es lo que encontraremos el el limite n — oo), de modo que el
valor promedio que obtendremos estd dado por

N
(z) = Z winP (i) _ Z%P(xi)
i—1

- n
=1

De manera analoga a como se calcula el promedio de z podemos calcular el promedio de cualquier
funcion de la variable = (p. €j. el promedio de una funcién cualquiera h(x)), por medio de





en particular podemos calcular los promedios de todas las potencias positivas de x

N
<a:k> :meP(xi), k=1,2,3,...
i=1

El promedio de <a:k> se suele definir como momento de orden k de z, y se suele denotar por ug.

Una vez que sabemos calcular promedios de cualquier funcién, podemos aplicar esta definicién
para calcular la distancia promedio entre el resultado de una medida y el resultado promedio. Si
el resultado de una medida es z;, la diferencia entre este resultado y el promedio es z; — (x), el
promedio de esta diferencia no es una medidad significativa de “la distancia promedio al promedio”
va que puede haber cancelaciéon de valores negativos y positivos de esta diferencia. La forma correcta
de estimar dicha distancia es calculando el valor promedio de la distancia al cuadrado

0? = ((xi — («))°)

que puede comprobarse muy facilmente que esta dada por
0% = g — 113

Este resultado se suele definir como desviacion cuadrdtica media o varianza. A partir de este re-
sultado la distancia promedio entre el resultado de una medida y el resultado promedio se estima
por medio de o = Vo2, y se suele definir como desviacion estdndar. De forma que si la desviacion
estandar de nuestra funcién de probabilidad es pequena sabemos que es muy probable que el resul-
tado de una medida individual sea préximo al promedio, mientras que si o es grande esto no tiene
porqué cumplirse.

En particular, la desigualdad de Chebyshev muestra que la probabilidad de que nuestro resultado
caiga fuera de un entorno de amplitud mo centrado en el promedio esta dada por

b

Pz - (@) 2 mo) < —.

v por tanto disminuye rapidamente si m aumenta.

Hasta ahora s6lo hemos considerado variables aleatorias discretas, es decir, variables que sélo
pueden tomar valores en un conjunto discreto (p. €j. un subconjunto de los nimeros naturales). Si
nuestra variable z puede tomar valores en un conjunto continuo (p. ej. en un intervalo [a,b] de la
recta real), entonces la probabilidad por unidad de z se define como densidad de probabilidad f(z),
de tal forma que la probabilidad de que obtengamos un resultado en el intervalo [z, z + dx] esta
dada por

Plz,z + dz] = f(x)dz

Si la variable continua x puede tomar valores en el intervalo [a,b] de la recta real, entonces la
densidad de probabilidad f(z) debe cumplir (ademés de ser positiva) la condiciéon de normalizacion

/abf(w)d:czl.

Todos los conceptos introducidos antes para wvariables discretas se aplican directamente al caso
de variables continuas, 1o Gnico que cambia (un poco) es la forma de hacer los célculos. De tal forma
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que en el caso de una variable aleatoria x con densidad de probabilidad f(z), que puede tomar
valores en el intervalo [a, b] de la recta real, el promedio esta dado por

(z) = /abxf(:z:) dx

los momentos de la funcién de densidad de probabilidad estan dados por

b
uk—<xk>—/$kf(x)dx, k=1,2,3,...
a
y la desviacion estandar o se calcula como Vo2, donde la varianza esta dada por
o? = (@~ (@))*) = 2 - 1}

Para verificar la dltima igualdad de forma répida tenga en cuenta que la operaciéon “calcular el
promedio” es una operacion lineal ((ah(x) + bg(z)) = a (h(x)) + b (g(x))).

Por altimo, en el caso de las funciones de probabilidad continuas aparece un problema interesante
que no se daba en el caso de variables discretas:

* Dada la funcion de probabilidad f(z) y el cambio de variable y = y(z) jcual es la funciéon de
densidad de probabilidad (g(y)) en términos de la variable y?

Para hallar esta funcién de densidad de probabilidad en términos de y sencillamente partimos
de la probilidad de obtener un resultado en el entorno diferencial [z, x + dz|, dada por

dP = f(x)dx
El cambio de variable z — y = y(z) debe ser invertible, es decir, debe existir el cambio inverso
y — = = z(y). Andlogamente el elemento diferencial dz se puede poner como dz = dflg/y) dy, lo que
nos lleva a dx(y)
Y
dP = d
Flatw) 2 dy

identificando este resultado con ¢(y)dy obtenemos la regla para aplicar cambios de variable a fun-
ciones de densidad de probabilidad:

Ejercicio 1
Escriba una funcién en Maxima que calcule valores promedio de variables aleatorias discretas

mput: e Funcién de probabilidad de la variable discreta.

e Conjunto de valores posibles de la variable discreta.

utput: e Promedio.
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Ejercicio 2

Escriba una funcién en Maxima que calcule la desviacion estandar de variables aleatorias
discretas

mput: e Funcién de probabilidad de la variable discreta.

e Conjunto de valores posibles de la variable discreta.

utput: e Desviacion estandar.

Ejercicio 3

Escriba una funcién en Maxima que calcule el valor promedio de una variable aleatoria
continua

input: e Funcién de densidad de probabilidad de la variable continua.

e Intervalo de la recta real donde puede tomas valores la variable continua.

putput: e Promedio.

Ejercicio 4

Escriba una funciéon en Maxima que calcule la desviacion estandar de una variable aleatoria
continua

mput: e Funcién de densidad de probabilidad de la variable continua.

e Intervalo de la recta real donde puede tomas valores la variable continua.

utput: e Desviacién estandar.
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Problemas del Tema 4

Ejercicio 1
Escriba una funcién en Maxima que calcule valores promedio de variables aleatorias discretas

input: e Funcién de probabilidad de la variable discreta.

e Conjunto de valores posibles de la variable discreta.

putput: e Promedio.

Ejercicio 2

Escriba una funcién en Maxima que calcule la desviacion estandar de variables aleatorias
discretas

mnput: e Funcién de probabilidad de la variable discreta.

e Conjunto de valores posibles de la variable discreta.

putput: e Desviacion estandar.

Para resolver los dos primeros ejercicios lo mas sencillo es definir una funcién que nos calcule el
momento de orden k de una variable discreta. Esto es lo que hace la funcién momentosvardis(prob,
valoresx, k), donde prob es la funcién de probabilidad, valoresx es la lista de posibles valores
de la variable discreta x y k el orden del momento que vamos a calcular.

/*
Funcion momentosvardis: Calcula el momento de orden k de la wariable discreta z con
valores posibles dados por wvaloresx, con probabilidades dadas por la func. prob.
*/
momentosvardis(prob, valoresx, k) := block( [px, xk],

/* Probabilidades de cada uno de los valores posibles de la variable discreta z %/
px : makelist(subst(valoresx[i], x, prob), i, 1, length(valoresx), 1),

/* Lista de valores de z"k x/





xk : valoresx "k,
/*  Calculamos el momento de orden k =/

px . xk
)8

/%  Fin =/

Una vez definida la funcién que nos genera los momentos, la funcién que nos calcula el promedio
puede definirse como

promediovardis (prob, valoresx) momentosvardis (prob, valoresx, 1)$

En la anterior definicién se ha dado por hecho que la funcién de probabilidad prob esta debi-
damente normalizada, es decir, que su momento de orden 0 es la unidad. Si esto no fuera asi una
forma de normalizar la funcién de probabilidad prob es redefinirla dividiéndola por su momento de
orden 0: prob = prob/up. En cuyo caso, para calcular el promedio tendriamos que hacer

promediovardis(prob, valoresx ):=momentosvardis(prob,valoresx ,1)/ momentosvardis(prob, valoresx ,0)$
En el caso de una funcién de probabilidad debidamente normalizada (o = 1) la desviacion

estdndar estd dada por (ug — u%)l/ 2. Si la funcién no estd normalizada la re-definimos dividien-
do por el valor de pg, de forma que en general la desviaciéon estidndar se puede calcular como

1/2 . : . . . .
(Mg Juo — p3/ u%) 2 A partir de las funciones anteriores es muy sencillo definir una funcién que nos
calcule esta desviacion estandar:

desvstdrvardis (prob, valoresx) := sqrt(
momentosvardis{prob,valoresx ,2)/ momentosvardis(prob,valoresx ,0) — promediovardis{prob,valoresx)~2
)$

Ejercicio 3

Escriba una funcion en Maxima que calcule el valor promedio de una variable aleatoria
continua

input: e Funcién de densidad de probabilidad de la variable continua.

e Intervalo de la recta real donde puede tomas valores la variable continua.

putput: e Promedio.

Ejercicio 4

Escriba una funcién en Maxima que calcule la desviacién estandar de una variable aleatoria
continua

mput: e Funcién de densidad de probabilidad de la variable continua.

e Intervalo de la recta real donde puede tomas valores la variable continua.

Programacién con Maximay; Dept. Fisica Matematica y de Fluidos UNED curso 2011/2012





utput: e Desviacién estandar.

Para los ejercicios 3 y 4 definimos una funcién que nos calcule los momentos de una variable
aleatoria continua, descrita por por la funcién de densidad de probabilidad f(x), sobre el intervalo
[a,b] = intervalox de la recta real.

/*
Funcion momentosvarcon: Calcula el momento de orden k de la wariable continua z
definida sobre el intervalo intervalox , con probabilidades dadas por la func. de
densidad de probabilidad f.

*/

momentosvarcon(f, x, intervalox, k) := integrate(f * x"k, x, intervalox|[1], intervalox[2])$

/%  Fin =/

En esta definicién hemos dado por hecho que los valores dados en intervalox estan ordenados,
y también que la integral correspondiente puede calcularse de manera analitica. Una vez definida
esta funcién el promedio y la variacién estandar pueden calcularse como

promediovarcon(f,x,intvx):=momentosvarcon(f ,x,intvx ,1l)/ momentosvarcon(f,x,intvx ,0)$

desvstdrvarcon (f,x,intvx) := sqrt(
momentosvarcon(f,x,intvx ,2)/ momentosvarcon(f,x,intvx ,0) — promediovarcon(f,x,intvx)~2
)8

donde hemos conservado el factor de normalizacion 1/py para aquellos casos en los que la funcion
de densidad de probabilidad suministrada no esté normalizada.
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