Tema 1.3 Subespacios. Operaciones con subespacios.
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Subespacios vectoriales

Sea V EV sobre el cuerpo K. Un subconjunto ) #S C V es un subespacio vectorial de V

si tiene estructura de espacio vectorial con las mismas operaciones de suma y multiplicacién por
escalares que V.

Caracterizacion 1.

Un subconjunto ) # S C V es un subespacio vectorial de V <
QViveS=uid+VveS.
@QVieSVaeK=a-ueS.

Caracterizacion 2.

() #S C V es un subespacio vectorial de V <

Y i, vESVa bEK:>a i+b-veS
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@ R? es EV y los subespacios del plano son las rectas que pasan por (0,0).

5:{\7:<;) GRQ:y—|—2X:O}.

e R3 es EV y los subespacios del espacio son las rectas y los planos que pasan por

(0,0,0).
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Dimension del subespacio
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

Sea C = {iA,..., Uy} un conjunto de vectores de V. Se define el subespacio generado por
C como

LICO)={V=caly+-+cpllp: c1,...,cn € K}

Teorema 1
L(C) es subespacio de V.

Se dice que C = {i,..., Uy} es un sistema generador del subespacio Ssi S = £(C).
Dos sistemas de vectores C; y G, son equivalentes si £(G) = L(5).

Proposicion 1

Dos sistemas de vectores C; y C, son equivalentes < todo vector de Cy pertenece a L( () y
todo vector de C pertenece a L(Cy).




Sea C un sistema de vectores dado. Se obtienen sistemas equivalentes:
@ Si se afiaden o quitan a C vectores que son combinacién lineal de vectores de C.

@ Si se suma a un vector de C una combinacidn lineal de vectores de C.

{(5) () B () ) =mene
-

%
L.
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Ecuaciones paramétricas de un subespacio

Sea V un EV sobre el cuerpo K de dimensién ny B = {i1,...,u,} una base.
Sea S un subespacio de V de dimensién k < ny sea Bs = {w,..., W} una base de S.
Los vectores w; se expresan en coordenadas respecto a la base B de V:

Si X es un vector de S, entonces X = \ywy + - - - + A\,W para ciertos Ag,..., \x € K.
Llamaremos una ecuacién paramétrica de S a la ecuacién:
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Ecuaciones implicitas de un subespacio

Las ecuaciones implicitas de S son las n — k ecuaciones que se obtienen eliminando los k
parametros A1, ..., A, del sistema:

X1 cl1 clk A1
Xn ¢k ...k Ak




Suma de subespacios

Sean S; y S, dos subespacios de V. Se define

51-1—52:{\76V:\7:\71+\7, Vi € 51, \72652}

Teorema 2
S1 + S» es un subespacio vectorial.

Demos. Sean vV,w € S; + S,. Entonces

VAw=wn+wnrh+w+wr=(V+w)+(Va+w) €S+ 5,

puesto que V;, w; € S; y, por tanto, V; + w; € S;, i = 1,2.
Ademas, si a € K, entonces av = avj} +awn, € 51 + 5,.
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Interseccion de subespacios.

Se define
51ﬂ52={\7€ V.ves y \7652}

Teorema 3
51 NSy es un subespacio vectorial.
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Suma directa de subespacios

SisinNs = {6} entonces se dice que S; + S es suma directa de 51 y S, y se denota por
5D S,.

Si V=5 @S, entonces se dice que S; y S; son subespacios suplementarios.

Teorema 4

Sean 51 y S» dos subespacios de V. y sea W = S; + S,. Entonces W = 51 @ Sy < para todo
vector w € W, existen un dnico Vi € S1 y un inico V> € S, tales que w = V; + V.

Demos. Probaremos la necesidad en primer lugar. Supongamos que w € 51 + S, se puede
expresar de dos formas distintas w = v} + V2 = + b con uy, Vg € Siyuwm,w e 52
Entonces, Vi —th = lh — b €5 NS = {O} De aqui, Vi — i} = 0 y by — Vo = 0. Entonces,
V1—U1yU2—V2.

Probaremos a continuacion la suficiencia. Supongamos que v € 51 N 52 Demostraremos de
V=0 por el metodo de reducuon aI absurdo. Suponamos que v # 0, entonces,

L/
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Teorema 5 (Férmula de las dimensiones (o de Grassmann))

Sean 51 y Sy dos subespacios de V. Se verifica que:

dim(51 aF 52) = dim(51) aF dim(SQ) = dim(51 N 52)
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