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Objetivos del tema

El objetivo del tema es el estudio de las propiedades y de los métodos de
sintonizacién de los controladores en variables de estado habituales.

Los controladores que estudiaremos son:

@ Realimentacién del vector de estados
» Basico
» Accion directa (seguimiento de senales de referencias)
» Accion integral (perturbaciones)

@ Estimador y realimentacion de estados

» Basico
» Acciodn directa
» Accidn integral

Los métodos de sintonia de los parametros del controlador:
@ Métodos de asignacion de polos y ceros (conceptos de
controlabilidad y obsevabilidad)

@ Diseino Optimo: optimizacion de la integral del error y de la senal de

control.
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Esquema

9 Realimentacion del vector de estados
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Realimentacion del vector de estados |

Supongamos que tenemos un sistema lineal:

@ x(t) = Ax(t) + Bu(t) (ecuacion de transicion de estado)

@ y(t) = x(t) (C es la matriz identidad, los valores de todos los estados son
medibles/accesibles)

@ n estados (A matriz n*n) y m sefales de control (B matriz n*m)
@ La estabilidad y evolucion del sistema dependen de los autovalores de A
(G(s) = (sl - A)"'B)

Control por realimentacion del vector de estado:

@ u(t) = —Kx(t) u@®) | x()=Ax()+Bu() | x(t)
@ x(t) = Ax(t) + Bu(t) = ¥ =x(1) _‘
= Ax(t) — BKx(t) = Sk e
= (A— BK)x(t)

@ x(t) = e~ BRx(0)
@ La evolucién del sistema depende de las condiciones iniciales y de los
autovalores de A — BK

@ K es una matriz de m*n valores, elegibles para que los autovalores del
sistema en lazo cerrado tengan los valores deseados.
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Realimentacion del vector de estados I

Control por realimentacion del vector de estado:

] u(r) x(t)=Ax(t)+Bu(r) | x(t)
@ x(t) = Ax(t) + Bu(t) y(0)=x(1) _‘

@ u(t) = —Kx(t)
@ x(t)=(A— BK)x(t)
@ Elegir valores de K para dar a los autovalores del LC el valor deseado.

=Y kx (1) e

Ejemplo: Dado el sistema LTI inestable con A = { 1_1 62 ] y B= [ (1) }

disefiar un control por realimentacién del VE que haga que los autovalores
(polos) del sistema en lazo cerrado esténen A\ = -2y A = —1

H 4 . syms s k1 k2;A=[-1 2;1 0]; B=[1 0]"';
Polos del sistema en LC estan en: e bdaeig(a) T metabilicad del ia
K=[kl,k2]; Yector K
0 |SI - (A - BK)’ - O Futovalores LC
collect (det (s*xeye (2) - (A-BxK)))
@ (s+2)(s+1) collect ((s+1)  (s+2))
. >>lambda =[-2 1]
Comparando coeficientes: >> 572 + (k1 + 1)xs + k2 - 2
>> 572 + 3%s + 2
Q@ ki +1=3—>k =2 k1=2;k2=4;K=[k1,k2];
A2=A-B«*K;B2=[0,0]"';C2=eye(2);
o k2 —2=2 k2 =4 lambda=eig (A2)' %Estabilidad del LC
>> lambda =[-2 -1]
H H H t=0:0.01:10;u=zeros (size(t));
Simular el comportamiento del sistema. B R et S LS
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Realimentacion del vector de estados ||

Ejemplo: Dado el sistema LTI inestable con u(t) | x(t)=Ax(t)+Bu(r) | x(t)
A:{? 63 }yB:{ (1) },diseﬁarun y(O=x()

control por realimentacion del VE que haga k) e

que los autovalores (polos) del sistema en B

lazo cerrado esténen A = —1 + /2j.

syms s k1l k2;A=[2 -3;1 0]; B=[1 0]"'";
lambda=eig(A) ' %Estabilidad del LA
K=[kl,k2]; ector K
Futovalores LC

collect (det (s*eye (2) - (A-BxK)
pl=—1+sqgrt (2) xj; p2=-1-sqgrt (2)
collect (simple((s-pl) * (s—-p2))
>>lambda =[1.0000-1.41421 1
>> 572 + (k1 - 2)*s + k2 + 3
>> g2 + 2%xs + 3
k1=4;k2=0;K=[k1l,k2];
A2=A-BxK;B2=[0,0]"';C2=eye (2);
lambda=eig (A2) ' S%Estabilidad del LC

>> lambda =[-1.0000-1.41421 -1.0000+1.41421]
t=0:0.01:10;u=zeros (size(t));

lsim(ss (A2,B2,C2,0),u,t, [10,101")

Polos del sistema en LC estan en:
@ |sI-(A-BK)|=0
@ (s+1+v2))(s+1-v2))
Comparando coeficientes:
Q ky—2=2— k=4
@ kb +3=3—k =0
Simular el comportamiento del sistema.

)
*J;
)

.0000+1.41421)]

¢, Podemos asignarle, mediante realimentacion de estados, a cualquier sistema
LTI los autovalores deseados?

¢, Podemos hacer que el sistema en LC siga a una seinal de referencia?
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Realimentacion del VE: controlabilidad |
¢, Podemos asignarle, mediante realimentacién de estados, a cualquier sistema
LTI los autovalores deseados?
Ejemplo: Dado el sistema LTI inestable con ut) | x(t)=Ax(@)+Bu() | x(1)
1 -1 1 o _
— — y(1) =x(1)
A= [ 0 1 ] y B= [ 0 },dlsenarun
control por realimentacion del VE que haga ki) e
que los autovalores (polos) del sistema en B

lazo cerrado estén en A = —1 + /2j.

i , syms s k1l k2;A=[1 -1;0 1]1; B=[1 0]"';
Polos del sistema en LC estan en:

lambda=eig(A) ' %Estabilidad del LA
K=[k1l,k2]; Vector K
Futovalores LC

@ |sI-(A-BK)| =0

@ (s+1+V2))(s+1-V2j)
Comparando coeficientes:

@ Kk ??7?

Q@ ki —2=2—>k =4

@ kK+1=3—k=-2

collect (det (s*xeye (2) - (A-BxK)))
pl=-1+sqrt (2) «j;p2=-1-sqgrt (2) xj;
collect (simple((s—-pl)*x(s-p2)))

>>lambda =[1.0000 1.0000]
>> 572 + (k1 — 2)xs — k1 + 1
>> 8”2 4+ 2%s + 3

solve(s™2 + (k1 - 2)*s — k1 + 1)

>> ans = [1 1-k1]

No es posible, el sistema no tiene solucién. De hecho, si vemos la posicion de los
autovalores del LC, observamos que uno vale 1 y el otro tiene que ser real.
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Realimentacion del VE: controlabilidad |l

¢, Podemos determinar si es posible asignarle liboremente los autovalores a un
sistema en LC a través la realimentacidén de estados?

Definicion: controlabilidad
@ Elsistema x(t) = Ax(t) + Bu(t) con n estados es controlable si la matriz
de controlabilidad CO = [B, AB, A®B, ..., A"~ ' B] tiene rango n.
@ Matlab: co=ctrb (A, B);
rank (CO)==length (A)
Teorema de controlabilidad:

Un sistema dado por x(t) = Ax(t) + Bu(t) es controlable si y sélo si se pueden
asignar arbitrariamente n autovalores a la matriz A — BK obtenida mediante la
ley de control de realimentacion u(t) = —Kx(t)

Por lo tanto, la controlabilidad es condicion necesaria y suficiente para poder
asignar de manera arbitraria los autovalores a la matriz A — BK mediante la ley
de control u(t) = —Kx(t).

Ejemplos anteriores:

A=[-1 2;1 0]; B=[1 01"; A=[2 -3;1 0]; B=[1 01"; A=[1 -1;0 11; B=[1 01"';
CO=ctrb (A, B) CO=ctrb (A, B) CO=ctrb (A, B)
rank (CO) ==length (A) rank (CO) ==length (A7) rank (CO)==length (A7)
>> ans =1 >> ans =1 >> ans = 0
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Realimentacion del VE: controlabilidad il

Controlabilidad:

@ Si el rango de la matriz de controlabilidad es menor que el niumero de
estados, el sistema no es totalmente controlable.

@ Sin embargo, si el rango es mayor que 0, si tiene algun estado controlable.
@ Elrango nos indica:

» El nimero de estados controlables
» El nimero de autovalores que podemos elegir.

Ejemplos anteriores:

El rango de la matriz de controlabilidad del primer y segundo sistema es 2. Por lo
tanto, todos los estados son controlables y podemos fijar el valor de los dos
autovalores del sistema en LC.

El rango de la matriz de controlabilidad del tercer sistema es 1. Por lo tanto,
podemos controlar un estado y elegir el valor de un autovalor (aunque este tiene
que ser real).
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Realimentacion del VE: elecciéon del vector K |

¢, Existe algun método automatico que nos permite determinar los valores de K
en funcion de los autovalores deseados sin tener que asignarlos manualmente
como en los ejemplos anteriores?

@ Ackerman propone un método para sistemas SISO, que se fundamente en
la idea de convertir el sistema a su representacién canoénica controlable y
después volver a la representacion original. Matlab lo implementa con la
instruccion: K=acker (A, B, [autovalores])

@ Matlab implementa un método numérico adicional en el que realiza una
busqueda éptima del valor de K a partir de los autovalores deseados. Este
método se llama con la orden K=place (A, B, [autovalores]).

Se puede utilizar con sistemas MIMO. Es aconsejable utilizar este algoritmo
siempre que sea posible, porque es mas preciso que el método de
Ackermann.

Ejemplos anteriores:

A=[2 -3;1 0]; B=[1 0]"'; A=[1 -1;0 1]; B=[1 0]';
A=[-1 2;1 0]; B=[1 01"'; pl=-1+sqrt (2) *«j; pl=-1l+sqgrt(2)*j;
K=place(A,B, [-1,-2]) p2=-1l-sqrt (2) «j p2=-1-sqrt (2) *«j
>> K=[2 4]; K=place (A,B, [pl,p2]) K=place (A, B, [pl,p2])
>> K = [4 0] >> Error using place ...
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Realimentacion del VE: eleccion del vector K I

¢ En los sistemas controlables tenemos realmente capacidad para elegir
libremente el valor de K?

@ Teodricamente: si.

» Podemos solicitar valores de K que hagan que los autovaloresa del
sistema en LC tengan raices estables simples o complejas conjugas.

@ En la practica: no.

» Tenemos que observar el valor de la senal de control que se le aplica
al sistema, ya que como hemos visto en el tema anterior los
actuadores reales no permiten que se aplique cualquier valor de la
senal de control.

» Por lo tanto, hay que elegir valores de K que eviten que la senal de
control se encuentre saturada durante un tiempo elevado.

» En cualquier caso, a la hora de simular el comportamiento real del
sistema podemos usar Simulink para incluir las limitaciones de los
actuadores en el modelo.
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Realimentacion del VE con accion directa |

Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
Hasta ahora, Unicamente hemos realimentado el sistema original con una
combinacion lineal de sus estados (u(t) = —Kx(t)). De esta forma, podemos

modificar la estabilidad del sistema en LC y el comportamiento del transitorio
correspondiente a la evolucion del sistema propio de las condiciones iniciales
(x(1) = (A~ BK)x(1)).

Para que el sistema pueda seguir una senal de referencia:

@ u(t) =—Kx(t)+ Fr(t) (1) o u(r) )'(Z;=A(t§t)+Bu(t) x(1) DC
y =X
@ r(t) es un vector con m elementos
=Y kx(t)

(como el vector u(t)) y F una matriz
m m.

x(t) = Ax(t) + Bu(t) = (A — BK)x(t) + BFr(t)
K se elige para que la evolucion del estado inicial sea la deseada.

e O

@ F se elige para que la salida en el estacionario siga a la entrada:
X(s) = (sl — A+ BK) ' BFr(s) - Xss = lim s(sl — A+ BK)"' BF%
S—
Yss = CXss = —C(A — BK) 'BFrss — 1 = —C(A— BK) ™ 'BF
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Realimentacion del VE con accion directa |l

u(t) X(¢) = Ax()+Bu(r) | x(1)

: e r@)
@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) L F +=x0) c
y(t) = Cx(t)
=Y k()

@ u(t) = —Kx(t)+ Fr(t)
@ K se elige para que la evolucion del estado inicial sea la deseada.

@ F se elige para que la salida en el estacionario siga a la entrada:
I=—-CA-BK)'BF -~ F'=_-C(A-BK) 'B
La matriz F se puede calcular cuando:

» Existe la inversa de —C(A — BK) ™ 'B.
» Se puede demostrar que la invertibilidad no depende de K, si no de

que lim ‘C(sl — A B’ £0
S—
» Si A es no singular (invertible) entonces la condicién anterior se
convierte en [CA™'B| # 0

Por lo tanto, existen casos en los que el sistema en lazo cerrado puede
seguir en el estacionario a una sefial de referencia y otros en los que no.
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Realimentacion del VE con accion directa |l

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) o W RO orsed ] <o

y(t) = Cx(t) " ﬁ Y =x(0) €
@ u(t) = —Kx(t)+ Fr(t) = k(1)

@ K determina la evolucién del estado inicial.
@ F=—(C(A— BK) 'B)~". Lainversa existe cuando
lim )C(sl — A B’ # 0y cuando A es no singulary |CA™'B| # 0.
s—

Ejemplo: Dado el sistema con A = { 84 (1) } B = [ ? } yc=[1 0],
disefiar un controlador con VE de forma que los autovalores del LC esténen -4y

la salida siga a la entrada.

Linear Simulation Results

A=[0 1;-4 0];B=[0;1];C=[1,0];D=0; ®
if rank(ctrb(A,B))==length(A) %s controlable
¥on place este caso no funciona
K=acker (A,B, [-4,-4]); 5
if det (C*xinv(A)*B)7#0 %LEs invertible?

F=—inv (Cxinv (A-Bx*K) *B) ; e’
t:O:0.0l:lO;u:ones(31ze( )); 5
lsim(ss(A,B,C,D),u,t, [10,10]");hold on;

lsim(ss(AfB*K,B*F,C,D) u,t, [10,10]") 10

legend ('LA'", 'LC") | | | ,
end o 2 4 6 8 10

Time (seconds)

Amplitude

end
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Realimentacion del VE con accion directa |V

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) OIS u(r) | x()=Ax(®)+Bu(?) | x(r)

y(t) = Cx(t) y(©)=x(t)
@ u(t) = —Kx(t) + Fr(t) S
@ K determina la evolucién del estado inicial.

@ F=—(C(A— BK)~'B)~'. Lainversa existe cuando lim |C(s! — A~ 'B| #£0y
s—

A

cuando A es no singulary |CA~"'B| # 0.
Ejemplo: Los movimientos longitudinales de un helicoptero estan descritos por

q -04 0 —0,01 q 6,3
0 | = 1 0 0 0 | + 0 r(t), donde 6 es el &ngulo de
u -1,4 98 0,02 u 9,8

inclinacién del fuselaje, g la velocidad de inclinacion, u la velocidad de avance y r(t) el
angulo de inclinacion del rotor principal. Disefiar un controlador por VE que tenga
A= —15;—1;-0,5y que permita seguir la sefal de referencia.

A=[-0.4 0 -0.01;1 0 0;-1.4 9.8 -0.02]; Linear Simulation Results
B=[6.3;0;9.8];C=[0,1,0];D=0; o j—r)
if rank(ctrb(A,B))==length(A) %s controlable
K=place(A,B, [-1.5,-1,-0.5]);
if det(Cxinv(A)*B)7#0 %£Es invertible?
F=-inv (Cxinv (A-B*K) *B) ;
t=0:0.01:12;u=ones (size(t));

Amplitude
A
3

lsim(ss(A,B,C,D),u,t, [10,10,10]");hold on; o0
lsim(ss (A-B*K,BxF,C,D),u,t, [10,10,101"); &0
legend ('LA'", "LC") -100
end 20 2 4 6 8 10 12
en d Time (seconds)
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Realimentacion del VE con accion integral |
Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
Hasta ahora, hemos utilizado como senal de control una conbinacion lineal de la
senal de referencia y de los estados del sistema (u(t) = —Kx(t) + Fr(t)). Esto

permite modificar la estabilidad del sistema y el comportamiento del transitorio, y
en algunos casos (condiciones de invertibilidad de F y conocimiento preciso de
todos los parametros del sistema) que la salida siga a la entrada

(x(t) = (A — BK)x(t) + BFr(t)).

Para asegurar que el sistema tiene error nulo ante una referencia escalon:

@ Anadir un integrador que permita - k0
modificar el tipo del sistema.

@ Incluir un nuevo estado al sistema,
que corrija la sefal de control hasta
que la discrepancia entre la
referencia y la salida sea nula.

@ z(t)=y(t) — r(t)

@ u(t) = Fr(t) — Kx(t) — K'z(t)

@ Ky F son las matrices vistas anteriormente. K' es la ganancia del término
integral. Ambas ec. definen el comportamiento dindmico del controlador.

X(t) = Ax(t)+ Bu(r) y()
y(@) =x(t) x(7)
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Realimentacion del VE con accion integral |l

@ Sistema: ko0
» x(t) = Ax(t) + Bu(t)
> y(t) = Cx(1)
@ Controlador:
> 2(1) = y(t) — (1)
> u(t) = Fr(t) — Kx(t) — K'z(t)
Para analizar el comportamiento del sistema completo tenemos en cuenta que:
@ Tiene los estados de la planta (x(t)) y del controlador (z(t)).

x(1) = Ax(7) + Bu(r) y(1)
y(@) =x(1) (1)

@ Definimos el estado global x(t) = [ )z(((z{)) ]
@ Sistema completo:

-x0=[ 30 =1 & o 150 [ o Juoe %, o
s y()=[ € 0y ]| X

z(1)

_ _ I x(1)
> u(ty=Fr(t)— [ K K'] [ 2(1 1
» Si consideramos las matrices ampliadas de este sistema, tenemos
una estructura analoga a la de control con VE y accién directa.
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Realimentaciéon del VE con accion integral

@ Sistema: @ Controlador:
> x(1) = Ax(t) + Bu(t) > 2(1) = y(t) - K(1)
> y(t) = Cx(t) > u(t) = Fr(t)—Kx(t)—K'z(t)

@ Sistema completo:

R )_-((t):l x(1) ]:[ A On H x(t)

J{ 51)(1 }u(t)—k[ O ] r(t)

Z(f) C 01,1 Z(f) —T14x1
» y(t) = [ C 04, ] { )Z(((l{)) ‘|
s uty=Frt) - [ K K'] l ’z‘((f)) }

> Elegir [ K K’ ] para fijar la dinamica del LC con r(t) = 0.
Comprobar controlabilidad y situar autovalores con Ay B.
» Elegir F para que en el permanente Yss = Fss.

0L [ [ 2

0 A— BK —BK! X BF
* nx1 — Ss r
[ 011 ] [ c 01x1 ] [ Zss ]+{ —T1x1 ] %
* 04y1 = CXss — I'ss — CXss = Fss — Yss = Iss

*

La salida seguira a la entrada siempre que el sistema sea estable.

No depende del valor de F. Podriamos hacerlo 0, aunque su uso puede
hacer que se llegue a la referencia antes.
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Realimentacion del VE con accion integral 1V

@ Sistema: @ Controlador:
» x(t) = Ax(t) + Bu(t) > 2(t) = y(t) — r(t)
> y(t) = Cx(t) > u(t) = Fr(t)—Kx(t)—K'z(t)

@ Sistema completo: i
- wo=| 50 [=[ e o [ 50 Lo Juo[ 2, ]
> y(t)=[ C Oy ] [ x(1) } > uty=Fr(t)—-[ K K'] [ x(1) }

z(t) z(t)
x(t) | _[ A-BK —BK' [ x(t) ] [ BF -
z(t) c O1x1 z(t) | —11x1
. _ . 0o 1 0 o
Ejemplo: Dado el sistemaconA=| ~,  [,B=| ; |yC= [1 0 ],disefiar un
controlador con VE y accién integral de forma que los autovalores del LC estén en -4.
A=[0 1;-4 0];B=[0;1]1;C=[1,0];D=0;n=length(®); | ..
Aa=[A, zeros(n,1);C,0];Ba=[B;0];tx={"'LA"}; ® — 0
if rank(ctrb(Aa,Ba))==length(Aa) %s controlable o :ggcg\
K=acker (Ra,Ba, [-4,-4,-4]); % on place no va 7%5}%
£=0:0.01:10;u=ones (size(t)); 5 /
lsim(ss(A,B,C,D),u,t, [10,10]");hold on; 2
Ac=[A-BxK(l:end-1),-B*K(end);C,0]; E‘ 0
for F=0:20:100 5
Bc=[BxF;-1];Cc=[C,0];
lsim(ss (Ac,Bc,Cc,D),u,t, [10,10,01") 10
tx{end+l}=sprintf ('F=%3.0f',F);
e nd v z AT\me (seconds) ° ¢ 10
legend (tx)
end
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Realimentacion del VE con accion integral V

Beneficios adicionales de Ia realimentacién del VE con accion integral:

@ Permite anular el error ante la entrada escalén aungue no se conozcan exactamente
los parametros del sistema
@ Permite anular el error ante la entrada escalén aunque haya perturbaciones.
0 1 0
, B =

-4 0 1
controlador con VE de forma que los autovalores del LC estén en -4 y el error sea nulo.
@ Cuando las matrices reales A=[0 1;-4 0J;B=[0;1];C=11,0]1;D=0;n=length(a);

. . Ar=[0 1;-12 0]1;Br=[0;0.5];Cr=C;Dr=0;n=length(A);
del sistema son: Lontrol con accidn directa: diseflo con los que se

Ejemplo: Dado el sistema con A = } yC=[1 0 ],disefarun

Al’: 0 1 if rank(ctrb(A,B))==length(A) %Es controlable

—12 O ’ Kl=acker (A,B, [-4,-4]);

if det (Cxinv(A)*B)#0 % Es invertible?

Br — [ O j| Cr — C Fl=-inv (Cxinv (A-B*K1l) *B) ;

0,5 ’ end

end
15 Liner Simulation Resuits YLontrol con accidén integral: : diseflo con los que se
Aa=[A, zeros(n,1);C,0];Ba=[B; 0]

S

if rank(ctrb(Aa,Ba))==length(RAa) %s controlable
K2=acker (Aa,Ba, [-4,-4,-4]); %Con place no va

@

end

/~\ /\ /\ /\ s %Simulo con los reales
t=0:0.01:12;u=ones (size(t));
7 lsim(ss(Ar,Br,Cr,D),u,t, [10,10]"');hold on;
lsim(ss (Ar-Br*K1l,Br«F1,Cr,D),u,t, [10,10]1");

Ac=[Ar-Br*K2 (l:end-1),-Br*K2 (end);C,0];
-15 L F2=0;Bc=[Br*F2;-1];Cc=[Cr,0];

i o) 1sim(ss (Ac,Bc,Cc,D),u,t, [10,10,0]")
legend('LA', 'LC-directo', 'LC-integral')

Amplitude
o

&

S
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Realimentacion del VE con accion integral Vi

(14 8],3: [ ? }yC:[ 1 0 ], disefiar un

controlador con VE de forma que los autovalores del LC estén en -4 y el error sea nulo.
9 Cuando hay perturbaciones a la entrada y/o a la salida de la planta.

Ejemplo: Dado el sistema con A =

Para estudiar el comportamiento con las perturbaciones es mas sencillo utilizar

Simulink.
@ Sistema: @ Controlador:
» x(t) = Ax(t) + Bu(t) > 2(t) = y(t) — r(t)
» y(t) = Cx(t) > u(t) = Fr(t) — Kx(t) — K'z(t)
Perturbacion Perturbacion

Entrada Salida

=

Scope

(D)

Salida

Usar ganancias matriciales (propiedades del bloque) e integradores matriciales (poniendo
varios estados iniciales).
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Realimentacion del VE con accion integral VI

Ejemplo: Dado el sistema con A = (14 0 { (1) } =[ 1 0 ],disefarun

controlador con VE de forma que los autovalores del LC y el error sea nulo estén en -4.

A=[0 1;-4 01;B=[0;1]1;C=[1,0]1;D=0;n=length(A);

¥Lontrol con accidén directa -

if rank(ctrb(A,B))==1length(A) =Es controlable VED-PI

Kl=acker (A,B, [-4,-4]); J—

if det (C*xinv(A)*B)#0 %Es invertible?
Fl=-inv (Cxinv (A-B*K1l) *B) ;

VEI-PIn
—— VEI-POut

end
end
¥Lontrol con accidén integral
Aa=[A,zeros(n,1);C,0];Ba=[B;0]

Salida

if rank(ctrb(Aa,Ba))==length(Aa) %s controlable

K2=acker (Aa,Ba, [-4,-4,-4]); %Lon place no va
end 05 2 4 6 8 10
%Simulo Tiempo (s)
F=F1;Ki=0;K=K1; o .
w=0;v=0; [t, x, in, out]=sim('ControlVE');plot (t,in,t, out) La accién integral permite que se
w=1;v=0; [t,x, in,out]=sim('ControlVE");plot(t,out); contrarreste el error en la entrada y
w=0;v=1; [t,x,in,out]=sim('ControlVE");plot (t,out); . .
F=0:Ki=K2 (end) : K=K2 (1:end-1) ; la salida del sistema completo_, cosa
w=0;v=0; [t, %, in, out]=sim('ControlVE');plot (t,out); que no ocurre con la accion directa.
w=1;v=0; [t,x,in,out]=sim('ControlVE");plot (t,out);
w=0;v=1; [t,x,in,out]=sim('ControlVE") ;plot (t,out);
legend('IN', 'VED', 'VED-PIn', 'VED-POut', 'VEI', 'VEI-PIn','VEI-POut")
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Realimentacion del VE con accion integral VI

¢, Por qué la accion integral permite que el error sea nulo cuando no se conocen
exactamente los valores de los pardmetros del sistema o hay perturbaciones a su
entrada o salida ?

Influencia de los parametros de la planta en la salida:
x(t) ] [A—BK —BK’]{x(t)] {BF }
. = + r(t
{ z(t) c 011 z(t) )
» En el estacionario (siempre y cuando el LC sea estable con los pardmetros
reales), se tiene que z(t) =0 — 0 = CXss — Fss — Fss = CXss = Yss.

» Valores reales de A o B diferentes a los usados para sintonizar los valores de
K, K; y F, siempre y cuando éstos no desestabilicen el sistema, no influyen en
el valor estacionario (si en el transitorio).

» Diferentes valores de C si influiran en el valor final.

@ Perturbacion en la entrada:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ew(t)

2[4 o2 (] %, o[ 8, Do

\4

z(t) 011 z(t)
En el estacionario, z(t) = 0 — 0 = CXss — Fss — Fss = CXss = Yss.

La salida y(t) del LC puede seguir a la entrada r(t), aunque haya una
perturbacion en la entrada del sistema.

v

\4

E. Besada-Portas (DACYA. UCM) Control de sistemas Contron VE 24 /69




Realimentaciéon del VE con accion integral IX

@ Perturbacion a la salida:
> y(t) = Cx(t) + Ev(t)

. = r(t v(t

[ z(1) ] [ c 01 x1 z(t) + —T1x1 O+ E (1)

> En el eStaCionariO, Z(t) = 0 — OZCXSS—rss+EV55 — rss: CX55+EVSS:yss.

» La salida y(t) del LC puede seguir a la entrada r(t), aunque haya una
perturbacion en la salida del sistema.
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Esquema

9 Estimacion y realimentacion del vector de estados
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Estimacion del VE |

En los controladores vistos en la seccidn anterior podiamos hacer una
realimentacién de estados ya que teniamos acceso a sus valores.

¢, Si los estados del sistema no son medibles (accesibles) es posible reconstruir
su valor de alguna forma?
@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(1)
@ Siconocemos las matrices A, By el estado inicial x(0) podemos utilizar la
primera ecuacion para obtener el valor del estado en cualquier instante t.

@ El problema surge realmente cuando desconocemos el estado inicial x(0).
@ ;Podemos estimar el estado a partir de un estado alternativo (aproximado,
el que creemos que tiene) X(0)?
@ La evolucién de este vector de estados se puede calcular utilizando las
ecuaciones anteriormente vistas:
x(t) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)
@ Si x(0) = x(0), la evolucién de los dos estados es la misma.
@ Si x(0) # x(0), tendremos una evolucién diferente de los vectores de
estados ((X(t) # x(t)))y de sus salidas (y(t) # e y(t)).
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Estimacion del VE I

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(1) y(t) = Cx(t)

@ Para estudiar como evoluciona la discrepancia entre ambos vectores
definimos: d(t) = x(t) — X(¢)

@ d(t) = x(t) — X(t) = Ax(t) + Bu(t) — AX(t) — Bu(t) = Ad(t).
@ La evolucién de la discrepancia: d(t) = e*'d(0) = e (x(0) — x(0)):

» Si el sistema es inestable (autovalores de A con parte real nula o
positiva) d(co) = too. Este hecho podra ser corregido (de forma
analoga a la que se vi6 en la seccidn anterior) por medio de una
realimentacion del estimador de estados.

» Si el sistema es estable (autovalores de A con parte real negativa)
d(c0) = 0. Es decir, el estado real y el estimado tendera al mismo
valor de acuerdo con la dindmica establecida a través de los
autovalores de A.

» Para acelerar la evolucién de la discrepancia entre ambos valores
podemos modificar los autovalores relacionados con la evolucion de la
variable d(t): d(t) = (A — R)d(t)
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Estimacion del VE Il

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) y(t) = Cx(1)
@ Discrepancia: d(t) = x(t) — X(t)
d(t) = (A- R)d(t)
@ ;,Como elegir el valor de la R?

» Aunque no tenemos acceso a los estados del sistema real, si tenemos
acceso a los valores de la salida y(t), que se encuentran relacionados
con sus estados a través de C.

» Como y(t) — y(t) = Cx(t) — Cx(t) = Cd(t), podemos relacionar la R
con C através de una matriz auxiliar L (R = LC). Elusode L es
necesario:

@ Porque por lo general, las matrices Ay C no tienen las mismas
dimensiones.
@ Para permitirnos elegir los autovalores que gobiernan la
evolucion de la discrepancia d(t) libremente.
@ d(t) = (A—LC)d(t) = Ax(t) — AX(t) — LC(x(t) — X(t)) + Bu(t) — Bu(t) =
= Ax(t) + Bu(t) — (Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1)))
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(t))
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Estimacion del VE IV

~

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: q(t) = x(t) — x(1)

y(t) = Cx(t) d(t) = (A— LC)d(t)
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)

@ ;,Como elegirel valorde la L?

» De forma que los autovalores de A — LC tengan los valores deseados,
para que la discrepancia entre la salida real y la salida del estimador
se anule suficientemente rapido.

» La eleccion de los valores de L se puede hacer manualmente, tal y
como vimos en los ejemplos iniciales de eleccién de los valores del
vector K utilizado para realizar la realimentacién del vector de
estados.

» Utilizando las ordenes acker y place:

* Las ordenes se usaban para elegir los valores de K que hacen
que la matriz A — BK tengan los autovalores necesarios.

* Para usarlas para calcular los valores de L tenemos que
transponer las matrices (A— LC) = A" — C'L’:
Ejemplo: L=acker (A", C’ ,autovalores)’;
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Estimacion del VE V

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: d(t) = x(t) — x(t)
y(t) = Cx(1) d(t) = (A—LC)d(1)

@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)
@ ;Podemos elegir libremente los autovalores de A — LC?

» Depende de los valores de las matrices Ay C.
» Un sistema con n esta_dosgs to_talmente observable si la matriz de
CA

CA?

observabilidad OB = tiene rango n.

CA.n—1
» Matlab: 0B=obsv (&, C) ;
rank (OB) ==length (A)

» Teorema de observabilidad:
Un sistema con y(t) = Cx(t) es observable si y so6lo si se pueden
asignar arbitrariamente los n autovalores de la matriz A — LC.

» Para poder reconstruir el estado del sistema con el estimador
propuesto es necesario que el sistema sea totalmente observable.
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Estimacion del VE VI

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: c_i(t) = x(t) — x(t)

y(t) = Cx(1) d(t) = (A— LC)d(1)
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(t))
y(t) = Cx(t)

Ejemplo: Dado el sistema con A = 24 (1) ] B = ? yC=/[1 0 ], disefiarun
estimador del vector de estados que tenga los autovalores en -10.
Para simular el comportamiento desde A=[0 1:-4 0];B=[0;1];
la toolbox de Control necesitamos un c=[1 0];D=0;
sistema con los estados x(t) y X(t). Lo n=length(a);

. . if rank (obsv(A,C))==n
vamos a hacer con Simulink. L—acker (A'.C', [=10,-10])";

Constant B Sistema

end
Int Sistema C Sistema
I o\

A Sistema

L Estimador

‘ Scope l

C Estimador

SR T )\

A Estimador e

Int Estimador

B Estimador
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Estimacion y control del VE |

A

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: d(t) = x(t) — X(f)
y(t) = Cx(t) d(t) = (A—LC)d(t)

@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)
En el caso que acabamos de ver, Unicamente hemos construido un estimador del estado

del sistema y estudiado su evolucién. A continuacion, veremos como incluir en el esquema
anterior los 3 tipos de controladores vistos hasta el momento:

Estimacién y realimentacién de estados

@ Control con realimentacion de VE: u(t) = —Kx(t)

@ Control con realimentacion del EE: u(t) = —Kx(t)
@ Sistema LC: x(t) = Ax(t) — BKx(t)
y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = AX(t) — BKX(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(1)

@ Discrepancia: d(t) = x(t) — X(t)
d(t) = Ax(t) — BKX(t) — (AX(t) — BKX(t) + L(y(t) — ¥(1))) = (A~ LC)d(1)
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Estimacion y control del VE |l
@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: c_i(t) = x(t) — x(t)

y(t) = Cx(t) d(t) = (A— LC)d(1)
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)

@ Control: u(t) = —Kx(t)
@ Sistema completo, formado por x(t) y d(1):
> X(t) = x(t) — d(t)

> x(t) = Ax(t) + Bu(t) = Ax(t) — BKX(t) =
= Ax(t) — BK(x(t) — d(1))

> ):((t) | A—BK BK x(1)
d(it) | Onxn A-LC d(t)
» La evolucién de los estados y la discrepancia entre el estado real y el estimado

. A — BK BK
esta gobernada por los autovalores de 0 A_LC |-
nxn -
> |S1nxn — (A — BK)HS-lnxn - (A - LC)‘ == O
» La presencia del controlador no afecta a los autovalores del estimador
(observador) y viceversa.

» Lo habitual es que los autovalores del observador sean mas rapidos que los
del controlador, para que el estado estimado siga al estado real cuanto antes,
dentro del transitorio de la evolucion del sistema.
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Estimacion y control del VE IlI

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: d(t) = x(t) — x(t)
y(t) = Cx(1) d(t) = (A—LC)d(1)

@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(t))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —Kx(t)
@ Controlador completo (estimador+control de EE):
> X(t) = AX(t) — BKX(t) — LCX(t) + Ly(t) =
= (A— BK — LC)x(t) + Ly(t).
» u(t) = —Kx(t)
» La funcidn de transferencia del controlador es:
slxnX(s) = (A— BK — LC)X(s) + LY(s)
(Shxn — A+ BK + LC)X(s) = LY(s)
U(s) = —K(Shxn — A+ BK + LC)'LY(s)

» Una eleccién arbitraria de valores de K y de L puede dar lugar a
sefiales de control muy elevadas. Por lo tanto, es necesario seguir
comprobando el valor de la u(t) del sistema.
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Estimacion y control del VE IV
@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Control: u(t) = —Kx(t)

y(t) = Cx(t) U(s) = —K(shxn—A+BK+LC)~'LY(s)
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)
Ejemplo: Dado el sistema con A = { 84 g) } B = { ? } yc=[1 0],

disefiar un controlador con estimador y realimencion de estados de forma que los
autovalores del controlador estén -4 y los del estimador en -10.

Podemos resolver el problema con la toolbox de Control, simulando un sistema
con los estados x(t) y X(t).

A=[0 1;-4 0];B=[0;1];C=[1 0];D=0;
n=length (a); e e Smumonres
if rank (obsv(A,C))==n & rank(ctrb(A,B))==n

K=acker (A,B, [-4,-4]); 0
L=acker(A',C', [-10,-10])"; 5
t=0:0.01:12;u=zeros (size(t));hold on; .
1sim(a,B,C,D,u,t, [10,10]);
Aa=[A, -BxK; L+C, A-BxK-L*C]; s
Ba=[zeros(size(B));zeros(size(B))]; o

Ca=[C,zeros (size(C))];

lsim(Aa,Ba,Ca,D,u,t, [10,10,0,00); | o e
end
legend ('LA", "LC")
eig(Aa)
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Estimacion y control del VE V
@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Control: u(t) = —Kx(t)

y(t) = Cx(t) U(s) = —K(Shxn—A+BK-+LC)~'LY(s)

@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)

Ejemplo: Dado el sistema con A = 0 1 0

—4 0 } B = [ 1
controlador con estimador y realimencion de estados de forma que los autovalores del
controlador estén -4 y los del estimador en -10.

Alternativamente, también podemos simular el comportamiento con Simulink.

A=[0 1;-4 0];B=[0;1];C=[1 0];D=0;
n=length(A) ;OB=obsv (A,C);CO=ctrb(A,B);
if rank (OB)==n & rank (CO)==n . @ .
K=acker(A,B, [_4’_4] )i B Sistema Int Sistema C Sistema
L=acker((a',C', [-10,-10])";
end q
A Sistema

\ 1 K RE Int EE LEE

}yC:[ 1 0 ], disefiar un

Scope
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Estimacion y control del VE y accién directa |

~

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: d(t) = x(t) — X(t)
y(t) = Cx(t) d(t) = (A—LC)d(1)

@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)
Estimacién y realimentacidn de estados con accion directa

@ Control con realimentacion de VE: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
@ Control con realimentacion del EE: u(t) = —KXx(t) + Fr(t)
@ Sistema LC: x(t) = Ax(t) — BKx(t) + BFr(t)
y(t) = Cx()
@ Estimador: X(t) = AX(t) — BKX(t) + BFr(t) + L(y(t) — #(1))
y(1) = Cx(1)
@ Discrepancia: d(t) = x(t) — x(t)

d(t) = Ax(t) — BKX(t) + BFr(t) — (AX(t) — BKX(t) + BFr(t) + L(y(t) — §(1))) =

— (A— LC)d(1)
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Estimacion y control del VE y accion directa |l

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: d(t) = x(t) — x(t)
y(t) = Cx(t) d(t) = (A— LC)d(t)

@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(t)

@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
@ Sistema completo, formado por x(t) y d(t):

> X(t) = x(t) — d(t)

> x(t) = Ax(t) + Bu(t) = Ax(t) — BKX(t) + BFr(t) =

— Ax(t) — BK(x(t) — d(t)) + BFr(t)
L[ Xt 1 _[ A-BK  BK x(1) BF
L = e A%l [ [+ o o

» La evolucién de los estados y la discrepancia entre el estado real y el estimado
; . A — BK BK
esta también gobernada por los autovalores de 0 A_LC |
nxn -
» |s1pxn — (A — BK)||s1pxn — (A— LC)| = 0.
» La presencia del controlador no afecta a los autovalores del estimador
(observador) y viceversa.

» Lo habitual es que los autovalores del observador sean mas rapidos que los
del controlador, para que el estado estimado siga al estado real cuanto antes,
dentro del transitorio de la evolucion del sistema.
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Estimacion y control del VE y accién directa
@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: c_i(t) = x(t) — x(t)

y(t) = Cx(t) d(t) = (A— LC)d(1)
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)

@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
@ Sistema completo, formado por x(t) y d(1):
x() | _[ A-BK  BK x(1) BF
R e P | R R RS

» La eleccion del valor de F se hace para que en el estacionario la salida y(t)
siga a la entrada escalon r(t):

0xi | | A—BK BK Xss n BF r
Onx1 o Onxn A - LC dSS 0nx‘| s
0pxt = (A— LC)dss — dss = 041
0nx1 - (A - BK)XSS + BKdSS + BFI‘SS — XSS - —(A - BK)_1 BFI‘SS
Yss = CXSS = —C(A — BK)_1BFI‘SS
F-'=_-C(A-BK) 'B
La F se calcula de la misma forma que en el caso de la realimentacion

del vector de estados. Para poder obtenerla, es necesario también poder
invertir la matriz.

N—r

*

* % % o %
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Estimacion y control del VE y accion directa IV
@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accion directa: F~'=—-C(A—-BK)™'B

y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(t))
y(t) = Cx(1)

@ Control: u(t) = —KXx(t) + Fr(t)
@ Controlador completo (estimador+control de EE):
> X(t) = AX(t) — BKX(t) + BFr(t) — LCX(t) + Ly(t) =
= (A— BK — LC)x(t) + BFr(t) + Ly(t).
» u(t) = —Kx(t)+ Fr(t)
» La funcién de transferencia del controlador es:
slxnX(s) = (A— BK — LC)X(s) + BFR(s) + LY(s)
(Shxn — A+ BK + LC)X(s) = BFR(s) + LY(s)

+(F — K(Slxn — A+ BK + LC)"'BF)R(s)

» Una eleccién arbitraria de valores de K y de L puede dar lugar a
sefales de control muy elevadas. Por lo tanto, es necesario seguir
comprobando el valor de la u(t) del sistema.

» El controlador tiene dos entradas, la sefal y(s) y la sefal r(s).
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Estimacion y control del VE y accién directa V

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Accién directa: F~'=—C(A—BK) 'B

y(t) = Cx(1)
@ Estimador: x(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(t))
y(t) = Cx(t)

@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
U(s) = —K(Shxn—A+BK +LC) LY (8)+ (F — K(Slxn— A+ BK + LC) ' BF)R(s)
@ Controlador, por lo tanto, toma la forma de U(s)=—G¢(s)Y(s)+ G:(s)R(s)
con Gc(s):K(sInx,,—A+BK+LC)—1L y G/(s)=F — K(sl,,,m—AJrBK+LC)—1 BF.
@ Ambas funciones de transferencia tienen los mismos polos (determinante
de la matriz inversa), pero diferentes ceros.

@ Para simular el comportamiento del sistema completo, se puede usar su
funcién de transferenciaen LC

y(®)
Dyl 60 MO S G >

. Gplanta(8)
Gie(8) = Gr(S) Trgome(5)6a0)

N

=G.(s)
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Estimacion y control del VE y accion directa VI

@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accion directa: F~'=—-C(A—-BK)™'B
y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
U(s) = —K(Shxn— A+ BK +LC)~"LY(s)+ (F — K(Shxn — A+ BK +LC)~ " BF)R(5s)

Ejemplo: Dado el sistema con A = { (14 (1) ],B: { ? } yC=[1 0 ], disefiarun
controlador con estimador realimencidn de estados y accién directa de forma que los

autovalores del controlador estén en -4 y los del estimador en -10.

Podemos resolver el problema con la toolbox de Control, simulando un sistema con los
estados x(t) y x(1).

A=[0 1;-4 0]1;B=[0;11;C=[1 0];D=0;n=length(A);

if rank (obsv(A,C))==n & rank(ctrb(A,B))==n . Linear simulation Results
K=acker (A,B, [-4,-4]); ’
L=acker(A',C', [-

10,-101)"'; o ﬁ\ N A

F=inv (-Cxinv (A-B«*K) «B) ; G [ \ [ / \

t=0:0.01:12;u=ones (size(t));hold on; 5 ) ﬁ \ f \ [
)i 1 ‘ /
]

lsim(A,B,C,D,u,t, [10,10]
Aa=[A, -BxK; L*C, A-B+xK-LxC
Ba=[B*F;BxF];
Ca=[C, zeros (size(C))];
lsim(Aa,Ba,Ca,D,u,t, [10,10,0,01);

end

legend('LA', 'LC")

cic(Da)
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Estimacion y control del VE y accién directa VII

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Accion directa: F~'=—-C(A-BK) 'B
y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
U(s) = —K(Shxn— A+ BK +LC)~"LY(8)+ (F — K(Slxn— A+BK +LC)~" BF)R(s)
0 1 0

-4 0 ’32{1

controlador con estimador realimencidn de estados y accién directa de forma que los
autovalores del controlador estén en -4 y los del estimador en -10.

A=[0 1;-4 01;B=[0;1]1;C=[1 0];D=0;n=length(A);OB=0obsv (A,C);CO=ctrb(A,B);
if rank (OB)==n & rank (CO)==n

K=acker (A,B, [-4,-4]) ;L=acker (A',C', [-10,-10]) ";F=inv (-Cxinv (A-Bx*K) *B) ;
end

Ejemplo: Dado el sistema con A = } yC=[1 0 ],disefarun

\ﬁ a’ s g
Step  EEYF B Sistema Int Sistema C Sistem ‘

\ <

\ ASistema
- EEyF1 _ﬁél
| -+ - B =
= K RE Int EE LEE ‘ :I

U EEYR ‘ .l |
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Estimacion y control del VE y accién directa VI
@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accion directa: F~'=—-C(A—-BK)™'B
y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
U(s) = —K(Slxn—A+BK +LC)~ LY () +(F — K(Shxn— A+ BK + LC)~ " BF)R(s)

Ejemplo: Dado el sistema con A = { (14 (1) ],B: { ? } yC=[1 0 ], disefiarun
controlador con estimador realimencidn de estados y accién directa de forma que los

autovalores del controlador estén en -4 y los del estimador en -10.

También podemos resolver el problema con la toolbox de Control y las funciones de
transferencia (sin prefijar estados, por eso los resultados no coincide con los anteriores).

A=[0 1;-4 0];B=[0;1];C=[1 0];D=0;n=length(A); s
if rank (obsv(A,C))==n & rank(ctrb(A,B))==n

K=acker (A,B, [-4,-4]);

L=acker (A',C', [-10,-101)"; s

F=inv (-Cxinv (A-Bx*K) *B) ;

Ge=tf (ss (A-BxK-L*C,L,K,0));
Gr=tf (ss (A-B*xK-LxC,B*F,-K,F)); 04
Gp=tf(ss(A,B,C,D))
GLC=Gr+*Gp/ (1+Gp*Gc)
step (GLC, minreal (GLC),21); % s T 5 )

end
legend('Completo', 'Simplificado');
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Estimacion y control del VE y accién directa IX
@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Accion directa: F~'=—-C(A-BK) 'B

y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(t)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
U(s) = —K(Slxn—A+BK +LC)~1LY(s)+ (F — K(Shxn— A+ BK + LC)~ " BF)R(s)

0 1 0 0
Ejemplo: Dado el sistemacon A=| 0 -2 1 } ,B=| 0 |[yC=[25 0 0],
0 O -8 4

disefar un controlador con estimador realimencion de estados y accion directa de forma
que los autovalores del controlador estén en [—1,42; —1,04 4+ 2,14/] y los del estimador en
[—4,25; —3,13 £+ 6,41]].

A=[0 1 0;0 -2 1;0 0 -8];B=[0;0;4];C=[2.5,0,0];D=0;
n=length (4); ) Linear Simulation Resuts
if rank (obsv(A,C))==n & rank(ctrb(A,B))==n . e
K=place(A,B, [-1.42,-1.04+2.1473,-1.04-2.14731);
L=acker(A',C',[-4.25,-3.13+6.413,-3.13-6.4131)";
F=inv (-Cxinv (A-Bx*K) *B) ;
t=0:0.01:22;u=ones (size(t));hold on;
)
]

)

lsim(A,B,C,D,u,t, [0,0,0]);

Aa=[A, -BxK; LxC,A-BxK-L=*C];

Ba=[B«*F;B«xF];Ca=[C, zeros (size (C
0

ze (C))1;
lsim(Aa,Ba,Ca,D,u,t, [0,0,0,0,0,0

1) T:/

end

legend ('LA", "LC")

eig(Aa);minreal (tf(ss(hAa,Ba,Ca,D)))
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Estimacion y control del VE y accion directa X

@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accion directa: F~'=—-C(A—-BK)™'B
y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
U(s) = —K(Shxn— A+ BK +LC)~ LY (s)+ (F — K(Shxn — A+ BK + LC)~ "' BF)R(5s)

o 1 0 0
Ejemplo: Dado el sistemacon A=| 0 -2 1 ] ,B=1 0 } yC=[25 0 0],
0 O -8 4

disefiar un controlador con estimador realimencion de estados y accion directa de forma
que los autovalores del controlador estén en [—1,42; —1,04 4+ 2,14/] y los del estimador en
[—4,25; —3,13 + 6,41]].

A=[0 1 0;0 -2 1,0 0 -81;B=[0;0;41;C=[2.5,0,0];D=0;n=length(a);

if rank (obsv(A,C))==n & rank(ctrb(A,B))==n
K=place(A,B, [-1.42,-1.04+2.1473,-1.04-2.1471);
L=acker(A',C',[-4.25,-3.13+6.4173,-3.13-6.413])"'; F=inv (-C+inv (A-BxK) xB);
end
e ol B>
I Aﬂ:
EEyF1
K RE I E @‘ L @W
| EEYR
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Estimacion y control del VE y accién directa Xl

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Accion directa: F~'=—-C(A-BK) 'B
y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t)
U(s) = —K(Shxn— A+ BK +LC)~"LY(s)+ (F — K(Shxn — A+ BK +LC)~ " BF)R(5s)

o 1 0 0
Ejemplo: Dado el sistemacon A=| 0 -2 1 } ,B=| 0 |[yC=[25 0 0],
0 0 -8 4

disefar un controlador con estimador realimencion de estados y accion directa de forma
que los autovalores del controlador estén en [—1,42; —1,04 4+ 2,14/] y los del estimador en
[—4,25; —3,13 £+ 6,41]].

A=[0 1 0;0 -2 1;0 0 -81;
B=[0;0;4]1;C=[2.5,0,0];D=0; . Step Response
n=length (A);

if rank (obsv(A,C))==n & rank(ctrb(A,B))==n
K=place(A,B, [-1.42,-1.04+2.1475,-1.04-2.14731);
L=acker (A',C', [-4.25,-3.13+6.417,-3.13-6.4131)"; $ 0
F=inv (-Cxinv (A-B«*K) «B) ; £
Ge=tf (ss (A-BxK-L*C,L,K,0));

Gr=tf (ss (A-B+K-LxC,B+F,-K,F));
Gp=tf(ss(A,B,C,D))
GLC=Gr=*Gp/ (1+Gp*Gc)
step (GLC,minreal (GLC),21);
end
legend ('Completo', 'Simplificado');
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Estimacion y control del VE y accion directa XlI

¢, Por que el resultado es diferente, cuando se simula a través de las funciones de
transferencia en el segundo caso?
El motivo se encuentra en los polos que tienen los controladores:
@ U(s)=—K(slx—A+BK+LC) 'LY (s} F—K(Slxn— A+BK+LC) 'BF)R(s)
@ Los polos los fijan los autovaloresde A — BK — LC
@ Ejemplo 1: los autovalores son [—14,0000 + 8,7178i]
@ Ejemplo 2: los autovalores son [—2,9429 + 8,3169/; 1,8759]
o

En el segundo ejemplo tenemos controladores con autovalores inestables,
que son el origen del problema:

Gpianta(8)
Gic(s) = G,(s)m

Los polos de G¢(s) no dan problemas, ya que
pasan al numerado de G, ¢(S).

Los polos de Gr(s) son los problematicos, ya
gue se quedan en el denominador de G, ¢(S).

y(@)
% G.(s) oo Gooa®) +—7—>

N

-G (s)

@ En simulacion, podemos simplificar los polos de G¢(s) y G/(s), y por lo
tanto, no observar ningun problema.

@ En los experimentos reales, este montaje puede ser problematico, ya que
los polos no se cancelaran realmente.
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Estimacion y control del VE y accién directa Xll|

¢, Que podemos hacer para evitar el problema?

@ Aunque tenemos libertad para escoger los valores de K y L independiente,
debemos comprobar que los autovalores de A — BK — LC son estables
(parte real negativa) cuando queramos hacer el montaje a través de los
controladores G;(s) y G¢(S)

@ En el caso de tener autovalores inestables podemos usar un Gr(S)
alternativo (ya que es la causa del problema):

» Gr(s) = K (es decir usaremos una ganancia pura)
> GLC(S) — K Gpjanta(8)

Eplanta(s)cC(S)
(S)
Gplanla

> Yss =1iMs_,08GLc(S)r(s) =1lims—0SGrc(s) ™ = /imsﬁoKm Iss

o Gplanta(8) o 1
> 1 =lims—oK o tsem — K= amy T Ge(0)

> Gpranta(s) = C(sl — A)"'B — Gpiana(0) = C(—A)"'B

> Go(8) = K(Slxn—A+BK+LC) 'L — G.(0) = K(—A+BK+LC)™ 'L

» Aparentemente, es necesario que Gpiana(0) # 0. Sin embargo,
tambien funciona utilizando Unicamente el elemento de G¢(0).
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Estimacion y control del VE y accién directa XIV
@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accion directa: F~'=—-C(A—-BK)™'B

t) = Cx(t
@ Control: y() ()

U(s) = —K(Shyn— A+ BK +LC)~'LY(S)+(F — K(Shwn— A+ BK +LC)~ ' BF)R(s)
Alternativamente: G = K = m + G¢(0)

o 1 0 0
Ejemplo: Dado el sistemacon A=| 0 -2 1 ,B=| 0 |yC=[25 0 0],
0 0 -8 4

disefar un controlador con estimador realimencién de estados y accion directa de forma
que los autovalores del controlador estén en [—1,42; —1,04 4+ 2,14/] y los del estimador en
[—4,25; —3,13 + 6,41]].

A=[0 1 0;0 -2 1;0 0 -81;B=[0;0;41;C=[2.5,0,0];D=

if rank (obsv(A,C))==length(A) & rank(ctrb(A,B))=
K=place(A,B, [-1.42,-1.04+2.1473,-1.04-2.14731);
L=acker (A',C', [-4.25,-3.13+6.417,-3.13-6.4131)";
F=inv (-Cxinv (A-Bx*K) *B) ;
Gp=tf(ss(A,B,C,D));Gc=tf (ss (A-B+xK-LxC,L,K,0));
Gr=tf (ss (A-B*K-L*C,B*F,-K,F)); %riginal
Gplanta0=-C*inv (A) *B; %o se puede usar
GcO0=K+inv (-A+B*K+L*C) *L;
Gr2=GcO0; ol |
GLCl=minreal (Gr*Gp/ (1+Gp*Gc)) $Simplificado ﬁvv
GLC2=Gr2xGp/ (1+Gp*Gc) Auevo e ° e conc)
step (GLC1,GLC2,21);

end

legend ('Simplificado', "Nuevo');

lenpth (2
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Estimacion y control del VE y accién directa XV

@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accion directa: F~'=—C(A—BK)™'B
y(1) = Cx(1)
@ Estimador: x(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(?))
y(t) = Cx(t)
@ Control: u(t) = —KXx(t) + Fr(t)
U(s) = —K(Slhxn—A+BK +LC)~'LY(S)+(F —K(Slhxp—A+BK+LC)~ ' BF)R(s)

Alternativamente: G(s) = F» = m + Ge(s)

Original: Alternativo:

e

EEYR EEYR
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Estimacion y control del VE y accién directa XVI

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

@ Control alternativo:
U(s)=—Gc(s)Y(s)+F2R(s)
Ge(s)=K(shxn—A+BK+LC)~'L
F2 = Gramat0y + Ge(®)

¢, En el estacionario, con el control alternativo, los dos estados tienden al mismo
valor?

° “Eg 1 - l Lo A—BIB(K—LC] l i%g ]Jr{ 0 ]r(t)

0] [ A —BK Xss BF,
° [ﬁ } = [ LC A—BK—LC} lx }’L[ Onni }’Ss
AXSS - BK&SS - —BFzrss

LCXSS - (A - BK - LC)XSS — 0nX1
puede observar que por lo general los estados son diferentes.

}. A la hora de resolver el sistema se
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Estimacion y control del VE y accién integral |

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: d(t) = x(t) — X(t)
y(t) = Cx(t) d(t) = (A—LC)d(1)

@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)
Estimacién y realimentacién de estados con accion integral

@ z(t) =y(t) —r(t)

@ Control con realimentacion de VE: u(t) = —Kx(t) + Fr(t) — K'z(t)
@ Control con realimentacion del EE: u(t) = —Kx(t) + Fr(t) — K'z(t)
@ Sistema LC: x(t) = Ax(t) — BKX(t) + BFr(t) — BK'z(t)

y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = AX(t) — BKX(t) + BFr(t) — BK'z(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(t)

@ Discrepancia: d(t) = x(t) — X(t)
d(t)=Ax(t)— BKX(t) + BFr(t) — BK'z(t)
(AX(t) — BKX(t) + BFr(t) + L(y(t) — y(1)) — BK'z(t)) =
=(A—- LC)d(1)
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Estimacion y control del VE y accion integral |l

@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: d(t) = x(t) — x(t)
y(t) = Cx(t) d(t) = (A— LC)d(t)

@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(t))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t) — K'z(t) con z(t) = y(t) — r(1).
@ Sistema completo, formado por x(t), z(t) y d(t):
> X(t) = x(t) — d(1)
> x(t) = Ax(t) + Bu(t) = Ax(t) — BKX(t) + BFr(t) — BK'z(t) =
= Ax(t) — BK(x(t) — d(t)) + BFr(t) — BK'z(t)
x(1) A-BK -BK' BK x(t) BF
> Z(t) = c 01x1 01)(n Z(t) + —11x1 I‘(f)
d(t) Onxn 0,y A-LC d(t) 0,y
» La evolucién de los estados y la discrepancia entre el estado real y el estimado
esta también gobernada por los autovalores de la matriz de transicion.
> st _{ A—BK —BK/
(n+1)x(n+1) C 011

» La presencia del controlador no afecta a los autovalores del estimador
(observador) y viceversa. Hacer que los del observador sean mas rapidos.

])||51nxn —(A-LC)| =0.
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Estimacion y control del VE y accidén integral Il
@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: c_i(t) = x(t) — x(t)

y(t) = Cx(t) d(t) = (A- LC)d(t)
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(t))
y(t) = Cx(1)

@ Control: u(t) = —KX(t) + Fr(t) — K'z(t) con z(t) = y(t) — r(1).
@ Sistema completo, formado por x(t), z(t) y d(t):
x(1) A—BK —-BK'  BK x(t) BF
> Z(t) = c 01x1 01)(n Z(t) + —14x1 I‘(f)
d(t) Onxn 011 A-LC d(t) 0x1
» Para calcular los valores de L: L=acker (A’ ,C’ ,autovalores) ;
» Para calcular los valores de K y K', podemos hacer lo que hicimos en

el caso del control con realimentacién de estados y accion integral:
utilizar el sistema ampliado formado por x(t) y z(t).

_ A 0nx1
* Aa_{ C Oix }

B
* Ba:[o1x1 ]

* K=acker (Aa,Ba,autovalores) y obtener K de los primeros n
elementos de K y K/ del Gltimo.
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Estimacion y control del VE y accion integral IV
@ Sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t) @ Discrepancia: d(t) = x(t) — x(t)

y(t) = Cx(t) d(t) = (A—LC)d(1)
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(t))
y(t) = Cx(1)

@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t) — K'z(t) con z(t) = y(t) — r(1).
@ Sistema completo, formado por x(t), z(t) y d(t):
c 011 01xn z(t) —1ix1 | r()

x(t)
d(t) Onxn 0,y A-LC d(t) 0/x1
» El valor de F puede ser cualquiera, ya que la accion integral es la que asegura

A-BK -BK' BK ][x(t)} BF
_l’_

que la referenci si%a a la entrada en el estacionario: _
(] —-BK -BK'  BK Xss BF
* 0 | = (o 01,1 04xn Zss [+ | —Vix1 | r(D)
0 Onxn 01x1 A-LC dss 0nx1

* 0nx1 - (A - LC)dss —> dss = 0
* 0px1 = CXss — Fss — Fss = CXss) = Yss
* La salida seguir al sistema siempre que el sistema en lazo cerrado sea

estable.
* Elegimos F como una ganancia para agilizar, en todo caso, la respuesta
del sistema.
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@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accién directa: Cualquier F

y(t) = Cx(1
@ Estimador: x(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(t)

@ Control: u(t) = —KX(t) + Fr(t) — K'z(t) con z(t) = y(t) — r(1).
@ Controlador completo (estimador+control de EE):
> X(t) = AX(t) — BKX(t) + BFr(t) — BK'z(t) — LCX(t) + Ly(t) =
= (A— BK — LC)X(t) + BFr(t) + Ly(t) — BK'z(t).
> z(t) = y(t) — r(1)
> u(t) = —KX(t) + Fr(t) — K'z(1)
» La funcidn de transferencia del controlador es:
sl X(s) = (A— BK — LC)X(s) + BFR(s) + LY(s) — BK'Z(s)

sZ(s) = Y(s) — R(s) — Z(s) = Y FG)

(Shxn — A+ BK + LC)X(s) = (BF + BTKI)R(S) + (L — BTK/)Y(S)
U(s) = [-K(Shxn — A+ BK + LC)'(L — B<) — K1y (s)+
+[F — K(shx — A+ BK + LC)~"(BF + 2) 1 K'1R(s)
» El controlador tiene dos entradas, la sefal y(s) y la sefial r(s).
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Estimacion y control del VE y accion integral VI
@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accién directa: Cualquier F

y(t) = Cx(t)
@ Estimador: X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —KX(t) + Fr(t) — K'z(t) con z(t) = y(t) — r(1).

U(s) = [-K(shxn — A+ BK + LC)~'(L — B&'y _ K1y ()¢
+[F — K(Slhxn — A+ BK + LC)~'(BF + BTK') 4 K?']n(s)
@ Controlador, por lo tanto, toma la forma de U(s) =—Gc(s) Y(s)+ G:(s)R(s)
con Ge(s)=K(shxn — A+ BK + LC)~'(L — By | KTy
Gr(s)= F — K(Slhxn — A+ BK + LC)_1(BF-|_ BTKI) + K?I

@ Ambas funciones de transferencia tienen los mismos polos (determinante
de la matriz inversa), pero diferentes ceros.

t y(®)
r—@» G.(s) oo G piama(9) >
Gplanta(s)
planta
Gie(s) = Gi(s )—1+Gp,anta(s—)ec(s)
—G((s) <
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Estimacion y control del VE y accién integral VII

@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accién directa: Cualquier F
y(t) = Cx(t)
@ Estimador: x(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(t1))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t) — K'z(t) con z(t) = y(t) — r(t).
U(s) = [-K(shxn — A+ BK + LC)~ (L — BK'y _ Klly(g)4
+F — K(shwn — A+ BK + LC)~" (BF + By 4 K'1R(s)

Ejemplo: Dado el sistema con A = { 24 2) },B: { ? } yC= [ 1 0 ],diseﬁarun
controlador con estimador realimencion de estados y accién integral de forma que los

autovalores del controlador estén en -4 y los del estimador en -20.

=[0 1;-4 0]1;B=[0;11; C [1 01;D=0;n=length(a);
Am [A,zeros(n,1);C,0];Bm=[B;0]; ? —
if rank(obsv( C))==n & rank(ctrb(Am,Bm))::(n+l) .

K=acker(Am Bm, [-4,-4,-4]);Ki=K(end) ;K=K (l:end-1);
L=acker(A',C', [-20,-20])";
t=0:0.01:10;u=ones(size(t));

1sim(A,B,C,D,u,t, [0,0]);hold on; -
F=20 %Cualquiera sirve .
At=[A, -B*Ki,-B«*K;C,0,zeros(1l,n);LxC, -BxKi, A-BxK-L«*C]; 02
Bt=[BxF;-1;BxF];Ct=[C,0,zeros(1l,n)]; .

lsim(At,Bt,Ct,0,u,t,[0,0,0,0,01) ’ ‘ e o ¢

end
legend ('LA'", 'LC");

E. Besada-Portas (DACYA. UCM) Control de sistemas Contron VE 60/ 69




Estimacion y control del VE y accién integral VIII

@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accion directa: Cualquier F
y(t) = Cx(t)
@ Estimador: x(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(t)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t) — K'z(t) con z(t) = y(t) — r(t).
U(s) = [~K(Shwn — A+ BK + LC)~' (L — BK') — K1y (g)+
+[F — K(Shn — A+ BK + LC)~"(BF + BK'y 4 K'|R(s)

Ejemplo: Dado el sistema con A = { (14 8 ],B: { ? }yC:[ 1 0 ], disefiarun

controlador con estimador realimencién de estados y accién integral de forma que los
autovalores del controlador estén en -4 y los del estimador en -20.

A=[0 1;-4 01;B=[0;11;
C=[1 0];D=0;n=length(A);

Am=[A, zeros (n,1);C,0];Bm=[B;0]; Step
OB=obsv (A, C); CO=ctrb (Am, Bm) ;
if rank (OB)==n & rank (CO)==(n+1)

K=acker (Am,Bm, [-4,-4,-41]1);

Ki=K (end) ;K=K (l:end-1);

L=acker(A',C', [-20,-201)";

F=20; %Cualgquiera sirve
end
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Estimacion y control del VE y accion integral IX

@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accién directa: Cualquier F
y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(1)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t) — K'z(t) con z(t) = y(t) — r(t).
U(s) = [~K(Shwn — A+ BK + LC)~ (L — By — K]y (5)+
HF — K(shxn — A+ BK + LC)~(BF + By + K'R(s)

0 1 0 o
4 O],B—{1}yc_[1 0 |, disefiar un
controlador con estimador realimencién de estados y accién integral de forma que los

autovalores del controlador estén en -4 y los del estimador en -20.

Ejemplo: Dado el sistema con A = {

A=[0 1;-4 0];B=[0;1]1;C=[1 0];D=0;n=length(A);
Am=[A, zeros(n,1);C,0];Bm=[B;0];
if rank (obsv(A,C))==n & rank (ctrb (Am,Bm))==(n+1) Step Response
K=acker (Am,Bm, [-4,-4,-4]) ;Ki=K (end) ; K=K (l:end-1) ; '
L=acker(A',C', [-20,-20])";
F=20; %Cualgquiera sirve
Gp=tf(ss(A,B,C,D));
syms s

Gec2=collect (- (-K*inv (s*eye (n) —~A+B*K+LxC) * (L-BxKi/s)-Ki/s)); 04
Gr2=collect (F-Kxinv (s*eye (n) —A+B*xK+L*C) » (BxF+BxKi/s) +Ki/s) ; -

%Se leen los coeficientes.
Ge=tf([6576,18064,25600],11,52,924,0])
Gr=tf ([20,864,10560,25600]1,1[1,52,924,01)
step (Gp, Gp*Gr/ (1+Gp*Gc) , 10)

end
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Estimacion y control del VE y accion integral X

@ Sistema: x(t) = Ax(t)+ Bu(t) @ Accién directa: Cualquier F
y(t) = Cx(1)
@ Estimador: X(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(1))
y(t) = Cx(t)
@ Control: u(t) = —Kx(t) + Fr(t) — K'z(t) con z(t) =y(t) —r(t).
U(s) = [-K(Slxn — A+ BK + LC)~ (L — BK B’y K! Elv(s)+

+[F — K(Slxn — A+ BK 4 LC) ™! (BF + %) + K?]R(s)

Ejemplo: Dado el sistema con A = { (14 8 ],B: [ ? }yC:[ 1 0 ], disefiar un

controlador con estimador realimencién de estados y accién integral de forma que los
autovalores del controlador estén en -4 y los del estimador en -20.

A=[0 1;-4 0];B=[0;1]1;C=[1 0];D=0;n=length(A);
Am=[A, zeros(n,1);C,0];Bm=[B;0];

if rank(obsv(A,C))==n & rank(ctrb(Am,Bm))::(n+1) 12 —
K=acker (Am,Bm, [-4,-4,-4]);Ki=K(end) ;K=K (l:end-1);
L=acker(A',C', [-20, 720])"
F=20; % Cualquiera sirve

Acon=[A-B*K-LxC, -BxKi; zeros (1,n+1)];

Bcon=[L,BxF;1,-1];Ccon=[-K,-Ki];Dcon=[0,F]; :

Gp=tf (ss(A,B,C,D));
Gcon=tf (ss (Acon,Bcon,Ccon,Dcon)) 02
Gc=-Gcon (1) 0

Gr=Gcon (2) ! ‘ e soconde)”
step (Gp, Gp*Gr/ (1+Gp*Gc) , 10)
end
legend ('LA', "LC");
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Estimacion y control del VE y accién integral X

@ Las ventajas de la accién integral se mantienen cuando realimentamos el
estado estimado:

» Elimina el efecto, sobre la salida del sistema en lazo cerrado, de las
perturbaciones constantes que haya en la entrada y en la salida de la
planta.

» Permite seguir a la entrada aunque no se conozcan exactamente los
valores de las matrices Ay B

@ A la hora de implementar el controlador a través de las dos funciones de
transferencia, hay que comprobar que los autovalores A — BK — LC son
estables. Si no lo son:

» Se puede usar una F alternativa (procedimiento visto en el caso de
realimentacion del estimador con accién directa).

» Como F puede tomar cualquier valor, podemos hacerlo cero, de forma
que no tengamos la conexidn de la sefal de referencia a través de F.
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Esquema

Q@ control Optimo
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Sintonizacion 6ptima del controlador |

Para elegir los parametros del controlador (K, L y F) podemos seguir varios
procedimientos:

@ Asignacién de los autovalores (visto a lo largo del tema)

@ Utilizar algoritmos de optimizacion y una funcién objetivo/restricciones
dependiente de los parametros del sistema.

@ Sintonizar optimamente la K del sistema por el método LQR (Lineal
Quadratic Regulator):

» Dado el sistema: x(t) = Ax(t) + Bu(t)

» Funcion de coste: J = [ (x(t)" Qx(t) + u(t)" Ru(t))dt
donde Q es simétrica y semidifinida positiva y R es simétrica y
definida positiva (porque tiene que ser invertible).

» La ley de control que minimiza J: u(t) = —Kx(t)
donde K = R~'B" Sy S es una matriz simétrica semidefinida
positiva, solucién de la ecuacion algebraica de Riccati:
SA+A'S-SBR'B'S+Q=0.

» Matlab encuentra la solucién: [K, S, autovalor]=1gr (A, B,Q,R).

» A través de los valores de las matrices Q y R indicamos los estados y

sefales de control que deseamos optimizar mas.
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Sintonizacién 6ptima del controlador |l

@ El método LQR permite sintonizar el valor de la K de todos los
controladores vistos (y no sélo el de realimentacién de estados):

» Para los casos con realimentacion y realimentacion + accion directa,
se obtendra directamente el valor de K a partir de las matrices Ay B.

» Para el caso con realimeacién+accion integral, se obtendra el valor de
[K, K'] a partir de las matrices ampliadas con el estado z.

» Para sintonizar el valor de la L en los controles con estimador de
estados, se mira el valor de los autovalores asociados ala Ky se
eligen valores con dindmicas mas rapidas.

» El valor de la matriz F se elige como ya se ha visto.

@ En cualquier caso, podemos usar los valores propuestos por el método para
K y por nosotros para F y L como punto de partida de un algoritmos de
optimizacién mas genérico que nos permita poner restricciones u optimizar
otras funciones J.

@ A pesar de la sencillez aparente de la técnica, elegir los valoresde Qy R
que produzcan el comportamiento deseado no es una labor trivial.
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Sintonizacién 6ptima del controlador Il

0 1 0
-4 0 ]’B —
controlador con VE y accion directa por el método LQR.

o Q= { 2) ? } . Penaliza por separado la suma de los cuadrados de los estados.

@ R = p. Penaliza, con un factor p, el cuadrado de la sefial de control.
Salida:

Step Respons:

Ejemplo: Dado el sistema con A = } yC=[1 0 ],disefarun

A=[0 1;-4 0];B=[0;1]1;C=[1,0]1;D=0;n=length(A); 6
Q=[1 0;0 1]1;R=10; %Con rho=10 4
[K,S,autovalores]=1gr (A,B,Q,R); 2
F=inv (-C*inv (A-B*K) xB) ; §! AT
figure(l);step(ss(A-BxK,BxF,C,0)),hold on; %Respuesta <08

figure(2);step(ss (A-BxK,BxF,-K,F)),hold on; % Control

Q=[1 0;0 1];R=1; %Con rho=1
[K,S,autovalores]=1qr (A,B,Q,R); -
F=inv (-C+inv (A-B+K) *B) ; I

figure(l);step(ss(A-BxK,B«xF,C,0)),hold on; %Respuesta Control:
figure (2);step(ss (A-BxK,BxF,-K,F)),hold on; % ontrol '
Q=[1 0;0 1]1;R=0.1; %Con rho=0.1 Step Response

[K,S,autovalores]=19r (A,B,Q,R);
F=inv (-Cxinv (A-Bx*K) *B) ; asf
figure (1) A \/\7
figure(l);step(ss (A-BxK,BxF,C,0)),hold on; %Respuesta ER
legend('\rho=10", "\rho=1"', '\rho=0.1")

figure (2);step(ss (A-BxK,BxF,-K,F)),hold on; % ontrol
legend('\rho=10", "\rho=1"', "\rho=0.1")
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Sintonizacion 6ptima del controlador 1V

Para elegir los valores de las matrices Q y R se puede seguir el método de
Bryson y Ho:

@ Utilizar inicialmente matrices diagonales, cuyos elementos sean la inversa
de los cuadrados maximos que deseamos para la variable correspondiente

@ Modificando los valores de las diagonales hasta que se obtenga un
compromiso adecuado entre el tiempo de respuesta, el amortiguamiento y
el esfuerzo de control.

Alternativamente, se puede usar una variante del método LQR en el que la matriz
Q esta relacionado con el peso de la salida y la R con la sefial de control:

@ Funcion de coste: J = [ (y(t)" Qy(t) + u(t)” Ru(t))dt
@ Laley de control que minimiza J: u(t) = —Kx(t)

@ Se encuentra la relacion de K con las matrices del sistema, usando un
sistema alternativo que nos da la relacion de y con el estado y el método
LQR para estados.

@ Matlab encuentra la solucién: [K, S, autovalor]=1qgry (A, B, Q,R).
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