
Laboratorio de Simulación de Materiales no Metálicos 1

Tensores cartesianos y Tensores cartesianos y 

propiedades de materiales propiedades de materiales 

anisanisóótropostropos
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Laboratorio de Simulación de Materiales no Metálicos 2

Propiedades de materiales anisótropos

Muchos usos tradicionales y avanzados de los materiales Muchos usos tradicionales y avanzados de los materiales 

se basan en que se basan en que una o varias de sus propiedades funa o varias de sus propiedades fíísicas sicas 

son diferentes en diferentes direccionesson diferentes en diferentes direcciones (no tienen (no tienen 

simetrsimetríía rotacional)a rotacional)

Es decir, son Es decir, son anisanisóótropostropos

Pero pueden ser Pero pueden ser homoghomogééneosneos o o heterogheterogééneosneos segsegúún que n que 

posean o no simetrposean o no simetríía a translacionaltranslacional..
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Ejemplos de materiales anisótropos

Difusión diferencial
en electroforesis

Materiales laminados

A

A

sección A-A
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Propiedades de materiales anisótropos

Difusión de medicamentos 
a través de la piel

en un tratamiento
interesa que la difusión
perpendicular a la piel

sea mayor que paralela
a la misma
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Propiedades de materiales anisótropos

Difusión de medicamentos 
a través de la piel

en una protección solar 
interesa que la difusión
perpendicular a la piel 

sea pequeña 
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Propiedades de materiales anisótropos

Ala de airbus
compuesto (“composite”)

epoxi-carbono
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Propiedades de materiales anisótropos

Multiplexador para fibra óptica

El movimiento de los microespejos
puede controlarse por medio
de la piezoelectricidad o 
la termoelectricidad
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alta conductividad térmica 
perpendicularmente 

a la superficie

baja conductividad térmica 
paralelamente 
a la superficie

0.02 0 0
0 0.02 0 kJ/s m K
0 0 0.13

k
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

q k T= − ⋅∇

1 2

3
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Propiedades de materiales anisótropos

Algunas propiedades de materiales con apl. anisAlgunas propiedades de materiales con apl. anisóótropas:tropas:
• difusividad másica

• conductividad eléctrica

• conductividad térmica

• permeabilidad magnética

• expansión térmica

• actividad óptica

• efectos piezoeléctrico directo e inverso

• efecto Hall

• efectos Pockels y Kerr

• efecto termoeléctrico

• complianza y rigidez elásticas

• efecto piroeléctrico
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Tensores cartesianos
Para poder hacer cPara poder hacer cáálculos con materiales anislculos con materiales anisóótropos es tropos es 

preciso adquirir un bagaje mpreciso adquirir un bagaje míínimo de cnimo de cáálculo tensorial*lculo tensorial*

Distinguimos dos tipos de tensores:Distinguimos dos tipos de tensores:
de materia

• representan propiedades físicas de un material  

• o coeficientes fenomenológicos en ecuaciones constitutivas

• suelen ser los mismos en todos los puntos del espacio

de campo
• representan soluciones de ecuaciones de campo

• suelen ser distintos en cada punto del espacio

* en esta asignatura sólo se requieren conocimientos básicos de tensores cartesianos, es decir, los asociados a  
transformaciones de coordenadas no sólo lineales sino además ortogonales. En este caso la distinción entre tipos 
covariantes, contravariantes y mixtos desaparece, y el cálculo se reduce a la manipulación de diadas, triadas, etc. y no es 
necesario recurrir al tensor métrico. Por tanto estas notas son válidas exclusivamente para tensores cartesianos.
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Tensores de materia:Tensores de materia:
• difusividad másica

• conductividad eléctrica

• conductividad térmica

• permeabilidad magnética

• expansión térmica

• actividad óptica

• efectos piezoeléctrico directo e inverso

• efecto Hall

• efecto Kerr

• efecto termoeléctrico

• complianza

• rigidez
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Tensores cartesianos

Tensores de campo de orden 1: Tensores de campo de orden 1: 

• desplazamiento, velocidad, aceleración, fuerza

de orden superior a 1 sde orden superior a 1 sóólo estudiaremos:lo estudiaremos:

• tensor de esfuerzos

• tensor gradiente de velocidad

• tensor gradiente de desplazamiento

El modo de operar con los de campo y de materia es el mismoEl modo de operar con los de campo y de materia es el mismo
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Tensores cartesianos

NotaciNotacióónn

el orden de un tensor es el número de subíndices que tiene
de modo informal, es una “tabla” de 1, 2, 3, ... dimensiones (tantas 
como el orden) que contiene, en general, dorden elementos, donde d es 
la dimensión del espacio (en esta asignatura, 3)*
denotaremos el orden subrayando la variable (propiedad, campo) 
tantas veces como su orden tensorial

D
coeficiente de difusión

o
difusividad

es un tensor de materia 
de segundo orden

d
≡

módulo
piezoeléctrico

es un tensor de materia 
de tercer orden

* la definición rigurosa se vé más adelante

C
LA

S
E

S
 P

A
R

T
IC

U
LA

R
E

S
, T

U
T

O
R

ÍA
S

 T
É

C
N

IC
A

S
 O

N
LIN

E
LLA

M
A

 O
 E

N
V

ÍA
 W

H
A

T
S

A
P

P
: 689 45 44 70

- - -

O
N

LIN
E

 P
R

IV
A

T
E

 LE
S

S
O

N
S

 F
O

R
 S

C
IE

N
C

E
 S

T
U

D
E

N
T

S
C

A
LL O

R
 W

H
A

T
S

A
P

P
:689 45 44 70

w
w

w
.cartagena99.com

 no se hace responsable de la inform
ación contenida en el presente docum

ento en virtud al
A

rtículo 17.1 de la Ley de S
ervicios de la S

ociedad de la Inform
ación y de C

om
ercio E

lectrónico, de 11 de julio de 2002.
S

i la inform
ación contenida en el docum

ento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Laboratorio de Simulación de Materiales no Metálicos 14

Tensores cartesianos

Ejemplos de tensores de materiaEjemplos de tensores de materia

D

k

ρ

σ

α

ε

difusividad (m2/s)

resistividad eléctrica (Ω.m)

conductividad eléctrica (S/m)

conductividad térmica (W/m.K)

coef. de expansión térmica (K-1)

constante dieléctrica relativa (-)

p
1er orden 2º orden

coef. piroeléctrico 
(C/m2.K)
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Tensores cartesianos

Ejemplos de tensores de materiaEjemplos de tensores de materia

s

c

s

ρ

Π

complianza elástica (Pa-1)
d

r

d

módulo piezoeléctrico directo e 
inverso (C/N)

3er orden 4º orden

coef. de efecto Hall 
(Ω.m/T)

coef. electroóptico lineal (efecto 
Pockels) (m/V)

coeficiente electroóptico cuadrático 
(efecto Kerr) (m2/V)

rigidez elástica (Pa)

coeficiente magnetoresistivo 
(cuadrático) (Ω.m/T2)

coeficiente fotoelástico (-)
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Tensores cartesianos

Ejemplos de tensores de campoEjemplos de tensores de campo

τ
ε
γ

tensor de esfuerzos (Pa)

tensor deformación (-)

tensor velocidad de deformación (1/s)A

v
u
E
J
P
J

velocidad de un fluido (m/s)

desplazamiento (m)

campo eléctrico (V/m)

1er orden 2º orden

flujo másico de A (kg/m2 s, o 
kmol/m2 s o átomos/m2 s)

densidad de corriente 
eléctrica (A/m2)

polarización (C/m2)
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Tensores cartesianos

Las operaciones con tensores de campo generalizan las Las operaciones con tensores de campo generalizan las 

relaciones ya conocidas entre escalares (tensores de orden relaciones ya conocidas entre escalares (tensores de orden 

0) y vectores (orden 1). 0) y vectores (orden 1). P.ejP.ej.:.:

Tε α= Δ

deformación = coeficiente de expansión térmica x incremento de temperatura 

• Cuando un material es isótropo, el coef. de expansión térmica es el mismo en 
todas las direcciones

• Un material no isótropo se deforma de modo diferente en diferentes 
direcciones

Tε α= Δ

Tε α= Δ
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Tensores cartesianos

Muchas de las relaciones que conocemos en su versiMuchas de las relaciones que conocemos en su versióón n 

escalar (para materiales isescalar (para materiales isóótropos) son en general tropos) son en general 

tensorialestensoriales

:P d τ
≡

=

polarización eléctrica = módulo piezoeléctrico x esfuerzo 

A AJ D C= − ⋅∇

flujo másico = difusividad x gradiente de concentración 
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Tensores cartesianos

Reflejan Reflejan p.ejp.ej. el hecho de que en la ley de . el hecho de que en la ley de OhmOhm, cada componente del , cada componente del 

campo elcampo elééctrico puede depender de todas las componentes de la ctrico puede depender de todas las componentes de la 

densidad de corriente: densidad de corriente: 

11 1 111 2 211 3 311

12 1 112 2 212 3 312

13 1 113 2 213 3 313

etc ...

E d E d E d
E d E d E d
E d E d E d

ε
ε
ε

= + +

= + +

= + +

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

E J J J
E J J J
E J J J

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

= + +

= + +

= + +

o bien, p.ej. que en el efecto piezoelo bien, p.ej. que en el efecto piezoelééctrico inverso, cada componente ctrico inverso, cada componente 

de la deformacide la deformacióón puede depender de todas las componentes del n puede depender de todas las componentes del 

campo aplicado:campo aplicado:
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Tensores cartesianos
Las direcciones coordenadas se especifican como Las direcciones coordenadas se especifican como 1, 2 y y 3 (no como (no como x,y,z))

Usaremos varios tipos de productos entre tensores; estos productUsaremos varios tipos de productos entre tensores; estos productos (que se os (que se 

definen a continuacidefinen a continuacióón) se denotan por medio de sn) se denotan por medio de síímbolos comombolos como

En ocasiones usaremos con estos productos tipos especiales de paEn ocasiones usaremos con estos productos tipos especiales de parrééntesis para ntesis para 

hacer patente la naturaleza (orden tensorial) del resultado de uhacer patente la naturaleza (orden tensorial) del resultado de un producto:n producto:

El orden del resultado de un producto se obtiene del siguiente mEl orden del resultado de un producto se obtiene del siguiente modo:odo:

:⋅ ×

[ ] { }er() escalar vector (tensor 1  orden) tensor 2º orden= = =

signo de multiplicación orden del resultado
ninguno

×
⋅
:

suma de órdenes de los factores

suma de órdenes de los factores - 2

suma de órdenes de los factores - 4

suma de órdenes de los factores - 6

suma de órdenes de los factores - 1

C
LA

S
E

S
 P

A
R

T
IC

U
LA

R
E

S
, T

U
T

O
R

ÍA
S

 T
É

C
N

IC
A

S
 O

N
LIN

E
LLA

M
A

 O
 E

N
V

ÍA
 W

H
A

T
S

A
P

P
: 689 45 44 70

- - -

O
N

LIN
E

 P
R

IV
A

T
E

 LE
S

S
O

N
S

 F
O

R
 S

C
IE

N
C

E
 S

T
U

D
E

N
T

S
C

A
LL O

R
 W

H
A

T
S

A
P

P
:689 45 44 70

w
w

w
.cartagena99.com

 no se hace responsable de la inform
ación contenida en el presente docum

ento en virtud al
A

rtículo 17.1 de la Ley de S
ervicios de la S

ociedad de la Inform
ación y de C

om
ercio E

lectrónico, de 11 de julio de 2002.
S

i la inform
ación contenida en el docum

ento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Laboratorio de Simulación de Materiales no Metálicos 21

Tensores cartesianos
Por ejemplo:Por ejemplo:

uv es de orden 1+1=2

[ ]u v× es de orden 1+1-1=1

{ }σ τ⋅ es de orden 2+2-2=2

( ):σ τ es de orden 2+2-4=0

{ }:c ε es de orden 4+2-4=2

C
LA

S
E

S
 P

A
R

T
IC

U
LA

R
E

S
, T

U
T

O
R

ÍA
S

 T
É

C
N

IC
A

S
 O

N
LIN

E
LLA

M
A

 O
 E

N
V

ÍA
 W

H
A

T
S

A
P

P
: 689 45 44 70

- - -

O
N

LIN
E

 P
R

IV
A

T
E

 LE
S

S
O

N
S

 F
O

R
 S

C
IE

N
C

E
 S

T
U

D
E

N
T

S
C

A
LL O

R
 W

H
A

T
S

A
P

P
:689 45 44 70

w
w

w
.cartagena99.com

 no se hace responsable de la inform
ación contenida en el presente docum

ento en virtud al
A

rtículo 17.1 de la Ley de S
ervicios de la S

ociedad de la Inform
ación y de C

om
ercio E

lectrónico, de 11 de julio de 2002.
S

i la inform
ación contenida en el docum

ento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Laboratorio de Simulación de Materiales no Metálicos 22

Los vectores unitarios (cartesianos) se denotan como:Los vectores unitarios (cartesianos) se denotan como:

1 2 3, ,δ δ δ
La delta de Kronecker o sLa delta de Kronecker o síímbolo de Zehfuss como:mbolo de Zehfuss como:

1 si
0 siij

i j
i j

δ
+ =⎧

= ⎨ ≠⎩

El sEl síímbolo de permutacimbolo de permutacióón, o sn, o síímbolo de Levimbolo de Levi--Civita, o sCivita, o síímbolo de mbolo de 

Eddington*, como:Eddington*, como:
1 si 123,231 o 312
1 si 321,213 o 132

0 si hay dos índices iguales
ijk

ijk
ijkε

+ =⎧
⎪= − =⎨
⎪
⎩

Tensores cartesianos

* más exactamente, el símbolo de permutación es un pseudotensor (de tercer orden), del mismo modo que el resultado de un producto 

vectorial es un pseudotensor de 1er orden, pseudovector o vector axial; en contraposición con un vector polar, vector propiamente 

dicho o tensor de 1er orden; en esta asignatura no tendremos en cuenta la distinción entre tensores (paridad impar, que son 

invariantes bajo rotación) o pseudotensores (paridad par, que son invariantes bajo rotación y reflexión)
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Se verifica:Se verifica:
1 ( )( )( )
2ijk i j j k k iε = − − −

3 3

1 1
2ijk hjk ih

j k
ε ε δ

= =

=∑∑

3

1
ijk mnk im jn in jm

k
ε ε δ δ δ δ

=

= −∑

Un determinante 3Un determinante 3××3 puede escribirse como:3 puede escribirse como:

11 12 13 3 3 3

21 22 3 1 2 3
1 1 1

31 32 33

ijk i j k
i j k

a a a
a a a a a a
a a a

ε
= = =

= ∑∑∑

Tensores cartesianos

3 3 3

1 1 1
6ijk ijk

i j k
ε ε

= = =

=∑∑∑
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Operaciones con vectores unitarios:Operaciones con vectores unitarios:

Tensores cartesianos

( )i j ijδ δ δ⋅ =

3

1
i j ijk k

k
δ δ ε δ

=

⎡ ⎤× =⎣ ⎦ ∑

(producto escalar)(producto escalar)

(producto vectorial)(producto vectorial)

ExpresiExpresióón de un vector (tensor de 1n de un vector (tensor de 1erer orden) en vectores unitarios:orden) en vectores unitarios:
3

1
i i

i
v vδ

=

= ∑

Magnitud de un vector (mMagnitud de un vector (móódulo):dulo):
3

2

1
i

i
v v

=

= ∑

Esta expresiEsta expresióón puede interpretarse como n puede interpretarse como ““el tensor    , en el lugar el tensor    , en el lugar 

indicado por el indicado por el ííndice ndice ii,, contiene el valor (componente)     contiene el valor (componente)     ““iv
v

iv v
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

fila fila ii
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Convenio de sumaciConvenio de sumacióón sobre n sobre ííndices repetidos (Einstein)ndices repetidos (Einstein): : en un en un 

producto en el que aparece uno o varios producto en el que aparece uno o varios ííndices repetidos (y no hay ndices repetidos (y no hay 

signos de sumatorio explsignos de sumatorio explíícitos sobre esos citos sobre esos ííndices), se entenderndices), se entenderáá que que 

existe sumaciexiste sumacióón sobre esos n sobre esos ííndices.ndices. Esta convenciEsta convencióón es exactamente n es exactamente 

equivalente a mantener los sumatorios, pero elimina los signos dequivalente a mantener los sumatorios, pero elimina los signos de sumacie sumacióón y n y 

reduce notablemente la complejidad de las expresiones. P. ej. unreduce notablemente la complejidad de las expresiones. P. ej. un vector puede vector puede 

escribirse como:escribirse como:

Tensores cartesianos

3

1
i i i i

i
v v vδ δ

=

= =∑
ííndice repetido ndice repetido ii suma sobre este suma sobre este ííndicendice

2
iv

3 3
2

1 1
i i i i i

i i
v v v v v v

= =

= = =∑ ∑

AtenciAtencióón: en la expresin: en la expresióónn NO hay NO hay ííndice repetido, por tanto no hay suma sobre ndice repetido, por tanto no hay suma sobre ii::
3

2 2

1
i i

i
v v v

=

≠ =∑
2
ivLa expresiLa expresióónn significa significa ““el cuadrado de la el cuadrado de la ii--éésima componente del vectorsima componente del vector”” (donde el valor de (donde el valor de ii no estno estáá especificado) especificado) 
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Operaciones con vectores:Operaciones con vectores:

Tensores cartesianos

( )i i i isv s v svδ δ= =escalar por vector:escalar por vector:

producto escalarproducto escalar
de dos vectores:de dos vectores:

( ) ( ) ( )i i j j i j i j ij i j i iu v u v u v u v u vδ δ δ δ δ⋅ = ⋅ = ⋅ = =
(esta expresión contiene dos índices repetidos, es por tanto una doble suma con un total de 9 términos. 

De estos nueve términos, la δ de Kronecker selecciona los 3 términos que se indican)

producto vectorial:producto vectorial:

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( ) ( )i i j j i j i j ijk k i j kij k i ju v u v u v u v u v

u u u
v v v

δ δ δ δ ε δ ε δ

δ δ δ

⎡ ⎤× = × = × = = =⎣ ⎦

=
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Para tensores cartesianos de Para tensores cartesianos de óórdenes superiores se opera de modo rdenes superiores se opera de modo 

ananáálogo. En vez de vectores unitarios se utilizan logo. En vez de vectores unitarios se utilizan diadasdiadas, triadas, , triadas, tetradastetradas, , 

etc. unitarias:etc. unitarias:

1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3 3, , , , , , , ,δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

Las diadas unitarias son:Las diadas unitarias son:

Tensores cartesianos

, , 1, 2,3i j i jδ δ = (hay 9)(hay 9)

Las triadas unitarias son:Las triadas unitarias son: , , , 1, 2,3i j k i j kδ δ δ = (hay 27)(hay 27)

Las tetradas unitarias son:Las tetradas unitarias son: , , , , 1, 2,3i j k l i j k lδ δ δ δ = (hay 81)(hay 81)

El nombre de las diadas es El nombre de las diadas es ““delta i delta jdelta i delta j””, el de las triadas es , el de las triadas es ““delta delta 

i delta j delta ki delta j delta k””, etc. Es decir, la diada unitaria es el , etc. Es decir, la diada unitaria es el ““bloquebloque””: : 
etc.etc.

i jδ δ

y asy asíí sucesivamente para sucesivamente para óórdenes superioresrdenes superiores
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Tensores cartesianos

Un tensor de 2Un tensor de 2ºº orden se expresa en funciorden se expresa en funcióón de sus componentes y n de sus componentes y 

de las diadas unitarias de modo absolutamente ande las diadas unitarias de modo absolutamente anáálogo a uno de 1logo a uno de 1erer

orden orden 
3 3

1 1
i j ij i j ij

i j

τ δ δ τ δ δ τ
= =

= =∑∑

Esta expresiEsta expresióón puede interpretarse como n puede interpretarse como ““en el tensor    , en el lugar en el tensor    , en el lugar 

indicado por los indicado por los ííndices ndices ijij,, colocar el valor (componente)        colocar el valor (componente)        ““

ijτ τ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

τ

Representando el tensor de 2Representando el tensor de 2ºº orden como una matriz (orden como una matriz (atenciatencióónn: un tensor de 2: un tensor de 2ºº orden NO orden NO 

es una matriz; sus componentes se pueden representar como una maes una matriz; sus componentes se pueden representar como una matriz; la distincitriz; la distincióón se n se 

ve mve máás adelante)s adelante)

fila fila ii

columna columna jj

ijτ

(dos (dos ííndices repetidos, doble suma, ndices repetidos, doble suma, 

9 t9 téérminos)rminos)
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Tensores cartesianos

Un tensor de 3Un tensor de 3erer orden se expresa en funciorden se expresa en funcióón de sus componentes y n de sus componentes y 

de las triadas unitarias de modo absolutamente ande las triadas unitarias de modo absolutamente anáálogo a uno de 1er logo a uno de 1er 

o de 2o de 2ºº orden orden 3 3 3

1 1 1
i j k ijk i j k ijk

i j k

d d dδ δ δ δ δ δ
= = =

= =∑∑∑

Esta expresiEsta expresióón puede interpretarse como n puede interpretarse como ““en el tensor    , en el lugar en el tensor    , en el lugar 

(componente) indicado por los (componente) indicado por los ííndices ndices ijkijk,, colocar el valor       colocar el valor       ““

d

Representando un tensor de 3Representando un tensor de 3erer orden como un cubo:orden como un cubo:

ííndice ndice ii

ííndice ndice jj

ijkd

(tres (tres ííndices repetidos,ndices repetidos,
triple suma)triple suma)

ijkd

ííndice ndice kk
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Operaciones con diadas unitarias: es una generalizaciOperaciones con diadas unitarias: es una generalizacióón directa de las operaciones n directa de las operaciones 

con vectores unitarios:con vectores unitarios:

{ }
( )

( )

( )

( )

: ( )( )

i j k i j k i jk

i j k i j k k ij

i j k l i j k l i jk l i l jk

i j k l i l j k il jk

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

⎡ ⎤⋅ = ⋅ =⎣ ⎦
⎡ ⎤⋅ = ⋅ =⎣ ⎦

⋅ = ⋅ = =

= ⋅ ⋅ =

Tensores cartesianos

Como regla general, cada Como regla general, cada ““ ⋅ ”” (llamada (llamada ““contraccicontraccióón de n de ííndicesndices”” o producto interno) opera o producto interno) opera 

sobre los ssobre los síímbolos que estmbolos que estáán inmediatamente a su izquierda y a su derecha, es decir, es n inmediatamente a su izquierda y a su derecha, es decir, es 

formalmente idformalmente idééntico a un producto escalar de los dos vectores unitarios adyacentico a un producto escalar de los dos vectores unitarios adyacentes al ntes al 

operador.operador.

Cuando hay mCuando hay máás de una contraccis de una contraccióón (p.ej. n (p.ej. ““ : ”” es una doble contraccies una doble contraccióón tensorial), se n tensorial), se 

lleva a cabo la operacilleva a cabo la operacióón anterior tantas veces como contracciones haya.n anterior tantas veces como contracciones haya.

(productos escalares, o contracciones, de diada unitaria por (productos escalares, o contracciones, de diada unitaria por 
vector unitario)vector unitario)

(doble contracci(doble contraccióón de dos diadas unitarias)n de dos diadas unitarias)

(producto escalar, o contracci(producto escalar, o contraccióón, n, 
de dos diadas unitariasde dos diadas unitarias

C
LA

S
E

S
 P

A
R

T
IC

U
LA

R
E

S
, T

U
T

O
R

ÍA
S

 T
É

C
N

IC
A

S
 O

N
LIN

E
LLA

M
A

 O
 E

N
V

ÍA
 W

H
A

T
S

A
P

P
: 689 45 44 70

- - -

O
N

LIN
E

 P
R

IV
A

T
E

 LE
S

S
O

N
S

 F
O

R
 S

C
IE

N
C

E
 S

T
U

D
E

N
T

S
C

A
LL O

R
 W

H
A

T
S

A
P

P
:689 45 44 70

w
w

w
.cartagena99.com

 no se hace responsable de la inform
ación contenida en el presente docum

ento en virtud al
A

rtículo 17.1 de la Ley de S
ervicios de la S

ociedad de la Inform
ación y de C

om
ercio E

lectrónico, de 11 de julio de 2002.
S

i la inform
ación contenida en el docum

ento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Laboratorio de Simulación de Materiales no Metálicos 31

Operaciones con triadas, tetradas, etc. unitarias: se aplica la Operaciones con triadas, tetradas, etc. unitarias: se aplica la regla regla 

general de la transparencia anterior hasta realizar todas las general de la transparencia anterior hasta realizar todas las 

contracciones:contracciones:

{ }

( )

( )

: ( )( )

( )( )( )

i j k l i j k l i j kl

i j k l m i k l j m i kl jm

i j k l m n i n k l j m

in jm kl

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ

⋅ = ⋅ =

⎡ ⎤ = ⋅ ⋅ =⎣ ⎦

= ⋅ ⋅ ⋅ =

=

Tensores cartesianos

producto, o contracciproducto, o contraccióón, de triada unitaria n, de triada unitaria 

por vector unitario; resultado: tensor de 2por vector unitario; resultado: tensor de 2ºº ordenorden

doble contraccidoble contraccióón de triada unitaria n de triada unitaria 

por diada unitaria; resultado: tensor de por diada unitaria; resultado: tensor de 
1er orden1er orden

triple contraccitriple contraccióón de triada unitaria n de triada unitaria 

por triada unitaria; resultado: escalar, por triada unitaria; resultado: escalar, 
tensor de orden cerotensor de orden cero
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Mientras que las contracciones anteriores reducen el orden del rMientras que las contracciones anteriores reducen el orden del resultado esultado 

respecto a la suma de respecto a la suma de óórdenes de los factores, existe finalmente otro rdenes de los factores, existe finalmente otro 

tipo de producto, el tipo de producto, el producto diproducto diáádicodico, no conmutativo, de dos , no conmutativo, de dos 

vectores, cuyo resultado es un tensor de segundo orden:vectores, cuyo resultado es un tensor de segundo orden:

i j i juv u vδ δ=

Tensores cartesianos

Producto diProducto diáádico de dos vectores. Se denota escribiendo los dico de dos vectores. Se denota escribiendo los 
dos factores sin ningdos factores sin ningúún signo de multiplicacin signo de multiplicacióón entre n entre 

ambos. Resultado: tensor de 2ambos. Resultado: tensor de 2ºº orden (con 9 orden (con 9 
componentes, hay doble suma, sobre los dos componentes, hay doble suma, sobre los dos ííndices ndices 

repetidos)repetidos)

Usando las anteriores definiciones, el modo de realizar productoUsando las anteriores definiciones, el modo de realizar productos es:s es:
Doble contracciDoble contraccióón de dos tensores de 2n de dos tensores de 2ºº orden:orden:

( ) ( ): ) : ( ( )( )i j ij k l kl i l j k ij kl il jk ij kl ij jiσ τ δ δ σ δ δ τ δ δ δ δ σ τ δ δ σ τ σ τ= = ⋅ ⋅ = =

de los términos que contiene esta expresión (hay cuatro índices repetidos y por tanto 34 = 81 términos), las dos δ de Kronecker 

seleccionan los 9 (=32 doble suma) términos que se indican; es decir, aquéllos para los que i=l y j=k, o lo que es lo mismo, 

en la penúltima expresión se identifican i con l y j con k, puesto que tienen que ser iguales estos índices

( )uv vu≠
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Tensores cartesianos

Tensor de 2Tensor de 2ºº orden por vector:orden por vector:

( ) ( ) ( )i j ij k k i j k ij k i jk ij k i ij jv v v v vσ δ δ σ δ δ δ δ σ δ δ σ δ σ⎡ ⎤⋅ = ⋅ = ⋅ = =⎣ ⎦

es decir, el resultado es el vector cuya componente i-ésima vale:

Se puede comprobar que el modo de calcular este producto se 

corresponde exactamente con el modo de calcular el 

producto de una matriz por un vector columna.

3

1
ij j ij j

j

v vσ σ
=

= ∑

( ) ( ) ( )k k i j ij j k i ij k j ki ij k j ij i i ji jv v v v v vσ δ δ δ σ δ δ δ σ δ δ σ δ σ δ σ⎡ ⎤⋅ = ⋅ = ⋅ = = =⎣ ⎦

es decir, el resultado es el vector cuya componente j-ésima vale:

Se puede comprobar que el modo de calcular este producto se 

corresponde exactamente con el modo de calcular el 

producto de un vector columna transpuesto (fila) por una 

matriz.

3

1
ij i ij i

i
v vσ σ

=

= ∑

los nombres de los índices pueden cambiarse a 

voluntad, con tal de hacerlo de modo 

consistente. Son variables “dummy” o 

etiquetas, es decir, el nombre particular que 

lleven es irrelevante 
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Tensores cartesianos

ContracciContraccióón de dos tensores de 2n de dos tensores de 2ºº orden:orden:

{ } ( ) ( ) ( )i j ij k l kl i l j k ij kl i l jk ij kl i l ij jlσ τ δ δ σ δ δ τ δ δ δ δ σ τ δ δ δ σ τ δ δ σ τ⋅ = ⋅ = ⋅ = =

es decir, el resultado es el tensor cuya componente i,l-ésima vale:

Se puede comprobar que el modo de calcular este producto se 

corresponde exactamente al modo de calcular el producto de 

dos matrices cuadradas 3×3.

( )i j ij i j ijs s sσ δ δ σ δ δ σ= =

todas las componentes se multiplican por el escalar.

3

1
ij jl ij jl

j

σ τ σ τ
=

= ∑

Escalar por tensor de 2Escalar por tensor de 2ºº orden:orden:
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Tensores cartesianos
Tensor de 3Tensor de 3erer orden por tensor de 2orden por tensor de 2ºº orden:orden:

: ( ) : ( )j k l jkl m n mn j lm kn jkl mn j jkl lkd d d dτ δ δ δ δ δ τ δ δ δ τ δ τ⎡ ⎤ = = =
⎣ ⎦

es decir, el resultado es el vector cuya componente j-ésima es:

La ley constitutiva de la piezoelectricidad directa es precisamente 
de esta forma:

3 3

1 1
jkl lk jkl lk

k l
d dτ τ

= =

= ∑∑

Vector por tensor de 3Vector por tensor de 3erer orden:orden:

{ } ( ) ( ) ( )i i j k l jkl k l i j i jkl k l ij i jkl k l i iklE d E d E d E d E dδ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ⋅ = ⋅ = ⋅ = =

esfuerzo a que se somete el material:P d τ=

polarización que aparece en el material
módulo piezoeléctrico del material

es decir, el resultado es el tensor de 2º orden cuya componente k,l-ésima es:

La ley constitutiva de la piezoelectricidad inversa es precisamente de esta 

forma:

3

1
i ikl i ikl

i
E d E d

=

= ∑

módulo piezoeléctrico del materialE dε = ⋅

deformación que aparece en el material
campo eléctrico a que se somete el material
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Tensores cartesianos
Tensor de 4Tensor de 4ºº orden por tensor de 2orden por tensor de 2ºº orden:orden:

{ }: ( ) : ( )j k l m jklm n p np j k mn lp jklm np j k jklm mlc c c cε δ δ δ δ δ δ ε δ δ δ δ ε δ δ ε= = =

es decir, el resultado es el tensor de 2º orden cuya componente j,k-ésima vale:

La ley constitutiva de la elasticidad lineal (ley de Hooke) para materiales 

anisótropos es precisamente de esta forma:

3 3

1 1
jklm ml jklm ml

l m
c cε ε

= =

= ∑∑

:cτ ε=esfuerzo que aparece en el material

rigidez elástica

deformación a que se somete al material

:sε τ=
deformación que aparece en el material

complianza elástica

esfuerzo a que se somete al material

es decir: esfuerzo = rigidez × deformación 

o bien en la forma: deformación = complianza × esfuerzo
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Tensores cartesianos
Tensor simTensor siméétrico en dos trico en dos ííndices: ndices: es un tensor de cualquier orden para el que se 

verifica:
... ... ... ...jklm jlkmτ τ=

se dice que es simétrico en esos dos índices. Si se verifica:

el tensor es antisimétrico en esos dos índices.

... ... ... ...jklm jlkmτ τ= −

Tensor transpuesto de un tensor de 2Tensor transpuesto de un tensor de 2ºº orden: siorden: si

el tensor transpuesto es: el tensor transpuesto es: 
†

j i ijτ δ δ τ=

i j ijτ δ δ τ=

Tensor unitario de 2Tensor unitario de 2ºº orden: orden: sus componentes son 0 o 1 según:                

Se cumple: 

i j ijδ δ δ δ=

MMóódulo de un tensor de 2dulo de un tensor de 2ºº orden:orden: ( )†1 1:
2 2 ij ijτ τ τ τ τ= = (doble sumatorio)

3iiδ =
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Tensores cartesianos
Invariante de un tensor de 1Invariante de un tensor de 1erer orden: sorden: sóólo tiene uno:lo tiene uno:

(no depende del sistema de coordenadas)

Es posible definir otros invariantes (cualquier función de estos invariantes es evidentemente 

invariante), pero están necesariamente relacionados con éstos, de modo que sólo existen 

tres independientes. También suelen emplearse estos: 

( )

2

3

( )

( ) ( )

( ) ( )

ii

ij ji

ij jk ki

I tr

II tr tr

III tr tr

τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ τ

= =

= = ⋅ =

= = ⋅ ⋅ =

i iv v v v⋅ =

Invariantes de un tensor de 2Invariantes de un tensor de 2ºº orden: orden: es posible definir tres cantidades que son 

independientes del sistema de coordenadas utilizado: las trazas de las tres primeras 

potencias del tensor:

1

2
2

3
3

1 ( )
2
1 ( 3 2 ) det( )
6

I I

I I II

I I I II III τ

=

= −

= − ⋅ + =
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Tensores cartesianos

Con el operador diferencial Con el operador diferencial ““nablanabla”” o o ““deldel””::
(cartesiano) podemos definir:(cartesiano) podemos definir:

i
ix

δ ∂
∇ ≡

∂

Gradiente de un campo escalar:Gradiente de un campo escalar:
(vector o tensor de 1er orden)(vector o tensor de 1er orden)

i
i

ss
x

δ ∂
∇ =

∂

Gradiente de un campo vectorial:Gradiente de un campo vectorial:

(tensor de 2(tensor de 2ºº orden)orden)
( ) j

i j j i j
i i

v
v v

x x
δ δ δ δ

∂⎛ ⎞∂
∇ = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

Divergencia de un campo vectorial:Divergencia de un campo vectorial:

(escalar o tensor de orden cero)(escalar o tensor de orden cero)
( ) ( ) j i

i j j ij
i i i

v v
v v

x x x
δ δ δ

∂⎛ ⎞ ∂∂
∇ ⋅ = ⋅ = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

( ) jk ik
i j k jk k ij k

i i ix x x
τ τ

τ δ δ δ τ δ δ δ
∂⎛ ⎞ ∂∂⎡ ⎤∇ ⋅ = ⋅ = =⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

Divergencia de un campo tensorial de Divergencia de un campo tensorial de 
22ºº orden orden (vector o tensor de orden uno)(vector o tensor de orden uno)

AtenciAtencióón, algunos textos definen n, algunos textos definen 

el gradiente de un campo el gradiente de un campo 
vectorial como:vectorial como: i

i j
j

v
x

δ δ
∂
∂
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Tensores cartesianos

Ejemplo, la ecuaciEjemplo, la ecuacióón constitutiva del fluido newtoniano es:n constitutiva del fluido newtoniano es:

o, en componentes: o, en componentes: 

Es decir, si nos dan el campo de velocidad en todos los puntos dEs decir, si nos dan el campo de velocidad en todos los puntos de un e un 

fluido,                podemos calcular qufluido,                podemos calcular quéé esfuerzo aparece en cada punto esfuerzo aparece en cada punto 

de este fluido. En representacide este fluido. En representacióón matricial:n matricial:

que es simque es siméétricotrico

j i
i j ij i j

i j

v v
x x

τ δ δ τ μδ δ
⎛ ⎞∂ ∂

= = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

( )†v vτ μ ⎡ ⎤= − ∇ + ∇⎣ ⎦

31 2 1 1

1 1 2 1 3
11 12 13

31 2 2 2
21 22 23

2 1 2 2 3
31 32 33

3 3 31 2

3 1 3 2 3

2

2

2

vv v v v
x x x x x

vv v v v
x x x x x

v v vv v
x x x x x

τ τ τ
τ τ τ μ
τ τ τ

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂
+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎛ ⎞

⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ∂

+ +⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

1 2 3( , , )v x x x
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Tensores cartesianos

La definiciLa definicióón de tensor cartesiano se basa en su comportamiento bajo n de tensor cartesiano se basa en su comportamiento bajo 

una rotaciuna rotacióón de ejes coordenados (cartesianos):n de ejes coordenados (cartesianos):

Sean un sistema de ejes 
cartesianos (el sistema “viejo”) y ’, ’
y ’ otro sistema (el sistema “nuevo”) 
rotado respecto al primero.

’

’

’

Sea                   el coseno 
del ángulo que forman los 
ejes i nuevo y j viejo. 

Un vector     cuyas 
componentes      son 
conocidas en el sistema 
viejo tiene como 
componentes en el sistema 
nuevo:                (suma 
sobre índice repetido)

cosij ijl θ≡

E
iE

i ij jE l E′ =

E

componentes de     
en el sistema viejo

E
componente 
en el sistema nuevo

2 21 1 22 2 23 3E l E l E l E′ = + +

2E′

La componente ’, nueva, es la suma de las 
proyecciones de las componentes viejas sobre el 
nuevo eje ’
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Tensores cartesianos

Esta regla de transformaciEsta regla de transformacióón               garantiza que el vector    (por ejemplo un n               garantiza que el vector    (por ejemplo un 

campo elcampo elééctrico) mantiene su significado fctrico) mantiene su significado fíísico antes y despusico antes y despuéés de la s de la 

transformacitransformacióón, es decir, representa la misma magnitud fn, es decir, representa la misma magnitud fíísica (que sica (que 

necesariamente debe ser independiente del sistema de coordenadasnecesariamente debe ser independiente del sistema de coordenadas).).

Los cosenos que definen la transformaciLos cosenos que definen la transformacióón de sistema de coordenadas pueden n de sistema de coordenadas pueden 

representarse como una matriz ortogonal:representarse como una matriz ortogonal:

que cumple                      que cumple                      

Las filas de     son las componentes de los vectores unitarios nLas filas de     son las componentes de los vectores unitarios nuevos expresados uevos expresados 

en el sistema antiguo.en el sistema antiguo.

La matriz de la transformaciLa matriz de la transformacióón inversa, del sistema nuevo al viejo, esn inversa, del sistema nuevo al viejo, es

(la matriz de tranformaci(la matriz de tranformacióón n nono es un tensor. Las matrices se denotares un tensor. Las matrices se denotaráán por un  n por un  

subrayado con tilde:   )subrayado con tilde:   )

i ij jE l E′ = E

11 12 13

21 22 23

31 32 33

l l l
L l l l

l l l

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

11 21 31
† 1

12 22 32

13 23 33

l l l
L L l l l

l l l

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 †L L− =

L
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Tensores cartesianos

Aunque las componentes de    cambian (se transforman) de valor Aunque las componentes de    cambian (se transforman) de valor 

numnuméérico al rotar los ejes, si la transformacirico al rotar los ejes, si la transformacióón es la indicada, los valroes n es la indicada, los valroes 

numnumééricos de las nuevas componentes son tales, que el vector se ricos de las nuevas componentes son tales, que el vector se 

mantiene invariable en el espacio.mantiene invariable en el espacio.

Este requerimiento Este requerimiento ffíísicosico es la base de la definicies la base de la definicióón n matemmatemááticatica de de 

un tensor cartesiano de primer orden: se define como un tensor cartesiano de primer orden: se define como una magnitud una magnitud 

cuyas componentes, al rotar el sistema de referencia por medio dcuyas componentes, al rotar el sistema de referencia por medio de     ,      e     ,      

se transforman como:se transforman como: (*)(*)

Desde el punto de vista fDesde el punto de vista fíísico, debe existir un modo de verificar que sico, debe existir un modo de verificar que 

efectivamente se cumple (*). Por ejemplo, si se miden las componefectivamente se cumple (*). Por ejemplo, si se miden las componentes entes 

de    antes y despude    antes y despuéés de rotar el sistema de referencia y se observa que s de rotar el sistema de referencia y se observa que 

se cumple (*), entonces     es un tensor de primer orden. En casse cumple (*), entonces     es un tensor de primer orden. En caso o 

contrario, no lo es.contrario, no lo es.

i ij jE l E′ =

E

L

E

E
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Tensores cartesianos

Por tanto, cabe preguntarse Por tanto, cabe preguntarse ¿¿ccóómo se transforman las componentes de mo se transforman las componentes de 

magnitudes como la difusividad anisotrmagnitudes como la difusividad anisotróópica, la rigidez elpica, la rigidez eláástica, etc?stica, etc?

Tomando como ejemplo la ley de Ohm:               , o bien por Tomando como ejemplo la ley de Ohm:               , o bien por 

componentes:               , puesto que tanto el campo elcomponentes:               , puesto que tanto el campo elééctrico como la ctrico como la 

densidad de corriente eldensidad de corriente elééctrica son tensores de 1ctrica son tensores de 1erer orden, se orden, se 

transforman como:transforman como:

ExperimentalmenteExperimentalmente se ha comprobado que la ley de Ohm es vse ha comprobado que la ley de Ohm es váálida lida 

independientemente del sistema de coordenadas, es decir en ambosindependientemente del sistema de coordenadas, es decir en ambos::

donde las magnitudes con donde las magnitudes con ´́ estestáán expresadas en el sistema nuevo.n expresadas en el sistema nuevo.

E Jρ= ⋅

i ij j i ji j

i ij j i ji j

E l E E l E
J l J J l J
′ ′= =
′ ′= =

i ij jE Jρ=

i ij j i ij jE J E Jρ ρ′ ′ ′= =
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Tensores cartesianos

Podemos por tanto escribir:Podemos por tanto escribir:

i il l

i ij j ij jk k ij jk lk l ij lk jk l

E J

E l E l J l l J l l J

ρ

ρ ρ ρ

′ ′ ′=

′ ′ ′= = = =

Ley de Ohm en 
el sistema nuevo

Ley de Ohm 
en el sistema 
viejo

transformación de 
al sistema viejo

transformación  de 
al sistema nuevo

J

igualando

se deduce que las componentes de las dos resistividades en los dos sistemas deben estar 
relacionadas por:

Sólo de esta manera se garantiza que:
• el campo y la densidad de corriente mantengan su significado físico (sean tensores de 1er orden)

• se cumpla la ley de Ohm en los dos sistemas de referencia, es decir, la resistividad eléctrica 
mantenga su significado físico (sea magnitud tensorial de 2º orden)

il ij lk jkl lρ ρ′ =
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La definiciLa definicióón de un tensor de 2n de un tensor de 2ºº orden es por tanto: orden es por tanto: una magnitud una magnitud 

cuyas componentes, al rotar el sistema de referencia por medio dcuyas componentes, al rotar el sistema de referencia por medio de       e       

se transforman como:se transforman como:

Por un procedimiento anPor un procedimiento anáálogo (p.ej. usando la ley constitutiva de la logo (p.ej. usando la ley constitutiva de la 

piezoelectricidad inversa              ) se verifica que la defipiezoelectricidad inversa              ) se verifica que la definicinicióón de un n de un 

tensor de 3tensor de 3erer orden debe ser: orden debe ser: una magnitud cuyas componentes, al una magnitud cuyas componentes, al 

rotar el sistema de referencia por medio de       se transformanrotar el sistema de referencia por medio de       se transforman como:como:

ij ik jl klT l l T′ =
L

E dε = ⋅

L

ijkl im jn kp lq mnpqT l l l l T′ =el número de 
factores es 
igual al 
orden del 
tensor.

en el 2º miembro de esta expresión hay tres 
índices repetidos, por tanto es una suma triple, 
sobre cada uno de ellos, y por tanto contiene 
33=27 términos. Es decir, para calcular cada uno 
de los 27 términos del tensor en el nuevo sistema, 
es preciso sumar 27 productos como el indicado.

Igualmente, para calcular cada uno de los 81 
términos de un tensor de 4º orden en el nuevo 
sistema, es preciso sumar 81 productos como el 
indicado.

ijk il jm kn lmnT l l l T′ =

Y para 4Y para 4ºº orden:orden:
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Es importante apreciar que las leyes de transformaciEs importante apreciar que las leyes de transformacióón de tensores de n de tensores de 

cualquier orden son cualquier orden son lineales en las componenteslineales en las componentes. Es decir, las . Es decir, las 

componentes nuevas dependen de las viejas a travcomponentes nuevas dependen de las viejas a travéés de funciones s de funciones 

lineales homoglineales homogééneasneas

Sin embargo, la Sin embargo, la dependencia espacialdependencia espacial, es decir, c, es decir, cóómo varmo varíían las an las 

distintas componentes al variar la orientacion de los eje nuevosdistintas componentes al variar la orientacion de los eje nuevos, es , es 

mucho mmucho máás s complicadacomplicada, debido a la presencia de productos de cosenos. , debido a la presencia de productos de cosenos. 

Esta dependencia es tanto mEsta dependencia es tanto máás complicada cuanto mayor sea el orden:s complicada cuanto mayor sea el orden:

ijk il jm kn lmnT l l l T′ =

dependencia lineal entre 
componentes

las componentes nuevas 
dependen de los cosenos 
directores cúbicamente 
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Tensores cartesianos

Por tanto cabe esperar que la dependencia espacial (anisotropPor tanto cabe esperar que la dependencia espacial (anisotropíía) a) 

de propiedades tensoriales de orden alto sea complicada de propiedades tensoriales de orden alto sea complicada 

El ejemplo mEl ejemplo máás caracters caracteríístico es el de las propiedades elstico es el de las propiedades eláásticas sticas 

lineales de materiales anislineales de materiales anisóótropos (ver probs. en Cap. 9) tropos (ver probs. en Cap. 9) el el 

disediseñño de estructuras con materiales compuestos, o aniso de estructuras con materiales compuestos, o anisóótropos tropos 

en general, es complicadoen general, es complicado
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Tensores cartesianos

Como consecuencia de la linealidad, la mayorComo consecuencia de la linealidad, la mayoríía de las propiedades a de las propiedades 

enumeradas en la transp. 9 corresponden a leyes constitutivas lienumeradas en la transp. 9 corresponden a leyes constitutivas lineales: neales: 

p.ej. p.ej. 

Pero es perfectamente posible formular leyes constitutivas no liPero es perfectamente posible formular leyes constitutivas no lineales neales 

usando tusando téérminos de orden superior, por medio de productos dirminos de orden superior, por medio de productos diáádicos; dicos; 

p.ej.:p.ej.:

:P d τ
≡

=
A AJ D C= − ⋅∇

:

ij ijk k ijkl k l

r E s EE

r E s E E

η

η

Δ = ⋅ +

Δ = +

coef. electroóptico lineal 
(efecto Pockels) (m/V)

coeficiente electroóptico cuadrático 
(efecto Kerr) (m2/V)impermeabilidad óptica (-)

(describe la variación en el índice de 
refracción de un material al someterlo 
a un campo eléctrico)
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Tensores cartesianos

Otro ejemplo es la magnetorresistividad (variaciOtro ejemplo es la magnetorresistividad (variacióón en la resistividad de n en la resistividad de 

un material al someterlo a un campo magnun material al someterlo a un campo magnéético, efecto cuadrtico, efecto cuadráático en la tico en la 

inducciinduccióón magnn magnéética), que es el principio ftica), que es el principio fíísico en el que se basa el sico en el que se basa el 

almacenamiento (lectura) de informacialmacenamiento (lectura) de informacióón en discos duros.n en discos duros.

0

0

:

ij ij ijkl k l

BB

B B

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

= +

= +

coeficiente magnetoresistivo 
(cuadrático) (Ω.m/T2)

campo magnético 
(inducción magnética) (T)
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Tensores cartesianos

Una de las ventajas de formular leyes fUna de las ventajas de formular leyes fíísicas usando exclusivamente sicas usando exclusivamente 

magnitudes tensoriales es que estas leyes son vmagnitudes tensoriales es que estas leyes son váálidas en cualquier lidas en cualquier 

sistema de coordenadas (en este caso, cartesianas), es decir, sosistema de coordenadas (en este caso, cartesianas), es decir, son n 

independientes del sistema en que las expresemos.independientes del sistema en que las expresemos.

Los conceptos anteriores pueden generalizarse a coordenadas Los conceptos anteriores pueden generalizarse a coordenadas 

curvilcurvilííneas y a espacios no euclneas y a espacios no euclíídeos con un esfuerzo moderado; estos deos con un esfuerzo moderado; estos 

tensores mtensores máás generales no son necesarios en esta asignatura.s generales no son necesarios en esta asignatura.
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Tensores cartesianos
La transformaciLa transformacióón de tensores de 2n de tensores de 2ºº orden puede escribirse tambiorden puede escribirse tambiéén como:n como:

donde la 2donde la 2ªª expresiexpresióón hay que entenderla como el producto de la matriz de n hay que entenderla como el producto de la matriz de 

transformacitransformacióón y su traspuesta (inversa) por el tensor estando n y su traspuesta (inversa) por el tensor estando ééste escrito ste escrito 

como matriz.como matriz.

Para tensores de orden superior existen expresiones que usan proPara tensores de orden superior existen expresiones que usan productos con ductos con 

la matriz de rotacila matriz de rotacióón (es decir, ann (es decir, anáálogas a                    ) pero no son logas a                    ) pero no son 

prpráácticas. Es preferible usar la ley de transformacicticas. Es preferible usar la ley de transformacióón general.n general.

†
ij ik jl klT l l T
T LTL
′ =
′ =

†T LTL′ =
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Tensores cartesianos
Al rotar los ejes, el tensor unitario se transforma de esta maneAl rotar los ejes, el tensor unitario se transforma de esta manera:ra:

o bien:o bien:

es decir, sus componentes son las mismas sea cual sea la orientaes decir, sus componentes son las mismas sea cual sea la orientacicióón del n del 

sistema de referenciasistema de referencia

es por tanto un es por tanto un tensor de 2tensor de 2ºº orden isorden isóótropotropo (no es un escalar); (no es un escalar); 

ffíísicamente sirve sicamente sirve 

para describir tensores de campo de 2º orden isótropos (p.ej. presión 

hidrostática)

o propiedades de 2º orden de materiales isótropos (p.ej. la conductividad 

eléctrica de un material policristalino no orientado)

ij ik jl kl ik jk ijl l l lδ δ δ′ = = =

† †L L LLδ δ δ′ = = =
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Tensores cartesianos

Igualmente, para expresar propiedades de 4Igualmente, para expresar propiedades de 4ºº orden de materiales orden de materiales 

isisóótropos (p.ej. la complianza eltropos (p.ej. la complianza eláástica de un material policristalino no stica de un material policristalino no 

orientado) existen orientado) existen tres tensores de 4tres tensores de 4ºº orden isorden isóótropos tropos ::

i j k l ij kl

i j k l ik jl

T
i j k l il jk

I

I

δδ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ

≡

≡

≡

Los dos Los dos úúltimos son unitarios en el sentido de que para cualquier tensor ltimos son unitarios en el sentido de que para cualquier tensor 

de orden igual o superior a 2 se cumple:de orden igual o superior a 2 se cumple:

: :

: ; :T TT T

A I I A A

A I A I A A

= =

= =

A

transposicitransposicióón de la primera pareja de n de la primera pareja de ííndicesndices

transposicitransposicióón de la n de la úúltima pareja de ltima pareja de ííndicesndices
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Tensores cartesianos

( ) ( )mi nj pk ql ij kl mi ni pk qk mn pqmnpq mnpq
l l l l l l l lδδ δ δ δ δ δδ′ = = = =

Podemos verificar que cada uno de ellos se mantiene invariante aPodemos verificar que cada uno de ellos se mantiene invariante al l 

aplicar cualquier rotaciaplicar cualquier rotacióón de ejes, es decir, es el mismo en todas las n de ejes, es decir, es el mismo en todas las 

direcciones y pertenece a la clase ldirecciones y pertenece a la clase líímite            . Por ejemplo:mite            . Por ejemplo:

producto escalar de las filas m y n
de la matriz de cambio de base

producto escalar de las filas p y q
de la matriz de cambio de base

(recordar que el producto escalar de dos filas o dos columnas 
de la matriz de cambio de base es: 

• 0 si son distintas filas o distintas columnas
• 1 si las dos son la misma fila o la misma columna)

y any anáálogamente para los otros dos.logamente para los otros dos.

m∞∞
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Tensores cartesianos
Podemos tambiPodemos tambiéén verificar que los dos n verificar que los dos úúltimos son unitarios :ltimos son unitarios :

y any anáálogamente para los dos productos por la izquierda. Tambilogamente para los dos productos por la izquierda. Tambiéén se n se 

observa que el producto por      o por      sobserva que el producto por      o por      sóólo afecta a los dos primeros lo afecta a los dos primeros 

o a los dos o a los dos úúltimos ltimos ííndices de     .  Si     es de orden mayor que dos, el ndices de     .  Si     es de orden mayor que dos, el 

resto de los resto de los ííndices queda inalterado y la transposicindices queda inalterado y la transposicióón se refiere sn se refiere sóólo a lo a 

los dos primeros o dos los dos primeros o dos úúltimos ltimos ííndices respectivamente.ndices respectivamente.

( ) ( ): :i j m n p qij mq np

p q p qij mq np in jm pq

A I A

A A A

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ

= =

= =

( ) ( ): :T
i j m n p qij mp nq

T
p q p qij mp nq in jm qp

A I A

A A A

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ

= =

= =

I TI
A A
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Tensores cartesianos
El efecto del producto de un tensor de segundo orden por       :El efecto del producto de un tensor de segundo orden por       :

es producir otro tensor de segundo orden cuyos elementos diagonaes producir otro tensor de segundo orden cuyos elementos diagonales son les son 

todos iguales a la traza de     y el resto nulos. Es decir, prodtodos iguales a la traza de     y el resto nulos. Es decir, produce un uce un 

tensor istensor isóótropo de 2tropo de 2ºº orden que es             veces el tensor unitario orden que es             veces el tensor unitario 

(is(isóótropo) de 2tropo) de 2ºº orden.orden.

( ) ( ): :

( )
i j m n p qij mn pq

p q p qij mn pq in jm pq mm

A A

A A tr A

δδ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

= =

= =

A

δδ

( )tr A
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Tensores cartesianos

Nota finalNota final: las magnitudes tensoriales escritas en notaci: las magnitudes tensoriales escritas en notacióón de Voigt n de Voigt 

(ver 02_01_01), aunque m(ver 02_01_01), aunque máás fs fááciles de manipular (matrices y ciles de manipular (matrices y 

vectores ordinarios), pierden su carvectores ordinarios), pierden su caráácter tensorial porque NO se cter tensorial porque NO se 

transforman como tensores. transforman como tensores. 

Es preciso tener siempre en cuenta esta circunstancia: si se reaEs preciso tener siempre en cuenta esta circunstancia: si se realiza liza 

una rotaciuna rotacióón del sistema de referencia, las magnitudes escritas en n del sistema de referencia, las magnitudes escritas en 

notacinotacióón de Voigt dejan de ser vn de Voigt dejan de ser váálidas en el nuevo sistema. lidas en el nuevo sistema. 
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