tropos

V4

aniso

Y4

Materiales no Metéalicos ‘

Tensores cartesianos y
oropiedades de materiales

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

osg E1d

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



o
Q Qo g o
o £ S =
u T -
4= EEEEN) -
O ._nw < - ,wv
wn T 9 o
'c E X S 7
| g § = ?
o o 88 :
m % W N’ ‘@
4] » S % (=2
— o Q S m
g T g S g
ﬂ N » 9 L =
C o © = E
& S I S o 5
W © © O 9 5
LS > & 8 o =
S QO %)
n Q N - -
o] §35 5 %5
o m Q & o O -
S S & X £ E g
k5 s S & ® 3 £ 8 ~,
D @ O ¢ £ = - .\_
o = 35 o L =
) = T ¢ c © 9B
— 2 L © c C O g
o O & < £ 0O o S
» o & < :
5 - 2 = 8 o :
O © .= g
S 8 K = 5 2 < =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

Osgmgé @ LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 69 45 34T

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



"epeJnal vias A 1ages ojsouebey 019013) UN 8P SOYI3I9P O SBUSIC BUOIS3| O BIDI|I S8 01USLWINJOP |8 U BPIUSIU0D UQIDeWIojUI B IS

*200Z @p ol ap TT ap ‘021U0JI93|T 012I8WO0D) 3P A UQIDBWIOLU| B] 3P PEP3IJ0S €| 9P SOIdIAISS ap A3 e ap T'LT O|ndIuy

[e PNUIA US 0JuUBWINJ0P 3)uasaid [ US BPIUSIUOD UQIDRWIOUI €] 9P 3|gesuodsal adey s Ou W0’ geeuabered Mmm

669113391193

Ejemplos de materiales anisétropos

to ancient Rome, and similar techniques
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DAGGER with a Damascus steel blade,
from Mughal India, was made in about
1585. The fine-quality blade is thickened
near the point to pierce armor; the gold
hilt is set with emeralds and rubies.

went ta Pendrav’s blacksmith shop near

Materiales laminados

i T in your genes can alert you to poten-
for you to take preventive measures.

, as surveys are showing. Legislation
mployees has not gone anywhere.

seccion A-A

i the growth of particles of hard iron carbide
re the light-colored bands in the Damascus
sgraph shows light and dark bands in a sec:
nal Damascus sword. The lower micrograph
ugh the author’s modern reconstruction. The
he twao structures indicates that the moderr
rate replication of the original process.

n diferencial
pctroforesis
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Difusion de medicamentos
a traves de la piel

Propiedades de materiales an
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Tensores cartesianos

yoder hacer calculos con materiales anisotropos es
0 adquirir un bagaje minimo de calculo tensorial*
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guimos dos tipos de tensores:

materia

representan propiedades fisicas de un material

0 coeficientes fenomenoldgicos en ecuaciones constitutivas
suelen ser los mismos en todos los puntos del espacio
campo

representan soluciones de ecuaciones de campo

suelen ser distintos en cada punto del espacio

ra sOlo se requieren conocimientos basicos de tensores cartesianos, es decir, los asociados a

e coordenadas no sélo lineales sino ademas ortogonales. En este caso la distincion entre tipos
Avariantes y mixtos desaparece, y el célculo se reduce a la manipulacién de diadas, triadas, etc. y no es
al tensor métrico. Por tanto estas notas son validas exclusivamente para tensores cartesianos.
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Tensores cartesianos

-

den de un tensor es el numero de subindices que tiene
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odo informal, es una “tabla” de 1, 2, 3, ... dimensiones (tantas
0 el orden) que contiene, en general, d°rden elementos, donde d es
mension del espacio (en esta asignatura, 3)*

itaremos el orden subrayando la variable (propiedad, campo)
S Veces como su orden tensorial

coeficiente de difusion modulo
0 d piezoeléctrico
difusividad

es un tensor de materia
de tercer orden

es un tensor de materia
de segundo orden

osa se vé mas adelante
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Tensores cartesianos

p.ej. el hecho de que en la ley de Ohm, cada componente del

éctrico puede depender de todas las componentes de la
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de corriente: E, = pJ; + p,d, + prads
E, = o, di + 0, + 0,55
E, = p5Jd, + 05,0, + 0335

ej. que en el efecto piezoeléctrico inverso, cada componente

brmacion puede depender de todas las componentes del
licado: & = Ei0yy; + Eydy, + Efdy,

&, = B0y, + E,dy, + Ejdy,

&5 = By0y5 + Byl + Egdyy,

etc...
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Tensores cartesianos

lones coordenadas se especifican como 1, 2 y 3 (no como X,y,z)

varios tipos de productos entre tensores; estos productos (que se

continuacion) se denotan por medio de simbolos como
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- .1 X
nes usaremos con estos productos tipos especiales de paréntesis para
ente la naturaleza (orden tensorial) del resultado de un producto:

calar [ |=vector (tensor 1 orden) { } = tensor 2° orden

lel resultado de un producto se obtiene del siguiente modo:

signo de multiplicacion orden del resultado
ninguno » suma de 6rdenes de los factores
X » suma de 6rdenes de los factores - 1
» suma de ordenes de los factores - 2
» suma de ordenes de los factores - 4
» suma de 6rdenes de los factores - 6
Materiales no Metalicos ‘- , 20
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1

2

0
2

=2

Tensores cartesianos

es de orden 2+2-4
es de orden 4+2-4

es de orden 1+1
Materiales no Metalicos ‘- ,

es de orden 1+1-1

T} es de orden 2+2-2
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Tensores cartesianos

yres unitarios (cartesianos) se denotan como:

01,0,:05

e Kronecker o simbolo de Zehfuss como:

-
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+1 si i=]j
V10 sioi#j

0 de permutacion, o simbolo de Levi-Civita, o simbolo de

n*, como:

(+1 si ijk=123,2310312
&g =1 -1 si 1jk=321,2130132
|0 si hay dos indices iguales

e, el simbolo de permutacién es un pseudotensor (de tercer orden), del mismo modo que el resultado de un producto
Ln pseudotensor de ler orden, pseudovector o vector axial; en contraposicién con un vector polar, vector propiamente
or de ler orden; en esta asignatura no tendremos en cuenta la distincién entre tensores (paridad impar, que son

Dajo rotacion) o pseudotensores (paridad par, que son invariantes bajo rotacién y reflexion)
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Tensores cartesianos

ynvenio de sumacion sobre indices repetidos (Einstein): en un
oducto en el que aparece uno o varios indices repetidos (y no hay

nos de sumatorio explicitos sobre esos indices), se entendera que

0L v¥ GV 689:ddVS1LVHM dO T1VO

S1IN3IANLS FONIIOS 404 SNOSSAT ALVAIAd ANITINO

-
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Iste sumacion sobre esos indices. Esta convencion es exactamente
livalente a mantener los sumatorios, pero elimina los signos de sumacion y
luce notablemente la complejidad de las expresiones. P. ej. un vector puede

rribirse como:

3
=5V, =) SV, lv| = W =

i=1

indice repetido | © suma sobre este indice

g 2 : 2
EXpresion Vi NO hay indice repetido, por tanto no hay suma sobre I: Vi %

significa “el cuadrado de la I-ésima componente del vector” (donde el valor de i no esté especificado)
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or vector: SV =So.V, =95, (SV:)

2raciones con vectores:
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Tensores cartesianos

sores cartesianos de ordenes superiores se opera de modo
En vez de vectores unitarios se utilizan diadas, triadas, tetradas,

wrias:
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ks unitarias son: 0;0 , ] =1,2,3 (hay9)
élél’éléz’élé3’é2él’é2é2’é2é3’é3él’é3é2’é3é3

as unitarias son: éiéjék, , J,k=12,3 (hay27)

das unitarias son: 0,00, 0, , J,k,1 =1,2,3 (hay 81)

psivamente para ordenes superiores

nre de las diadas es “delta i delta ', el de las triadas es “delta

f delta K", etc. Es decir, la diada unitaria es el “bloque™ 0,0 ;
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Tensores cartesianos

or de 2° orden se expresa en funcion de sus componentes y

ladas unitarias de modo absolutamente analogo a uno de 1°'
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3 3
2 = Z Z é|5 T — é,éj Tij (dos indices repetidos, doble suma,

i=1 j=1 9 términos)
resion puede interpretarse como “en el tensor T , en el lugar

ado por los indices 1), colocar el valor (componente) T, p -

ndo el tensor de 2° orden como una matriz (atencion: un tensor de 2° orden NO

matriz; sus componentes se pueden representar como una matriz; la distincion se

adelante)
columna j
Materiales no Metéalicos ‘., 28
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Tensores cartesianos

or de 3= orden se expresa en funcion de sus componentes y

iadas unitarias de modo absolutamente analogo a uno de ler

ANIINO SVOINO4l SV[dO1Nl ‘SEI&IV‘IﬂOIl_LtIVd SASVY'10
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3 3 3
orden g: Zzzé'é]ékdllk :éiéjékdijk (tres indices repetidos,

triple suma
i=1 j=1 k=1 P )
resion puede interpretarse como “en el tensor Q , en el lugar

ponente) indicado por los indices \|K, colocar el valor d ik

ndo un tensor de 3¢ orden como un cubo: . k
indice

¥

ijk | <«—indice i

indice j
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Tensores cartesianos

1es con diadas unitarias: es una generalizacion directa de las operaciones

res unitarios:
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-

=z

5,(8;8,)=8,5,
(éi 'éj)ék :ékaij
éi(éj +04)9, :éi5jkél :éié|5jk

(productos escalares, o contracciones, de diada unitaria por
vector unitario)

(producto escalar, o contraccion,
de dos diadas unitarias

|
|
5,

N—

=(0,-0,)(8;-0,) = 0,0 (doble contraccion de dos diadas unitarias)

Mo regla general, cada “ - ” (Ilamada “contraccion de indices” o producto interno) opera

re los simbolos que estan inmediatamente a su izquierda y a su derecha, es decir, es
malmente idéntico a un producto escalar de los dos vectores unitarios adyacentes al

brador.

ando hay mas de una contraccion (p.ej. “ - ” es una doble contraccion tensorial), se

a a cabo la operacion anterior tantas veces como contracciones haya.
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Tensores cartesianos

2raciones con triadas, tetradas, etc. unitarias: se aplica la regla
1eral de la transparencia anterior hasta realizar todas las

itracciones:

3ANIINO SVOINOdL SVJ&IO_LﬂJ_ ‘SEI&IV‘IﬂOIl_LtIVd SASVY'10
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LS5 S (5k Y ) 5.0 5 producto, o contraccién, de triada unitaria
I = =1 =
: : por vector unitario; resultado: tensor de 2° orden

n] e éi (ék .él )(éJ ém) = éi5k| 5jm doble contraccion de triada unitaria
por diada unitaria; resultado: tensor de
ler orden
) (5| _n)(5 ‘0 )(51 _m) = triple contraccion de triada unitaria

por triada unitaria; resultado: escalar,
tensor de orden cero
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Tensores cartesianos

ras que las contracciones anteriores reducen el orden del resultado

cto a la suma de d6rdenes de los factores, existe finalmente otro
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le producto, el producto diadico, no conmutativo, de dos
res, cuyo resultado es un tensor de segundo orden:

Producto diadico de dos vectores. Se denota escribiendo los

T i dos factores sin ningun signo de multiplicacion entre
ambos. Resultado: tensor de 2° orden (con 9
(UV + VU ) componentes, hay doble suma, sobre los dos indices

repetidos)

o las anteriores definiciones, el modo de realizar productos es:
Doble contraccion de dos tensores de 2° orden:

): (éiéjo-ij) (09,7 ) =(0,-6,)(0;-6,)0yTy = 0,007y = OyT

ijvji

nos que contiene esta expresion (hay cuatro indices repetidos y por tanto 34 = 81 términos), las dos & de Kronecker
ionan los 9 (=32 doble suma) términos que se indican; es decir, aquéllos para los que i=l y j=K, o lo que es lo mismo,

penultima expresion se identifican i con |y j con K, puesto que tienen que ser iguales estos indices
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Tensores cartesianos

de 2° orden por vector:

= (éiéjaij)°(ékvk) =0, (é, 'ék)o-ijvk :éi5jk0ijvk :éiaijvj

-
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3
resultado es el vector cuya componente i-ésima vale: OV, = Z O;iV;
j=1

pmprobar que el modo de calcular este producto se

ponde exactamente con el modo de calcular el
. los nombres de los indices pueden cambiarse a
ito de una matriz por un vector columna.
voluntad, con tal de hacerlo de modo
consistente. Son variables “dummy” o
etiquetas, es decir, el nombre particular que
/ lleven es irrelevante

Vi) (6;0,04)=0;(0, - 8;)oyV, =060V =803V, =,0;V,

| resultado es el vector cuya componente j-ésima vale:

comprobar que el modo de calcular este producto se 3
ponde exactamente con el modo de calcular el o 4 o

cto de un vector columna transpuesto (fila) por una

Materiales no Metalicos ‘._, 33




34

S _
v o N
o ] o
c SEEEPN i
¢+ I -
- o— __ al
=~
= (7]
wn S G )
V) B 'S ol
+ o )
“Q I
g Sl o @ ~
C OOI_ m o © UHH.
> & 8 .
e . _ e e -
— S & @ 5 3 ]
5 = L 8 =5 k7Y g
S o =< m () — w
- 0 Q c & 8 o a
v o . g 33 .-
— — .. (D)
D S & © c -
= T = £ 5 © o S
BN s °© 3 © =
0 R - 5 5
"l (@]
rOl <l ,.VaJ ® .w OO O
(7)) >S5 S —
c L °c o E A £ o
o < S 8 o (o)} > »
& < 2 5%% 5 8
(4B} Nd, n > © m - m o
© . (<) T B © ..Ql.b c s
— ~—~~ (@) w © @© m =
= o) X = — =
S ¢ 85983 5 8
S = £ S e g 9 £ =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



"epeJnal vias A 1ages ojsouebey 019013) UN 8P SOYI3I9P O SBUSIC BUOIS3| O BIDI|I S8 01USLWINJOP |8 U BPIUSIU0D UQIDeWIojUI B IS

*200Z @p ol ap TT ap ‘021U0JI93|T 012I8WO0D) 3P A UQIDBWIOLU| B] 3P PEP3IJ0S €| 9P SOIdIAISS ap A3 e ap T'LT O|ndIuy

[e PNUIA US 0JuUBWINJ0P 3)uasaid [ US BPIUSIUOD UQIDRWIOUI €] 9P 3|gesuodsal adey s Ou W0’ geeuabered Mmm

663uaﬁmwa

Tensores cartesianos

r de 3¢ orden por tensor de 2° orden:

} (5 o 5djk|) (0n0nTn) = 5 5kndjkITmn :éjdjklflk
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resultado es el vector cuya componente j-ésima es:  ( T = Z Z d T
L . . . . . J J
titutiva de la piezoelectricidad directa es precisamente k=1 1=1

 forma: . .
| > E = g . T «—— esfuerzo a que se somete el material
aparece en el material 4—|

maodulo piezoeléctrico del material

or tensor de 3¢ orden:

(6E)-(6,0,0,dy)=90,6,(6,-0;)Ed,, =0,0,0;Ed;, =0,0,Ed,

Ultado es el tensor de 2° orden cuya componente k,I-ésima es: EidikI = Z EidikI

iva de la piezoelectricidad inversa es precisamente de esta

» & = E g<_|— modulo piezoeléctrico del material

A

ue aparece en el material |
campo eléctrico a que se somete el material
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Tensores cartesianos

“de 4° orden por tensor de 2° orden:

:(éjé é Jklm) (5 0,& ):éjék5 5 CJklm np _5 5 CJklm ml

pnp
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3 3

Lltado es el tensor de 2° orden cuya componente j,k-ésima vale: CJklm ol Z ZCJklm Enl
I1=1 m=1

iva de la elasticidad lineal (ley de Hooke) para materiales

S es precisamente de esta forma:

T =

aparece en el material —— . £ 24_.— deformacion a que se somete al material

—F’IIIIO

rigidez eléstica

esfuerzo = rigidez x deformacion

‘ma. deformacion = complianza x esfuerzo

03

=S.7T
parece en el material —— >= = =

esfuerzo a que se somete al material

complianza elastica

_r»
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Tensores cartesianos

“simétrico en dos indices: es un tensor de cualquier orden para el que se

T jkm.. =T jikm...

le es simétrico en esos dos indices. Si se verifica: 7 _jm.. = ~ 7 jikm..

-
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es antisimétrico en esos dos indices.

r transpuesto de un tensor de 2° orden: si 7 =09,9,7;

:
sor transpuesto es: T =9;9,7;

unitario de 2° orden: sus componentes son 0 0 1 seglin: 9 = 0,0;0;

Se cumple: 9., =3

/1 /1
p de un tensor de 2° orden: ‘g‘ - E(g : g) = Efijfij (doble sumatorio)
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Tensores cartesianos

inte de un tensor de 1°" orden: solo tiene uno: V-V =V,V,

10 depende del sistema de coordenadas)

ntes de un tensor de 2° orden: es posible definir tres cantidades que son
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ilentes del sistema de coordenadas utilizado: las trazas de las tres primeras
del tensor:

| =tr(z) =7,

Il= tr(gz) - tr(gg) =TT

3
I =tr(z”) = tr((gg) -g) =TT T
efinir otros invariantes (cualquier funcion de estos invariantes es evidentemente
te), pero estan necesariamente relacionados con éstos, de modo que solo existen
ependientes. También suelen emplearse estos:
I, =1
1.
I, = E(I —11)
1 s
I, :E(I =311 +21) = det(g)

Materiales no Metalicos ‘._, 38




C P XI
S - LS o))
s &|& &
T o - S
2 s Wl Il
£ 5 N
g ©o 5 oo X
8 5§ Vui < © |
m v © «Q «Q 00”.
T 3 I
(Vg 29 8 ﬁ o o
®) s 5 B 2 Tvm I
c S 5 Q % X ‘ —
o) z > T M -
—_—~ .
4 I = &)
P’ - - =l —
[ Q| X > - —
o| ¥ —~  ©|& il
Il — . N
W > | OIS I I
(D] o &l x o] I N
— «Q ~ .
b @ o] I > >
o S I W_ - )
cl| o = - 5t
- — —_ C
Qv e, x o 8 S
o . © = = C
= @S < = = a2
c Qo o
: 5 3 g5 &5
— O ~ o
St g5 ¢ s 8 o3
O = D o
cE o7F > 2 c g o
O O S o S E © E & C g
s ° £ 3 £ S § S & :
= % T o C ~ - o - e =
© = & @ O c [B) o 5
5 & £ O c 2 - T 5 o =
¥o) - > = v 5 v 8 ?
82 o3 v ° T 3 T 9 S
— T C © n04 © n_n.v c > g
QS a 9L as o+~ o =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



— (@)
— <~
>|
s o
+ c
>| c -
g > o
D ©
o| T S g
I 8 o
c ol =
A S 3
- N\.w w e
(<))
-4 o 2 %
() c O = e o] o
n .ﬁla (¥p) o ﬁw ﬁVOA AW ﬁvm V3 VA3
a m .m 0] + + Q| T
-~ (@) S0l 0 N
@) = QSIS &I
= v_-i o < N
S e © © n e — N ™ o~
c 4+ o 2 g & g
Q O . . - Y = Wz <
- B S| & & o 8 5 e b
(@) S S w S8 g&¥ | &
= = o S 5
wv — ﬁ_ o T ® N o]
c 3 g S = E 38 &R
(D) . _ > © c ©lo + +
(¢} > N (9\} — o~ — )
- zZ ' S 28 g & &%
=L o @
2 a © £ 3
@ < m 8 o I
7~ N\
o | o £ 9 9 2 3 ..l.._
O | » % m (NN ‘
S o o § 8 8 g
O (7)) c o = (SR S
e (4] ®© c =
a + d ~ E — o - =
=S - n VA3 Sy TZ T.3 e
A ;
(o] o — o = D IS
- c n_ X I - =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



*200Z @p ol ap TT ap ‘021U0JI93|T 012I8WO0D) 3P A UQIDBWIOLU| B] 3P PEP3IJ0S €| 9P SOIdIAISS ap A3 e ap T'LT O|ndIuy

"epeJnal vias A 1ages ojsouebey 019013) UN 8P SOYI3I9P O SBUSIC BUOIS3| O BIDI|I S8 01USLWINJOP |8 U BPIUSIU0D UQIDeWIojUI B IS

[e PNUIA US 0JuUBWINJ0P 3)uasaid [ US BPIUSIUOD UQIDRWIOUI €] 9P 3|gesuodsal adey s Ou W0’ geeuabered Mmm

663uaﬂmwa

Tensores cartesianos

cion de tensor cartesiano se basa en su comportamiento bajo

>ion de ejes coordenados (cartesianos):
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Sean ®®® un sistema de ejes
cartesianos (el sistema “viejo”) y @', @’
y @’ otro sistema (el sistema “nuevo”)
rotado respecto al primero.

' to

Im

Sea l; =cos®; el coseno
del angulo que forman los
ejes i nuevo y j viejo.

componente @ E,
en el sistema nuevo

®1

Un vector E cuyas
componentes E; son

@ conocidas en el sistema
viejo tiene como
componentes en el sistema
nuevo: B/ =I;E; (suma
sobre indice repetido)

’ —
E2 - IZlEl + |22 E2 + |23 E3

La componente @’, nueva, es la suma de las
proyecciones de las componentes viejas sobre el
nuevo eje @’
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Tensores cartesianos

de transformacion Ei’ = Iij Ej garantiza que el vector E (por ejemplo un
ictrico) mantiene su significado fisico antes y después de la

acion, es decir, representa la misma magnitud fisica (que

-
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nente debe ser independiente del sistema de coordenadas).

ps que definen la transformacion de sistema de coordenadas pueden

Arse COMo una matriz ortogonal:
| 2 I13 Ill I21 |31

t
by |23 que Cumple l::|: = I12 I22 |32

B2 |33 |13 |23 |33

e L son las componentes de los vectores unitarios nuevos expresados

~

ma antiguo.
de la transformacion inversa, del sistema nuevo al viejo, es L™ = L'

z de tranformacion no es un tensor. Las matrices se denotaran por un

rayado con tilde: L)
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Tensores cartesianos

as componentes de E cambian (se transforman) de valor

) al rotar los ejes, si la transformacion es la indicada, los valroes

ANIINO SVOINO4l SV[dO1Nl ‘SEI&IV‘IﬂOIl_LtIVd SASVY'10
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s de las nuevas componentes son tales, que el vector se

 invariable en el espacio.

lerimiento fisico es la base de la definicion matematica de
I cartesiano de primer orden: se define como una magnitud

mponentes, al rotar el sistema de referencia por medio de L ,

. r__
prman como: |E/ =1, E;[ (*)

punto de vista fisico, debe existir un modo de verificar que
nente se cumple (*). Por ejemplo, si se miden las componentes
ps y después de rotar el sistema de referencia y se observa que
e (*), entonces E es un tensor de primer orden. En caso

. ho lo es.
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b L

Tensores cartesianos

), cabe preguntarse ¢como se transforman las componentes de

les como la difusividad anisotrdpica, la rigidez elastica, etc?
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b como ejemplo la ley de Ohm: E = p-J , o bien por
ntes: E; = p;J; , puesto que tanto el campo eléctrico como la
de corriente eléctrica son tensores de 1¢" orden, se

nan como: , ’

J=1,, 3 =12

ientalmente se ha comprobado que la ley de Ohm es valida
ientemente del sistema de coordenadas, es decir en ambos:

E, :pij‘Jj Ei’:pi;‘J;

magnitudes con ~ estan expresadas en el sistema nuevo.
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Tensores cartesianos

. por tanto escribir:

de Ohm en
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—>
e ., E!
/transformacion de

stema nuevo
tran ion de E transformacion de J
-~ al sistema viejo

al sistema nuevo —

/ Ley de Ohm
/ en el sistema
‘ viejo

e que las componentes de las dos resistividades en los dos sistemas deben estar
das por: ro__
Pi = Iijllkpjk
sta manera se garantiza que:
0 Yy la densidad de corriente mantengan su significado fisico (sean tensores de 1€ orden)

la la ley de Ohm en los dos sistemas de referencia, es decir, la resistividad eléctrica
A su significado fisico (sea magnitud tensorial de 2° orden)

Materiales no Metéalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

zion de un tensor de 2° orden es por tanto: una magnitud

mponentes, al rotar el sistema de referencia por medio de L
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prman Como.

T'j, = IikleTkI

, —
Tijk T IiIIijknTImn

1© orden:

/
ijkl

T

= Iimljnlkpllq mnpq

-

Materiales no Metéalicos ‘- ,

rocedimiento analogo (p.ej. usando la ley constitutiva de la
tricidad inversa £ =E g ) se verifica que la definicion de un
2 3¢ orden debe ser: una magnitud cuyas componentes, al

istema de referencia por medio de L se transforman como:

en el 2° miembro de esta expresion hay tres
indices repetidos, por tanto es una suma triple,
sobre cada uno de ellos, y por tanto contiene
33=27 términos. Es decir, para calcular cada uno
de los 27 términos del tensor en el nuevo sistema,
es preciso sumar 27 productos como el indicado.

Igualmente, para calcular cada uno de los 81
términos de un tensor de 4° orden en el nuevo
sistema, es preciso sumar 81 productos como el
indicado.
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Tensores cartesianos

tante apreciar que las leyes de transformacion de tensores de
“orden son lineales en las componentes. Es decir, las

ntes nuevas dependen de las viejas a través de funciones

Irgo, la dependencia espacial, es decir, cOmo varian las
componentes al variar la orientacion de los eje nuevos, es
)as complicada, debido a la presencia de productos de cosenos.

endencia es tanto mas complicada cuanto mayor sea el orden:

dependencia lineal entre

’ —
Tijk = IiII

0L ¥ G¥ 689 :ddVSLVHM VJANT O VAV

jmlkn

T

mn

T

T

Materiales no Metéalicos ‘- ,
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componentes

las componentes nuevas
dependen de los cosenos
directores cubicamente
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Tensores cartesianos

nsecuencia de la linealidad, la mayoria de las propiedades

das en la transp. 9 corresponden a leyes constitutivas lineales:
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JAZ_Q'ZCA
INEW:

perfectamente posible formular leyes constitutivas no lineales

erminos de orden superior, por medio de productos diadicos;

EE (describe la variacion en el indice de
—= refraccién de un material al someterlo
a un campo eléctrico)

An=L-E+S:
A77ij = rijkEk * Siji EE

!

coef. electroodptico lineal
(efecto Pockels) (m/V)

coeficiente electrodptico cuadratico

d optica (-) (efecto Kerr) (m?/V)
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Tensores cartesianos

las ventajas de formular leyes fisicas usando exclusivamente

663uaﬁmwa

0L v¥ GV 689:ddVS1LVHM dO T1VO

S1IN3IANLS FONIIOS 404 SNOSSAT ALVAIAd ANITINO

Jdes tensoriales es que estas leyes son validas en cualquier L
de coordenadas (en este caso, cartesianas), es decir, son

1dientes del sistema en que las expresemos.

ANIINO SVOINO4l SV[dO1Nl ‘SEI&IV‘IﬂOIl_LtIVd SASVY'10

ceptos anteriores pueden generalizarse a coordenadas
Pas y a espacios no euclideos con un esfuerzo moderado; estos

S mas generales no son necesarios en esta asignatura.

0L ¥ G¥ 689 :ddVSLVHM VJANT O VAV
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Tensores cartesianos

yrmacion de tensores de 2° orden puede escribirse también como:
, —
Tij - IikIjITkI
T'=LTL

A~ ——~
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P& expresion hay que entenderla como el producto de la matriz de
acion y su traspuesta (inversa) por el tensor estando éste escrito

riz.

pres de orden superior existen expresiones que usan productos con
. : . t
e rotacion (es decir, andlogasa T =LTL ) pero no son

Es preferible usar la ley de transformacion general.

Materiales no Metalicos ‘., 52




*200Z @p ol ap TT ap ‘021U0JI93|T 012I8WO0D) 3P A UQIDBWIOLU| B] 3P PEP3IJ0S €| 9P SOIdIAISS ap A3 e ap T'LT O|ndIuy

"epeJnal vias A 1ages ojsouebey 019013) UN 8P SOYI3I9P O SBUSIC BUOIS3| O BIDI|I S8 01USLWINJOP |8 U BPIUSIU0D UQIDeWIojUI B IS

[e PNUIA US 0JuUBWINJ0P 3)uasaid [ US BPIUSIUOD UQIDRWIOUI €] 9P 3|gesuodsal adey s Ou W0’ geeuabered Mmm

663uaﬂmwa

Tensores cartesianos

IS ejes, el tensor unitario se transforma de esta manera:

’ — — —
5‘] = Iik|j|5k| = Iikljk _5ij

0L v¥ GV 689:ddVS1LVHM dO T1VO

S1IN3IANLS FONIIOS 404 SNOSSAT ALVAIAd ANITINO

0L ¥ G¥ 689 :ddVSLVHM VJANT O VAV

-
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5'=L

1S,

L' =LL" =

1S,

5US componentes son las mismas sea cual sea la orientacion del

e referencia
ito un tensor de 2° orden isétropo (no es un escalar);

te sirve

escribir tensores de campo de 2° orden is6tropos (p.gj. presion
statica)

Diedades de 2° orden de materiales isétropos (p.ej. la conductividad
ca de un material policristalino no orientado)
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Tensores cartesianos

te, para expresar propiedades de 4° orden de materiales
(p.ej. la complianza elastica de un material policristalino no

) existen tres tensores de 4° orden isOtropos :
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00=0,0,0,0,9;9

_I_J_

=5,5,5,8,6,6,

S Ultimos son unitarios en el sentido de que para cualquier tensor é

en igual o superior a 2 se cumple:

A A transposicion de la ultima pareja de indices

AV VA

=§T A=

||J>

transposicion de la primera pareja de indices
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Tensores cartesianos

)s verificar que cada uno de ellos se mantiene invariante al

-
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ualquier rotacion de ejes, es decir, es el mismo en todas las

nes y pertenece a la clase limite cooom . Por ejemplo:

:| I I Iq|5ij5k| :I I I K :5mn5pq =

pk % (gé)mnpq

producto escalar de las flas my n producto escalar de las filas py q
de la matriz de cambio de base de la matriz de cambio de base

mi " nj

pq

(recordar que el producto escalar de dos filas 0 dos columnas
de la matriz de cambio de base es:

* 0 si son distintas filas o distintas columnas

* 1 si las dos son la misma fila o la misma columna)

mente para los otros dos.
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Tensores cartesianos

)s también verificar que los dos ultimos son unitarios :

A1 =(8,8;A): (8080010400 ) =

YiY _m_n_p_q mq ~ np

0L v¥ GV 689:ddVS1LVHM dO T1VO

S1IN3IANLS FONIIOS 404 SNOSSAT ALVAIAd ANITINO

0L ¥ G¥ 689 :ddVSLVHM VJANT O VAV
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8280 A GO OO =8, 8 A = A

mqg— np —p=q

1>

' (_l_in ) (_m_n_péqé‘mpénq)

;
0 594 AjOmp0ninOim = 904 Ay, = A

mp = nq

mente para los dos productos por la izquierda. También se

T :
ya que el producto por L 0 por |: soOlo afecta a los dos primeros

5 dos ultimos indices de A. Si A es de orden mayor que dos, el

e los indices queda inalterado y la transposicion se refiere sdlo a

S primeros o dos ultimos indices respectivamente.
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