TEMA 6
TABLAS

— Modelo matematico y especificacion
— Implementacién con acceso basado en basqueda
— Implementacién con acceso casi directo: tablas dispersas
— Tablas dispersas abiertas
— Funciones de localizacion
— Tablas dispersas cerradas
— Funciones de relocalizacion

— Eficiencia
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6.1 Modelo matematico y especificacion

>

Desde el punto de vista matematico, las tablas son aplicaciones que hacen co-

rresponder a claves, ¢ € C —C conjunto de claves—, valores, » € I =" conjun-
to de valores—. Podemos verlas como una generalizacidon de los arboles de
busqueda, como colecciones de pares (clave, valor), donde el acceso se realiza
por las claves y donde, a diferencia de los arboles de busqueda, no se supone
una estructura de arbol —aunque pueden ser implementadas como tales—.

Para dar un modelo matematico de las tablas hay dos posibilidades naturales:

— Funciones totales T : C — 1/, suponiendo en | un elemento distinguido
NoDef.

— Funciones parciales T: C— — 1.

Las operaciones que nos interesan en las tablas son las que permiten: crear una
tabla vacia, insertar una pareja (clave, valor), comprobar si la tabla esta vacia,
comprobar si una clave esta en la tabla, consultar el valor asociado a una clave,
y borrar un par (clave, valor).

Para ciertas aplicaciones de las tablas resulta conveniente que exista un orden
entre las claves, y que se disponga de una operaciéon que extraiga la informa-
ci6n almacenada en la tabla en forma de lista (o secuencia) de parejas de tipo
(Clave, Valor), ordenada por claves.

— Las tablas ordenadas se pueden implementar directamente como arboles de

busqueda.

En ocasiones, también resulta atil que una insercién con clave ya presente en
la tabla combine el nuevo valor con el antiguo, en lugar de limitarse a reempla-
zar el valor antiguo por el nuevo. Sin embargo, esto impone restricciones adi-
cionales sobre el tipo de los valores.
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Especificacion de las tablas como funciones parciales

> La especificacion de las tablas como funciones parciales es muy similar a la
especificaciéon de los arboles de busqueda (basta con que los elementos tengan
igualdad, no es necesario que tengan orden).

tad TABLA[C :: EQ, V :: ANY]
renombra
C.Elem a Clave
V.Elem a Valor

usa
BOOL
tipo
Tabla[Clave, Valor]
operaciones
Nuevo: — Tabla[Clave, Valor] /* gen */
Inserta: (Tabla[Clave,Valor], Clave, Valor) — Tabla[Clave,Valor] /* gen */
consulta: (Tabla[Clave, Valor], Clave) — — Valor /* obs */
borra: (Tabla[Clave, Valor], Clave) — Tabla[Clave, Valor] /* mod */
esta: (Tabla[Clave, Valor], Clave) — Bool /* obs */
esVacio: Tabla[Clave, Valor] — Bool /* obs */
ecuaciones
Vv t : Tabla[Clave, Valor] : V i, j : Clave : V x, y : Valor :
Inserta(Inserta(t, i, x), j, y) = Inserta(t, j, y) si i == j
Inserta(Inserta(t, i, x), j, y) = Inserta(Inserta(t, j, y), i,x) si i /=]
esVacio(Nuevo) = cierto
esVacio(Inserta(t, i, x)) = falso
esta(Nuevo, j) = falso
esta(Inserta(t, i, x), Jj) = i == j OR esta(t, j)
def consulta(t, i) si esta(t, i)
consulta(Inserta(t, i, x), j) =X si i ==
consulta(Inserta(t, i, x), j) = consulta(t, j) sii /=]
borra(Nuevo, j) = Nuevo
borra(Inserta(t, i, x), Jj) = borra(t, j) si i ==
borra(Inserta(t, i, x), Jj) = Inserta(borra(t, j), i, x) sii /=]

errores
consulta(t, i) si NOT esta(t, i)
ftad
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6.2 Implementacion con acceso basado en busqueda

> Utilizando las estructuras de datos que ya conocemos, podemos plantear di-
versas implementaciones para el TAD TABLA como colecciones de parejas
(Clave, Valor), donde el acceso por clave se implementa como una basqueda:

— Vectores de parejas (clave, valor), desordenados u ordenados por clave.

Operacién  Vector desordenado  Vector ordenado

Nuevo O(1) O(1)
Inserta O(n) / O(1) ** O(n)
esVacio O(1) O(1)
esta O(n) O(log n)
consulta O(n) O(log 7)
borra O(n) O(n)

— Secuencias de parejas (clave, valor) implementadas con memoria dinamica,
desordenadas u ordenadas por clave.

Operacion  Secuencia desordenada  Secuencia ordenada

Nuevo 0/¢)) o)
Inserta O(n) / O(1) ** O(n)
esVacio o) o)
esta O(n) O(n)
consulta O(n) O(n)
borra O(n) O(n)

** La complejidad de la insercién en un secuencia o vector desordenado es
O(#) st no permitimos claves repetidas y O(1) si las permitimos, con el con-
siguiente desaprovechamiento de espacio y haciendo necesario que las bus-
quedas tengan en cuenta esta circunstancia. En el caso de las secuencias
ordenadas la complejidad de la basqueda mejora en el caso promedio, aun-
que no asi en el caso peor.



Tablas 4

— Arboles de busqueda. Suponiendo arboles equilibrados (un arbol con 7 no-
dos se dice equilibrado si su talla es de orden log 7) se puede conseguir:

Operacion  Arbol de bisqueda

Nuevo O(1)
Inserta O(log 7)
esVacio O(1)
esta O(log n)
consulta O(log n)
borra O(log )

> En este tema vamos a estudiar una nueva estructura de datos, las tablas disper-
sas, que en promedio permiten conseguir un coste constante para todas las
operaciones sobre las tablas.
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6.3 Implementacion con acceso casi directo: tablas

>

dispersas

En este apartado estudiamos técnicas que permiten realizar todas las operacio-
nes en tiempo O(1) en promedio, aunque en el caso peor Inserta, estd, consulta'y
borra son O(n).

La idea es conseguir que las tablas se comporten como vectores, tratando las
claves como indices. Esta idea no puede aplicarse directamente cuando el con-
junto de todas las claves posibles sea demasiado grande. Por ejemplo, si las
claves son cadenas de caracteres con un maximo de 8 caracteres elegidos de un
conjunto de 52 caracteres, habria un total de

L=27;:1T5i58:52

En una aplicacion practica, la cantidad de cadenas que lleguen a usarse como
claves sera mucho menor, y es absolutamente impensable reservar un vector
de tamafio L. para implementar la tabla.

Una idea alternativa son las zablas dispersas (en inglés, hash table). La tabla se re-
presenta como un vector de tipo

Array[0..N-1] of Pareja[Clave, Valor]
siendo N suficientemente grande, aunque mucho menor que el nimero total

de claves posibles, y donde lo que se pretende es que dada una clave sea casz di-
recto determinar en qué posicion del vector se debe encontrar.

Una caracteristica interesante de un valor concreto de una tabla dispersa es su
tasa de ocupacion, definida como el cociente entre el nimero 7 de parejas (Clave,
Valor) almacenadas en la tabla, y el numero total N de posiciones del vector:

o =n/N

En algunas implementaciones de las tablas dispersas, la tasa de ocupacion pue-
de llegar a ser mayor que 1.
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Funcion de localizacion

>

Para operar con la tabla se necesitara interponer una funcién que asocie a cada
clave un indice del vector:

h : Clave — [0..N-1]

Dada una clave ¢, el indice /(¢) es la posicion del vector en la que en un princi-
pio intentaremos /ocalizar la clave. La funcién 5 que usemos para esto se llama-
ra funcion de localizacion (en inglés, hashing function).

Al elegir una funcién de localizaciéon se debe buscar
— Eficiencia. El coste de calcular /(¢) para una clave ¢ dada debe ser bajo.

— Uniformidad. El reparto de claves entre posiciones debe ser lo mas uni-
forme posible. Idealmente, para una clave ¢ elegida al azar la probabilidad

de que /() = 7 debe valer 7/N para cada 7 € [0..N-17]. Una funcién de loca-

lizacién que cumpla esta condicién se llama uniforme.

Graficamente, la situacion es:

Clave » [0..N-1]

Por ejemplo, supongamos que N = 76 y que las claves son cadenas de caracte-
res. Una posible funcion de localizacion es la definida como:

h(c) =4¢ ord(ult(c)) mod 16

donde #/f(c) es el ultimo caracter de ¢, y ord es 1a funcion que devuelve el codigo
ASCII de un caracter. Usando esta funcion de localizacion, obtenemos:

h("Fred") = ord('d') mod 16 = 100 mod 16 = 4
h("Joe") = ord('e') mod 16 = 101 mod 16 = 5
h("John") = ord('n') mod 16 = 110 mod 16 = 14
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Colisiones

> Como hemos visto, el dominio de una funcién de localizacion siempre suele
tener un cardinal mucho mayor que su rango. Por lo tanto, una funcién de lo-
calizacion 5 no puede ser inyectiva.

Cuando se encuentran claves ¢, ¢’ tales que:
¢ Z A ble) = h(c)

se dice que se ha producido una co/ision. Se dice también que ¢y ¢’ son claves /-
nénimas con respecto a A.

> Por ejemplo, para la anterior funcién de colision:
h(“Fred”) = h(*David”) = h(“Viiolet”) = h(*Roland”) = 4

las cuatro cadenas colisionan en el indice 4 y son sinénimas con respecto a /.

Tablas dispersas
> Se llaman asf a las tablas implementadas de manera que:

— La representacion concreta de una tabla es un vector 7 : Aray [0.N-1] of

Pareja/Clave, 1 alor]

— Se utiliza una funcién de localizacién para el paso de claves a indices.

> Las distintas implementaciones de tablas dispersas se diferencian en dos cosas:

— El método elegido para el tratamiento de colisiones.

— La funcién de localizacion elegida.

> Vamos a centrarnos primero en estudiar la primera de las caracteristicas, supo-
niendo fijada una funcién de localizacion 4, y estudiaremos la segunda caracte-
ristica mas adelante.

Segin la técnica que se utilice para el tratamiento de las colisiones, hablamos
de:
— tablas dispersas abiertas, o

— tablas dispersas cerradas
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6.3.1 Tablas dispersas abiertas

>

Para cada indice 7 #/i/ almacena una lista de parejas (Clave, Valor) con claves
sinénimas ¢, tal que A(¢) = 7. Estas listas se llaman agrupaciones o, simplemente,
listas de colisiones. Las colisiones que se producen en las inserciones se resuelven
alargando las agrupaciones; en el borrado, las agrupaciones se acortan.

Por ejemplo, una tabla dispersa abierta implementada sobre un vector con in-
dices del intervalo /0..75] y donde se utilizada la funcién de localizacion pre-
sentada anteriormente, después de las siguientes operaciones:

Nuevo(t);

inserta(t, "Fred", 25); inserta(t, "Alex", 18); inserta(t, "Philip", 10);
inserta(t, "Joe", 38); inserta(t, "John", 36); inserta(t, "Hanna", 19);
inserta(t,"David", 40); inserta(t, "Martin", 28); inserta(t, "Violet", 20);
inserta(t, "George", 48); inserta(t, "Helen", 90); inserta(t, "Manyu", 24);
inserta(t, "Roland", 14);

resulta:

0 » Philip | 10 =

[ i =

2| T2

3| T2

4 » Fred |25 » David | 40 » Violet | 20 » Roland | 14 =2
5 M Joe |38 ¥ George | 48 —{ Manyu | 24 |2
6 | T2

7 1

8 » Alex |18 » Hanna | 19 o

91 T2

10 —T1

11 —T1

12 T

13 —T1

14 » John | 36 » Martin | 28 » Helen | 90 o
15 —T1

Con una tasa de ocupacién o = n/N = 13/16 = 0’8125
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Métodos de localizacion

>

Como se ha dicho mas atras, una buena funcion de localizacion debe ser uni-
forme y facil de calcular eficientemente.

Por supuesto, se debe garantizar que la funcién de localizacioén aplicada sobre
claves idénticas devuelva el mismo resultado.

En general, si la clave es numérica lo mas recomendable es calcular el resto
modulo el tamano N de la tabla. Es decir:

h(c) =4¢ c mod N

Aunque existen otras métodos mas sofisticados que manipulan los nimeros a
nivel binario esta solucion tan simple suele funcionar bien.

Si la clave es de un tipo no numérico lo que se suele hacer es obtener un nu-
mero a partir de la clave y luego aplicar una de las funciones de localizacion
para claves numéricas. Por ejemplo, un caracter se puede localizar a partir de
su ordinal.

El tipo mas habitual de clave no numérica son las cadenas de caracteres, y es
por ello que se pueden encontrar algunas funciones de conversion especificas
para este tipo de datos.

Un método general es, dada una cadena ¢ con £ caracteres de la forma

C=20C C Cy
obtener su representacion numérica interpretando sus caracteres como digitos
en una cierta base B:

num(c) =4 =i : 0 <1 <k : B - ord(c.;)
= ord(c,) + B - ord(c,,) + .. + B<! - ord(c,)

En la elecciéon de los métodos y de las constantes que participan en estos cal-
culos se suelen utilizar resultados de Teoria de nimeros con el objetivo de ob-
tener una mayor uniformidad en la funcién de localizacién. Asi, por ejemplo,
se obtienen mejores resultados st [Ny B son nimeros primos.
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Implementaciéon de las tablas dispersas abiertas

Tipo representante

template <class TClave, class TValor>
class TNodoTabla {
private:
TClave clave;
TValor _valor;
TNodoTabla<TClave,TValor> * sig;

}s

template <class TClave, class TValor>
class TTablaAbierta {

private:
static const int TongMax = 10;
TNodoTabla<TClave,TValor>* _espacio[longMax] ;
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Implementacion genérica

>

A la hora de plantear una implementacién genérica de las tablas se nos plantea
el problema de qué le debemos exigir a los tipos que pueden actuar como cla-
ves de una tabla:

— Deben ser comparables para poder determinar si dos claves coinciden.

— Deben tener definida una funciéon que permita /ocalizar un valor de ese tipo
dentro del vector que representa a la tabla.

Una funcién de localizacion permite, a partir de una clave y el namero /longhMax
de posiciones del vector, obtener un entero en el rango [0..longMax-1], con un

perfil de la forma

localiza: (Clave, Entero) — Entero

Para llevar a cabo la localizacion tenemos dos alternativas:
— incluirla directamente como una funcion mas de las claves, o
— repartir su implementacion entre las claves y la tabla
— las claves proporcionan una funcién de perfil
num: Clave — Entero
que, dada una clave, permite obtener un nimero entero.
Esta funciéon debe ser coherente con la igualdad definida sobre las cla-
ves, es decir, el resultado ha de ser el mismo para claves iguales.
— las tablas proporcionan una funcién de perfil
localiza: (Clave, Entero) — Entero
que, apoyandose en la funcion num de las claves, localiza la clave dentro

del vector concreto.

Elegimos la segunda alternativa por ser mas flexible, separar mejor la respon-

sabilidad de cada tipo y ajustarse al disefio habitual de las funciones de locali-

zacion:

— Sin modificar la implementacién de las claves se pueden ensayar distintas
funciones de localizacién.

— Las claves no necesitan conocer la longitud del vector.

— Como hemos indicado mas arriba, las funciones de localizacion aplicadas
sobre claves no numéricas se basan en transformar dichas claves en un va-
lor numérico y aplicar al resultado una técnica de localizacion.



Tablas 12

> El problema de la anterior solucién es que no se puede aplicar sobre tipos
predefinidos, pues no disponen del método 7 —ni de ningin otro—.

Para evitar este problema, podemos aprovecharnos de la sobrecarga de fun-
ciones en C++:

— Utilizamos la funcién #um en lugar del método num

— Implementamos num para los tipos primitivos que nos interese, junto con
una implementaciéon genérica que invoca al método num, que sera la que se
aplique cuando las claves no sean de un tipo primitivo.

int num( int n ) {
return n;

}

int num( char ch ) {
return ch;

}

int num( string cad ) {
int res = 0;
for ( int i = 0; i < cad.length(); i++ )
res += cad[i];
return res;

}

template <class TClave>
int num ( const TClave& clave ) {
return clave.num();

}
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Interfaz de la implementacién

#include <iostream>
using namespace std;

// Excepciones generadas por Tas operaciones de este TAD
// Acceso cuando se accede con una clave que no estd en Ta tabla
class EClaveErronea { };

// E1 tipo TClave debe implementar
// operator==
// int TClave::num() const

template <class TClave, class TValor>
class TTablaAbierta;

template <class TClave, class TValor>
class TNodoTabla {
private:
TClave clave;
TValor _valor;
TNodoTabla<TClave,TValor> * sig;
TNodoTabla( const TClave&, const TValor&, TNodoTabla<TClave,TValor>* );
public:
const TClave& clave() const;
const TValor& valor() const;
TNodoTabla<TClave,TValor> * sig() const;
friend TTablaAbierta<TClave,TValor>;

}s

template <class TClave, class TValor>
class TTablaAbierta {
public:

// Constructoras, destructora y operador de asignacion
TTablaAbierta( );
TTablaAbierta( const TTablaAbierta<TClave,TValor>& );
~TTablaAbierta( );
TTablaAbierta<TClave,TValor>& operator=( const
TablaAbierta<TClave,TValor>& );
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// Operaciones de las tablas

void inserta( const TClave&, const TValor& );

// Pre : true
// Post : inserta un par (clave, valor),
// si la clave ya esta, se sustituye el valor antiguo

void borra( const TClaved& );

// Pre : true
// Post : elimina un par (clave, valor) a partir de una clave dada,
// si la clave no estda, la tabla no se modifica

// observadoras

const TValor& consulta( const TClave& ) const throw (EClaveErronea);

// Pre : esta( clave )

// Post : devuelve el valor asociado con la clave dada

// Lanza la excepcion EClaveErronea si la tabla no contiene dicha clave

bool esta( const TClave& ) const;
// Pre : true
// Post : devuelve true|false segin si la tabla contiene o no la clave

bool esVacio( ) const;
// Pre: true
// Post: Devuelve true | false segln si la tabla estda o no vacia

// Escritura

void escribe( ostream& salida ) const;

private:
// Variables privadas

static const int TongMax = 10;
TNodoTabla<TClave,TValor>* espacio[longMax];

// Operaciones privadas

void Tlibera();
void copia( const TTablaAbierta<TClave,TValor>& );

// funcidn hash

int localiza( const TClave&) const;

// funcidn auxiliar de bisqueda del nodo con una clave dada

void busca ( const TClave&, TNodoTabla<TClave,TValor>* &,
TNodoTabla<TClave,TValor>* & ) const;
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Implementacion de las operaciones

>

>

>

Implementacion de la clase de los nodos

template <class TClave, class TValor>
TNodoTabla<TClave,TValor>::TNodoTabla( const TClave& clave,
const TValor& valor,

TNodoTabla<TClave,TValor>* sig = 0 ) :

_clave(clave), valor(valor), sig(sig) {

}s

template <class TClave, class TValor>
const TClave& TNodoTabla<TClave,TValor>::clave() const {
return clave;

}

template <class TClave, class TValor>
const TValor& TNodoTabla<TClave,TValor>::valor() const {
return valor;

}

template <class TClave, class TValor>
TNodoTabla<TClave,TValor>* TNodoTabla<TClave,TValor>::sig() const {
return sig;

}

I.a funcion de localizacion

template <class TClave, class TValor>

int TTablaAbierta<TClave,TValor>::localiza( const TClave& clave) const{

return num(clave) % longMax;

}s
I.a construccion de una tabla vacia

template <class TClave, class TValor>
TTablaAbierta<TClave,TValor>::TTablaAbierta( ) {
for ( int i = 0; i < TongMax; i++ )
_espacio[i] = 0;

}s
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> Las operaciones de insercion, consulta y borrado necesitan de una operacién
auxiliar que localice un nodo con una clave determinada dentro de una agrupa-
cion. Para que esta operacion sea también util en la eliminacidn, necesitamos
que ademas del puntero al nodo con la clave buscada nos devuelva un puntero
al nodo anterior.

template <class TClave, class TValor>
void TTablaAbierta<TClave,TValor>::busca(
const TClave& clave, TNodoTabla<TClave,TValor>* & act,
TNodoTabla<TClave,TValor>* & ant ) const {
bool encontrado = false;

ant = 0;
while ((! encontrado) && (act !=0) ) {
encontrado = clave == act->clave();
if ( ! encontrado ) {
ant = act;
act = act->sig();
}
}
}s

Notese que si p queda apuntando al primer nodo de la agrupacion, entonces el
valor de ant sera 0.

> Insercion.

template <class TClave, class TValor>
void TTablaAbierta<TClave,TValor>::inserta( const TClave& clave,
const TValor& valor ) {
int i;
TNodoTabTa<TClave,TValor> *act, *ant;
i = Tocaliza( clave );
act = espacio[i];
busca( clave, act, ant );
if (act !'=0)
act-> valor = valor;
else {
act = new TNodoTabla<TClave,TValor>(clave, valor, espacio[i]);
_espacio[i] = act;
}
}s



Tablas

17

> Borrado

template <class TClave, class TValor>
void TTablaAbierta<TClave,TValor>::borra( const TClave& clave ) {

}s

int i;
TNodoTabla<TClave,TValor> *act, *ant;

i = Tocaliza(clave);
act = espacio[i];
busca( clave, act, ant );
if (act !'=0) {
if (ant !'=0)
ant-> sig = act->sig();
else
_espacio[i] = act->sig();
delete act;

}

> Consultas

template <class TClave, class TValor>
const TValor& TTablaAbierta<TClave,TValor>::consulta(

}s

const TClave& clave ) const throw (EClaveErronea) f{
int i;
TNodoTabla<TClave,TValor> *act, *ant;

i = localiza(clave);
act = espacio[i];
busca( clave, act, ant );
if ( act == 0)

throw EClaveErronea();
return act->valor();

template <class TClave, class TValor>
bool TTablaAbierta<TClave,TValor>::esta( const TClave& clave ) const {

int i;
TNodoTabla<TClave,TValor> *act, *ant;

i = localiza(clave);

act = espacio[i];

busca( clave, act, ant );
return act != 0;



Tablas

18

template <class TClave, class TValor>

bool TTablaAbierta<TClave,TValor>::esVacio( ) const {
int i = 0;
bool vacio = true;

while ( vacio && (i < longMax) ) {
vacio = _espacio[i] ==
i+t

}

return vacio;

}s

> Operacion de escritura

template <class TClave, class TValor>

void TTablaAbierta<TClave,TValor>::escribe( ostream& salida ) const {

TNodoTabla<TClave,TValor> *act;

for ( int i = 0; i < longMax; i++ ) {
act = espacio[i];
salida << i << ":"y
while ( act !'= 0 ) {

salida << "(" << act->clave() << ", " << act->valor() <<+ ")";

act = act->sig();
}
salida << endl;
}
}s

> Anulacion

template <class TClave, class TValor>

void TTablaAbierta<TClave,TValor>::1ibera() {
int i;
TNodoTabla<TClave,TValor> *act, *aux;

for ( i = 0; i < TongMax; i++ ) {
act = espacio[i];
while ( act != 0 ) {
aux = act->sig();
delete act;
act = aux;

}
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> Copia

template <class TClave, class TValor>

void TTablaAbierta<TClave,TValor>::copia(
const TTablaAbierta<TClave,TValor>& tabla) {
TNodoTabla<TClave,TValor> *act, *actCopia, *antCopia;

for ( int i = 0; i < lTongMax; i++ ) {
if ( tabla. espacio[i] != 0 ) {
act = tabla. espacio[i];
actCopia = new TNodoTabla<TClave,TValor>(act->clave(),
act->valor());
_espacio[i] = actCopia;
while ( act->sig() !'= 0 ) {
act = act->sig();
antCopia = actCopia;
actCopia = new TNodoTabla<TClave,TValor>(act->clave(),

act->valor());

antCopia-> sig = actCopia;
}
}

else
_espacio[i] = 03
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6.3.2 Tablas dispersas cerradas

>

La informacién almacenada en la tabla se representa por medio de un vector
de parejas (Clave, Valor). Cualquier acceso a una tabla via una clave dada ¢ co-
mienza calculando el llamado #Zndice primario:

i = h(c)
Si el indice primario produce colisién con otra clave sindénima, se ensaya un

indice alternativo. Como la colisiéon puede reiterarse, es necesario ensayar una
sucesion de indices:

i, = prueba(l, c), i, = prueba(2, ¢), ... , i, = prueba(m, c), ...

llamada sucesion de pruebas. A esta técnica se la conoce como relocalizacion.

Una técnica de relocalizacion concreta debe cumplir que para toda clave ¢ se
puede calcular la sucesién de pruebas:

i, = prueba(m, c) 0<m<N

que es una permutacion de /0..N-7/.

Por lo tanto, las sucesiones de pruebas de dos claves distintas s6lo difieren en
el orden, pero no en los elementos.

Por ejemplo, un método muy sencillo de relocalizacion, conocido como reloca-
lizacion lineal, consiste en definir la sucesion de pruebas como:

i, = h(c)

i, = (i, + 1) mod N 1 <m<N

o lo que es lo mismo

prueba(m, c) = (h(c) + m) mod N

Resulta obvio que en una tabla dispersa cerrada es necesario distinguir las po-
siciones que contienen una pareja (Clave, Valor) de aquellas que no, ya sea
equipando al tipo de las claves con un valor especial clavel”acia o afiadiendo un
campo adicional en cada uno de los registros almacenados en el vector.
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>

>

Todos los algoritmos sobre tablas se basan en una caracteristica que debe cum-
plir el invariante de la representacion: cada clave ¢ que aparezca en la tabla apa-
rece necesariamente en una posicion de la rwza de .

Dados el vector »/0..N—7] que representa a una tabla 7y una clave ¢, definimos
la ruta de ¢ como el segmento inicial de la sucesion de pruebas de ¢ anterior a la
primera posicion vacia (st la hay):

ruta(c, t) =4 [prueba(0, c), ... , prueba(m-1, c)]
siendo 7
— el menor 7 comprendido entre 0 y N—7 tal que v/prueba(i, ¢)] esta vacia, o

— N sino hay ninguna posicion vacia en el vector.

Graficamente

']

io > il > o > im-l > im
\_\/———/ 2\
Ruta de ¢ Posicidon vacia

obienm =N

Observamos que ruta(c, ) = [ | cuando se cumple que v/prueba(0, ¢)] esta vacia,
es decir, cuando el indice primario de ¢ corresponde a una posicién vacia.

En la ruta de una clave, por definiciéon, no pueden existir posiciones vacias.
¢Qué hacer entonces cuando se elimina una clave de la tabla?

Tapar el hueco, es decir, desplazar una posicion hacia atris todas las claves poste-
riores a la clave borrada en la misma sucesion de pruebas, hasta encontrar una
posicion vacia, perjudicaria gravemente la eficiencia del borrado.

La solucién consiste en considerar un tercer tipo de posiciones, aquellas que
han contenido informacién que posteriormente se borro.

Distinguimos tres clases de posiciones en el vector de parejas:

— vacias: ain no se ha introducido informacién.
— ocupadas: contienen una pareja (Clave, Valor).

— borradas: han contenido informacion que posteriormente se borro.
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> Al determinar la tasa de ocupacion en una tabla dispersa cerrada hay que com-
putar no soélo las posiciones ocupadas sino también las borradas, pues su nu-
mero afecta al funcionamiento de los algoritmos.

Es por ello que en una tabla dispersa cerrada definimos el tamafio 7 de la tabla
como la suma de las posiciones ocupadas o borradas y la tasa de ocupacion
como el cociente entre el tamafio y la longitud del vector donde se almacena la

tabla
o =n/N

Obviamente, en una tabla cerrada 0 <7< N,y conello 0 < a< 1.

Idea de los algoritmos

> Las operaciones de consulta y la de borrado se implementan facilmente en
términos de una operacién auxiliar de busqueda que localiza el indice donde se
encuentra la clave buscada o determina que la clave no esta en la tabla.

— Partiendo del indice C i» 1
primario, se sigue l
la sucesién de pruebas : P'os.iciones ocupadas por claves
hasta encontrar la clave ! distintas de ¢, o borradas
buscada o una posicion l
vacia. Las posiciones :
borradas no interrum-
pen la busqueda l Posicién con clave ¢,
i 4 o posicion Vacig om=N
" y busqueda fallida

— Para saber si una clave esta en la tabla o devolver el valor asociado con una
clave, se realiza una busqueda con la clave en cuestion.

— Para eliminar una pareja de (Clave, Valor), se realiza una busqueda con la
clave de borrado. Si la busqueda tiene éxito, la posicion correspondiente se
marca como borrada.
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> La insercién es un poco mas compleja, ya que debemos insertar en la primera
posicion disponible —vacia o borrada— pero ademas debemos asegurarnos de
que no haya claves repetidas. La idea del algoritmo:

— Partiendo del indice primario, se sigue la sucesion de pruebas hasta agotar
la tabla o encontrar una posicion apta para la insercion.

Si se agota la tabla, se produce error. Si se encuentra una posicion apta, de-
be darse uno de los tres casos siguientes:

— La posicion esta vacia. h .
Entonces se insertaen esa € —> %
posicion y se
incrementa # en 1.

<4+—

Posiciones ocupadas
por claves distintas de ¢

— o
—

— La posicién esta ocupada
por la clave de insercion.
Entonces se cambia el

4—

valor asociado.
— La posicion esta borrada. l Posici
Se colocan la clave y el i, ¢ rosicion apta para
. . insercion con clave c
valor asociado. Se sigue
buscando en la serie de l
pruebas, hasta encontrar 1
una posicion vacia, o . .
encontrar la clave de in- l Posible presencia

., de la clave ¢
sercion, o completar 7

pruebas. Si se encuentra la

clave de insercién, hay l
que borrar la posicién co-
rrespondiente.

n-1
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Ejemplo

> 'Tabla dispersa cerrada, con indices en el intervalo [0..9], usando relocalizacién
lineal y con una funcién 4 de localizaciéon definida como

h(c) = ¢ mod 10
Operacion Serie de pruebas resultado
Nuevo(t);
Inserta(t, 23, 50); 3
Inserta(t, 33, 60); 3, 4
Inserta(t, 106, 70); 6
x := consulta(t, 53); 3, 4, 5 = Error
Inserta(t, 206, 80); 6, 7
Inserta(t, 43, 90); 3, 4, 5
y := consulta(t, 33); 3, 4 = 60
Inserta(t, 53, 100); 3, 4, 5,6, 7, 8
borra(t, 33); 3, 4
Inserta(t, 53, 110); 3, 4, 5,6, 7, 8
Inserta(t, 79, 1000); 9
Inserta(t, 99, 2000); 9, 0
z := consulta(t, 53); 3, 4 = 110
u := consulta(t, 109); 9, 0, 1 = Error
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
99 23 33 43 106 206 53 79
2000 50 60 90 70 80 100 1000
Borr Bort
60 100
53
110
Con lo que la tasa de ocupacion resultante queda:
a = nlmero de posiciones usadas / tamafio del vector = 8 / 10 = 0'8
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Métodos de relocalizacion

>

Un método de relocalizacién permite obtener, a partir de una clave ¢y una
funcién de localizacion 4, la sucesion de pruebas para dicha clave, es decir, una

permutacion [y ..., i,/ de /0,...,N=1] donde 7, = h(c).

En general, un método de relocalizaciéon sera mejor cuanto mas cortas sean las
rutas a las que, en promedio, da lugar. Para ello, se debe minimizar el solapa-
miento entre las sucesiones de pruebas de claves distintas.

El grado de solapamiento entre las sucesiones de pruebas a las que un mé-
todo de relocalizacion da lugar se caracteriza por el tipo de agrupamientos
que produce.

Se dice que un método de relocalizacion produce agrupamientos &-arios si
el namero de series de pruebas distintas, médulo permutaciones circulares,
es @O(N*). Es decir, los agrupamientos seran primarios si sélo hay 1 = N
sucesion de pruebas, modulo permutaciones circulares, secundarios si hay
N sucesiones diferentes, y asi sucesivamente.

El método de relocalizaciéon ideal produciria una relocalizacion uniforme (en
inglés, wuniform probing hashing), donde cada sucesiéon de pruebas serfa una
permutacion aleatoria de [/0..N-7/, dependiente de la clave de acceso, de
forma que no se produjesen agrupamientos.

La relocalizacion lineal (en ingles, Linear probing hashing), que presentamos ante-
riormente, es el método mas sencillo. La serie de pruebas es:

prueba(m, c) =4¢ (h(c) +m) md N 0 <m<N

de forma que:

i, = h(c)
i, = (i, + 1) mod N

Sin embargo, con este método, se producen agrupamientos primarios (£=1), es
decir, hay una tnica sucesion de pruebas, médulo permutaciones circulares.
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>

La relocalizacion cuadratica (en inglés Quadratic probing hashing) genera una serie
de pruebas de la forma

prueba(m, c) =4 (h(c) + m) mod N 0 <m<N

Con esta construccion, la sucesion de pruebas en general no es una permuta-
ci6n de /0..N-1]y, por lo tanto, no recorre toda la tabla.

Se sabe que si IN es un numero primo de la forma 44+3, la siguiente sucesion
cuadratica de pruebas si es una permutacion de /0..N-7/:

h(c)

(h(c) + j?) mod N 1 <j<(N-1)/2

(h(c) - §2) mod N 1< j< (N-1)/2

prueba(0, c)
prueba(2j-1, c)
prueba(2j, c)

Este método produce agrupamientos secundarios (£=2) ya que genera ®(N) suce-
siones de pruebas distintas, modulo permutaciones circulares.

La relocalizaciéon doble (en inglés Double hashing) consiste en utilizar una se-
gunda funciéon de localizacién £ para calcular un incremento que, junto con el
indice primario, determina la sucesion de pruebas:

prueba(m, c) = (h(c) + m - k(c)) mod N 0<m<N
Se cumple:

i, = h(c)

i, = (i, + d) mod N d = k(c) € [1..N-1]

Con una buena eleccién de N, 4y £ el comportamiento de este método es muy
similar en la practica a la relocalizacion uniforme. Una buena eleccion es:

— N primo, tal que N-2 primo
— b(c) =4 num(c) mod N
— k() =4 (num(c) mod N=2) + 1

Notese que st [N es primo entonces [N y 4 son primos entre si y, por lo tanto, la
serie de pruebas recorre toda la tabla
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Implementaciéon de las tablas dispersas cerradas

Restricciones sobre el tipo de las claves

> Para marcar los distintos tipos de posiciones del vector, podemos

— suponer que el tipo de las claves esta equipado con dos valores especiales
Clavelacia y ClaveBorrada, o

— afladir un campo adicional en cada uno de los registros almacenados en éL

Para no complicar la implementacion de las claves, optamos por la segunda so-

lucion y definimos un tipo enumerado para marcar las posiciones del vector

enum TPosicion {vacia, ocupada, borrada};

> Para implementar la relocalizacion tampoco necesitamos modificar el tipo de
las claves pues basta con que éstas dispongan de la operacion num que las hace
localizables.

Tipo representante

> lLa estructura de datos

enum TPosicion {vacia, ocupada, borrada};

template <class TClave, class TValor>
class TNodoTabla {
private:
TClave clave;
TValor _valor;
TPosicion posicion;

};...

template <class TClave, class TValor>
class TTablaCerrada {

private:
static const int longMax = 23; // se recomienda primo > 20
TNodoTabla<TClave,TValor> _espacio[longMax];
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Interfaz de la implementacién

#include <iostream>
using namespace std;

// Excepciones generadas por Tas operaciones de este TAD

// Acceso cuando se accede con una clave que no estd en Ta tabla
class EClaveErronea { };

// Insercidn cuando el array estda 1leno

class EDesbordamiento { };

// E1 tipo TClave debe implementar
// operator==
// int TClave::num() const

template <class TClave, class TValor>
class TTablaCerrada;

enum TPosicion {vacia, ocupada, borrada};

template <class TClave, class TValor>
class TNodoTabla {
private:
TClave clave;
TValor _valor;
TPosicion posicion;
TNodoTabla( );
public:
const TClave& clave() const;
const TValor& valor() const;
const TPosicion& posicion() const;
friend TTablaCerrada<TClave,TValor>;

}s

template <class TClave, class TValor>
class TTablaCerrada {
public:

// Constructoras, destructora y operador de asignacion
TTablaCerrada( );
TTablaCerrada( const TTablaCerrada<TClave,TValor>& );
~TTablaCerrada( );
TTablaCerrada<TClave,TValor>& operator=(
const TTablaCerrada<TClave,TValor>& );
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// Operaciones de las tablas

void inserta( const TClave&, const TValor& );

// Pre : true
// Post : inserta un par (clave, valor),
// si la clave ya esta, se sustituye el valor antiguo

void borra( const TClave& );

// Pre : true
// Post : elimina un par (clave, valor) a partir de una clave dada,
// si la clave no esta, la tabla no se modifica

// observadoras

const TValor& consulta( const TClave& ) const throw (EClaveErronea);

// Pre : esta( clave )

// Post : devuelve el valor asociado con la clave dada

// Lanza la excepcion EClaveErronea si la tabla no contiene dicha clave

bool esta( const TClave& ) const;
// Pre : true
// Post : devuelve true|false segln si la tabla contiene o no la clave

bool esVacio( ) const;
// Pre: true
// Post: Devuelve true | false segln si la tabla estd o no vacia

// Escritura

void escribe( ostream& salida ) const;

private:
// Variables privadas

static const int longMax = 23; // se recomienda primo > 20
TNodoTabla<TClave,TValor> _espacio[longMax] ;

// Operaciones privadas

void libera();
void copia( const TTablaCerrada<TClave,TValor>& );

// funcidon auxiliar de bisqueda del nodo con una clave dada

}s

int busca ( const TClave& ) const;
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Implementacion de las operaciones

>

>

>

No implementamos el método de relocalizacion como una funcién aparte para
mejorar la eficiencia. El codigo encargado de generar la sucesion de pruebas se
incluira directamente en los algoritmos que lo necesiten. Tampoco necesita-
mos funcién de localizaciéon porque la clave primaria se obtiene como el pri-
mer elemento de la sucesion de pruebas.

Utilizaremos relocalizacion doble.

Implementacion de los nodos

template <class TClave, class TValor>
TNodoTabla<TClave,TValor>::TNodoTabla( ) :
_posicion(vacia) {

}s

template <class TClave, class TValor>
const TClave& TNodoTabla<TClave,TValor>::clave() const {
return clave;

}

template <class TClave, class TValor>
const TValor& TNodoTabla<TClave,TValor>::valor() const {
return valor;

}

template <class TClave, class TValor>
const TPosicion& TNodoTabla<TClave,TValor>::posicion() const {
return posicion;

}

I.a construccion de una tabla vacia

template <class TClave, class TValor>
TTablaCerrada<TClave,TValor>::TTablaCerrada( ) {
for ( int i = 0; i < TongMax; i++ )
_espacio[i]. posicion = vacia;

}s
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> Funcién que detecta st una tabla esta vacia.

template <class TClave, class TValor>

bool TTablaCerrada<TClave,TValor>::esVacio( ) const {
int i = 0;
bool vacio = true;

while ( vacio & (i < longMax) ) {
vacio = _espacio[i].posicion() != ocupada;
i+t

}

return vacio;

}s

> Las operaciones estd, consulta 'y borra se programan con ayuda de una funcién
auxiliar privada de busqueda.

template <class TClave, class TValor>

int TTablaCerrada<TClave,TValor>::busca( const TClave& clave ) const {
int i, n, d, m;
bool encontrado;

num(clave);
n % longMax;
(n % (longMax-2)) + 1;
0; // contabiliza el nimero de pruebas por si la tabla estd 1lena
encontrado = false;
while ( (! encontrado) && (_espacio[i].posicion() != vacia) &&
(m < TongMax) ) {
if ( _espacio[i]. posicion == ocupada )

3 Q = >
1l

encontrado = clave == espacio[i].clave();
if ( ! encontrado ) {
m++;

i = (i +d) % longMax;
}
}

if ( ! encontrado )
i = longMax;
return i;

}s
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Y ahora resulta sencillo implementar consulta, esta y borra

template <class TClave, class TValor>

const TValor& TTablaCerrada<TClave,TValor>::consulta(
const TClave& clave ) const throw (EClaveErronea) {
int i;

i = busca(clave);
if (i == TongMax )

throw EClaveErronea();
return _espacio[i].valor();

}s

template <class TClave, class TValor>
bool TTablaCerrada<TClave,TValor>::esta( const TClave& clave ) const {
int i;

i = busca(clave);
return i != TongMax;

}s

template <class TClave, class TValor>
void TTablaCerrada<TClave,TValor>::borra( const TClave& clave ) {
int i;

i = busca(clave);
if (i != TongMax )
_espacio[i]. posicion = borrada;

}s
> lLa insercion

template <class TClave, class TValor>
void TTablaCerrada<TClave,TValor>::inserta( const TClave& clave,
const TValor& valor ) {
int i, n, d, m;
bool encontrado;

num(clave);

n % longMax;

(n % (longMax-2)) + 1;

0; //contabiliza el nimero de pruebas por si la tabla estd 1lena
encontrado = false;

3 o = =
1
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while ( ( ! encontrado ) && ( espacio[i].posicion() == ocupada) &&
(m < longMax) ) {
if ( _espacio[i]. posicion == ocupada )
encontrado = clave == _espacio[i].clave();
if ( ! encontrado ) {
m++;
i= (i +d) % lTongMax;
}
}
if ( m == TongMax )
throw EDesbordamiento();
else if ( encontrado )
_espacio[i]. valor = valor;
else if ( _espacio[i].posicion() == vacia ) {
_espacio[i]. clave = clave;
_espacio[i]. valor = valor;
_espacio[i]. posicion = ocupada;
}
else if ( _espacio[i].posicion() == borrada ) {
_espacio[i]. clave = clave;
_espacio[i]. valor = valor;
_espacio[i]. posicion = ocupada;

m++;
i= (i +d) % longMax;
while ( ( ! encontrado ) && ( espacio[i].posicion() != vacia) &&
(m < TongMax) ) {
if ( _espacio[i].posicion() == ocupada )
encontrado = clave == _espacio[i].clave();
if ( ! encontrado ) {
m++;

i = (i +d) % longMax;
}
}

if ( encontrado )
_espacio[i]. posicion = borrada;
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> Hscritura

template <class TClave, class TValor>
void TTablaCerrada<TClave,TValor>::escribe( ostream& salida ) const {

for ( int i = 0; i < TongMax; i++ ) {

salida << i << ":";

if ( _espacio[i].posicion() == ocupada )
salida << "(" << _espacio[i].clave() << ",

<< _espacio[i].valor()<< ")";

else if ( _espacio[i].posicion() == borrada )
salida << "###";

salida << endl;

}

}s
> Anulacion

template <class TClave, class TValor>
void TTablaCerrada<TClave,TValor>::1ibera() {

}s
> Copia

template <class TClave, class TValor>
void TTablaCerrada<TClave,TValor>::copia(
const TTablaCerrada<TClave,TValor>& tabla) {
for ( int i = 0; i < TongMax; i++ ) {
_espacio[i]. posicion = tabla. espacio[i]. posicion;
if ( _espacio[i]. posicion == ocupada ) {
_espacio[i]. clave = tabla. espacio[i].clave();
_espacio[i]. valor = tabla. espacio[i].valor();
}
}
}s
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6.3.3 Eficiencia

>

Los resultados sobre eficiencia vienen expresados en términos de la tasa de

ocupacién a = /N, donde 7 es el numero de parejas en las tablas abiertas y el
numero de posiciones usadas en las tablas cerradas.

En el caso peor, una busqueda o inserciéon puede requerir tiempo O(z). Las
evaluaciones experimentales, sin embargo, muestran para las tablas dispersas
un rendimiento superior al de los arboles de busqueda equilibrados.

Los analisis probabilisticos permiten estimar la complejidad en promedio espe-
rada para los distintos modelos de tabla dispersa, suponiendo que la funcién

de localizacion es wniforme; es decir, para cada 7 € [0..N-7/, la probabilidad de
que una clave aleatoria ¢ cumpla 4(¢) = 7 debe ser 7/N.

Se estiman dos valores diferentes

— C, el nimero promedio de accesos a posiciones de una tabla de tamafo 7
para localizar una clave presente en la tabla.

— (', el nimero promedio de accesos a posiciones de una tabla de tamano 7
para insertar con una nueva clave no presente en la tabla.

Se cumple entonces:

(a) Para tablas abiertas
C.,1+ a/2 C.~a

(b) Para tablas cerradas con relocalizacién lineal

l(uLj L FP—
GO T g ool T ey

(c) Para tablas cerradas con relocalizacién cuadratica o doble:

C, ~ —(lj In(l—a) C, L

o 11—«

Q

Suponiendo a = 08, las férmulas aproximadas anteriores quedan:
(a C,~14 C,~08

(b) C,=3 C,~13

(cp C,~=20118 C,~5
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Para una tasa de ocupacion fijada, las tablas abiertas son mas eficientes que las
cerradas. Como contrapartida, las tablas abiertas consumen mas memoria.

En ambos tipos de tablas la eficiencia puede degradarse si la tasa de ocupacion
aumenta en exceso. Algunas posibilidades para prevenir esta circunstancia son:

— En las tablas cerradas, se puede incluir una operacién que “limpie” la tabla,
vaciando las posiciones borradas y reestructurando las ocupadas, de forma
que todas las informaciones con claves sinonimas queden en posiciones
consecutivas de su serie de pruebas, a partir de la posicién primaria que co-
rresponda.

— En ambos tipos de tablas, se puede incluir una operacién que duplique el
tamafio del vector. Para ello, es necesario cambiar la funcion de localiza-
cion / a otra con rango doble del anterior, y reorganizar el vector represen-
tante de la tabla.

Ambas operaciones son costosas, pero debido a la disminucién que producen
en la tasa de ocupacion, son operaciones beneficiosas desde el punto de vista
de un analisis amortizado del tiempo requerido por una serie de operaciones
de acceso a la misma tabla.

Para poder aplicar estas técnicas es conveniente que las tablas almacenen ex-
plicitamente su tamafio 7 para que asi resulte sencillo detectar cuando la tasa
de ocupacion sobrepasa el limite prefijado.



