





Problema 3

Sea la funcion f: R? — R, tal que
2

z2—y?| R 1
N=d Wemr si@y) # (0,0),
f&y) { 0 si (z,y) = (0,0).

a) (3 puntos) Estudiar el cardcter abierto, cerrado, compacto y conexo de f~1({0}).
b) (1 punto) Estudiar la continuidad de f en R?.
¢) (3 puntos) Calcular %5(0,0) y %5(0, 0).

d) (3 puntos) Estudiar la diferenciabilidad de f en (0, 0).

a) Es obvio que A = f~1({0}) = {(z,y) 1 y = O} H(z,v) : y = +z}. Geométricamente el conjunto A estd formado por
los puntos del eje de las ordenadas y por los puntos de las bisectrices de los cuadrantes. Luego, esta claro que A no es abierto,

es cerrado, no es compacto y es conexo.

b) Es obvio que f es continua en R? — {0}. La continuidad de f en (0,0) equivale a que flz,y) tiende a f(0,0) =0
cuando (z,y) tiende a (0, 0). Pasando a coordenadas polares (z = rcosg, y = rsen ) vy sabiendo que el limite del producto

de una infinitésima por una cantidad acotada es una infinitésima, se tiene

|2 — 47|

(m.yl)l—rn}o,m 21y limesen |eas2p( =0 = f(0,0),

de modo que hay también continuidad en (0,0).
Por lo tanto, f(z,y) es continua en R%.

¢) Por definicion

F(0+h,0) — f(0,0) _ 0:-v1-0 _
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%-5(0,0) = lim £(0,0+h) - £(0,0) = lim i__() 1.

h—0 h h—0 h

d) La diferenciabilidad de f en (0,0) equivale a que

of 3] ; ‘ p
F(O+ h1,0+ ho) — £(0,0) = -a%(O,U)-h-l + 5‘5(0,0) - hg + ay/h? + h3 = ho + ay/ h? + h3,

donde « tiende a cero cuando (hy, hy) tiende a cero. El célculo directo da

2 2
F(0+ hay0 4+ ha) — £(0,0) = hapy | L1 =12,
hi + h3

1
o= — (*hg + ho

vV h3+ h3
Pasando a coordenadas polares (hy = rcosgp, he = rsenp), se tiene

lim o= 11’1’1‘1](7 cos @ + sen /| cos 2¢|) = — cos @ + sen y/| cos 2¢| # 0.

(h1,h2)—(0,0) L

de modo que

1)
h?+h3 /)

Luego, la funcién f no es diferenciable en (0,0).



