Tema 1

Sistemas de ecuaciones lineales.
Espacio vectorial R"

Multitud de problemas de la vida real se rigen por proporciones constantes entre las
magnitudes implicadas: procesos fisicos, reacciones quimicas, costes de materias primas y
sus relaciones para formar otros productos, distribuciones que se mueven en circuitos como
simulaciones de trafico, canalizaciones de agua, etc...

Todas estas situaciones admiten de forma natural una descripcién matemaética a través
de sistemas de ecuaciones lineales, concepto con el que comenzamos el temario de algebra y
que constituye uno de sus problemas centrales.

Ma3s atin, la resoluciéon de muchos problemas conlleva el manejo de gigantescos sistemas de
ecuaciones lineales, por lo que nos plantearemos métodos eficientes para su analisis, pasando
por la formulacién matricial, y por las herramientas adecuadas para tratarlos: los espacios
vectoriales.

De hecho, al final del curso se estard en disposicion de comprender céomo incluso para
fenémenos de modelizacion no lineal, el estudio aproximado del problema en torno a puntos
de equilibrio puede ser satisfactorio, lo que tiene su traduccién (linealizacién) en “la vuelta”
a ciertos sistemas lineales (de tipo diferencial), continuacién natural de los que empezamos
estudiando aqui.

Esos problemas son bésicos para cualquier ingenieria, en contextos tan distintos como la
mecénica, o la estabilidad de poblaciones que conviven en equilibrio en un ecosistema.

1.1. Sistemas de ecuaciones lineales. Transformaciones ele-
mentales

Definicion 1. Un sistema de ecuaciones lineales, en concreto de m ecuaciones con n incogni-
tas, es un conjunto de m igualdades que se pueden escribir en la forma:

a11x1  + apre + o 4+ awr, = b
ag1x1 + agre + -+ 4+ agry, = b

(1.1)
am1x1 + amar2 + 0+ QmpTn, = bm
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Los ntimeros a;; € R para ¢ = 1,2,---,m; j = 1,2,---, n reciben el nombre de
coeficientes y los b; € R para i = 1,2, ---, m, términos independientes'. Por tltimo,
1, Ta, -- -, Tn son las incognitas del sistema.

En el caso particular de que by = by = --- = b, = 0 el sistema se denomina homogéneo,

y aparecerd mas adelante en el estudio de espacios vectoriales.

Definicién 2. Diremos que un conjunto de n nimeros ordenados (o, ag, .-+ , ) es una
solucion del sistema (1.1) si satisfacen todas las ecuaciones del sistema.

Ejemplo 3. Consideremos el siguiente sistema

r1 +xo +3x3 —x4 = 1
T1 —To 23 = =2
3r1 —x9 —x3 —I4 = 3
5r1 —xo “+4xr3 —2x4 = 2

Para encontrar una solucion del sistema si la hubiere, deberiamos intentar simplificar las
ecuaciones. Pero de hecho, de existir solucidon, dichas igualdades han de satisfacerse. Podemos
ast combinarlas entre si para intentar simplificar coeficientes. Las combinaciones del tipo
“multiplicar por escalar” y/o “sumar ecuaciones”, aparte de intercambiarlas (obviamente),
son “operaciones de ida y vuelta” (podriamos pasar de un sistema a otro y volver), lo que
genera la siguiente

Definicion 4. Diremos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las mis-
mas soluciones.

Obsérvese (como comprobaremos a continuacién) que dos sistemas equivalentes no han de
tener necesariamente el mismo nimero de ecuaciones. Seguimos con el sistema del Ejemplo
3 sobre el que ilustraremos de hecho el algoritmo que describiremos en la préxima seccion.

Los siguientes sistemas son equivalentes:

r1 +z0 +3r3 —T4 = 1 T1 4T H+3r3 —14 = 1
r1 —xo +2x3 = =2 —2x9 -3 +ry, = -3
3r1 —x9 —T3 —T4 = 3 —4xo —10x3 +2z4 = 6
S5r1 —x9 “44xs —2x4 = 2 —6zy —1lzs 4324 = -3

En el segundo sistema hemos eliminado una variable, la primera (por una simple cuestién
de orden) sumando convenientes multiplos de la primera ecuacién a las demés. En realidad,
imaginando sistemas enormes, parece mas practico esto que despejar una variable en funcion
de las otras y sustituir a continuacién.

Si deseamos continuar actuando igual, para simplificar mas en sucesivos sistemas equiva-
lentes, debemos operar igual (pero 0jo, no a partir de la primera ecuacién, sino de la segunda,
para no reintroducir la incégnita x;):

_ - 1
T A@y 43w T4 r1 +x0 +3r3 —14 = 1
—2x9 —x3 +x4 = -3 9 .
—2x9 —x3 +x4 = -3
5 - 0 —8 = 6
—8u3 = 6 3

"Habr4 ocasiones en que debamos usar el cuerpo de los niimeros complejos. Si los ai; € C, (1.1) puede trans-
formarse separando partes real e imaginaria en un sistema de coeficientes, incégnitas y términos independientes
reales con doble nimero de ecuaciones y de incégnitas que el sistema inicial.
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Como advertiamos antes, todos estos sistemas son equivalentes entre si, sin embargo el
ultimo consta sélo de tres ecuaciones (pues la cuarta era redundante).

Apoyados en el ejemplo, es conveniente hacer un par de observaciones respecto a la no-
tacion:

Por claridad y para evitar equivocos, es aconsejable escribir siempre las incégnitas en el
mismo orden y ordenadas en columnas, es decir, dejar un hueco(s) si no aparece(n).

Realmente las transformaciones hechas, si somos ordenados en el sentido anterior, sélo
requieren los coeficientes, y no las propias variables o incégnitas x1, zs ... lo que nos lleva a
introducir la notacion matricial para sistemas generales de ecuaciones lineales del siguiente
modo:

Definicién 5. La matriz del sistema dado (0o matriz ampliada) es el conjunto forma-
do por los m x (n + 1) numeros que se obtiene al escribir los coeficientes y los términos
independientes, ordenadamente por filas y columnas, en la forma:

air a2 - aip | b
a1 az -+ Gz, | b2
Aml Am2 *°° Qmn bm

La matriz que resulta de eliminar la dltima columna de los términos independientes se
llama matriz de los coeficientes del sistema. (En general, se suele denotar A y (A|b) a la
matriz de coeficientes y la matriz ampliada respectivamente.)

Es facil comprobar que las siguientes transformaciones (nombradas ya antes, pero intro-
ducidas ahora notacionalmente) que denominaremos elementales, efectuadas sobre la matriz
de un sistema nos conducen a otro sistema equivalente:

1. F;j : Intercambiar el orden de las filas i, j (equivale a cambiar el orden de dichas
ecuaciones).

2. Fj(«) : Multiplicar la fila ¢ por el escalar a # 0 (equivalente a multiplicar la ecuacién
i-ésima por el escalar o no nulo).

3. Fjj(a) : Sumar a la fila i la fila j multiplicada por el escalar o (equivalente a sumar a
la ecuacién i-ésima un miltiplo de la ecuacién j-ésima).

Aunque sélo sea para identificar, repasar y corregir las transformaciones realizadas, es
aconsejable seguir éstas (o cualquier otro conjunto de) reglas notacionales.

A pesar de que se sale de los objetivos de este curso, nétamos que estas indicaciones son
utiles para obtener factorizaciones matriciales del sistema, y por ello una notacién frencuente
en la literatura. Sin embargo, y por simplicidad, nosotros usaremos solamente F; para denotar
la ecuacion i—ésima.

1.2. Método de eliminacion de Gauss

Basados en el ejemplo anterior, describimos ahora los pasos tedricos que conforman el
citado método. Es una forma directa para llegar en un nimero finito de pasos a un sistema
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equivalente pero mas simple, tal que en las ecuaciones vayan apareciendo menos variables,
tal y como se describe a continuacién:

Definicién 6. Un sistema de ecuaciones lineales se denomina escalonado (o reducido) si
la matriz del sistema verifica que:

1. Todos los elementos por debajo de los a;; parai =1, 2, --- ,n son nulos.

2. El primer elemento no nulo de cada fila, llamado pivote, estd a la derecha del primer
elemento diferente de cero (pivote) de la fila anterior.

3. Cualquier fila formada unicamente por ceros estd bajo todas las filas con elementos
diferentes de cero.

En tal caso, la matriz se dice matriz reducida.

El método de eliminacién de Gauss consiste utilizar transformaciones elementales
sobre la matriz del sistema para generar otro equivalente que sea escalonado. Los sucesivos
pasos de este proceso (no todos necesarios en la practica, como ya hemos visto) son:

1. Localizamos en la primera columna no nula, de la matriz del sistema, el primer elemento
no nulo a.

2. Intercambiamos la primera fila con la fila en la que se encuentra a.

3. Multiplicamos la primera fila por a~'.

4. Sumando multiplos adecuados de la primera fila a las demds, anulamos todos los ele-
mentos de la primera columna no nula menos el primero.

5. Repetimos el proceso, con la matriz que resulta de eliminar la primera fila y la primera
columna, hasta conseguir un sistema escalonado.

En algunos casos podemos ahorrarnos céalculos no siguiendo a rajatabla los pasos del
proceso explicado. Por ejemplo, si, para alguna fila, en la primera columna no nula hay un
uno conviene, en el primer paso, tomar a como dicho elemento, pues asi nos ahorraremos el
paso tercero. Esto nos permite afirmar que dado un sistema, el sistema, escalonado obtenido
a partir de él no es Unico, aunque si hay ciertas caracteristicas que son comunes a todos ellos,
a saber:

- El ntimero de filas no nulas (nimero de ecuaciones “independientes” que tiene el sistema;
coincide con el numero de pivotes).

- El pivote de cada fila estd situado siempre en la misma columna.

Resolucién del sistema escalonado. Clasificacién de un sistema de ecuaciones
lineales

A la hora de tratar el sistema reducido, es facil analizar la siguiente casuistica con respecto
a los sistemas de ecuaciones lineales:

Puede que haya o no solucién. Atendiendo a ello, los sistemas lineales se clasifican en
compatibles (S.C.) e incompatibles (S.I.) respectivamente. Otra divisién, en el caso de
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1.2. METODO DE ELIMINACION DE GAUSS

que exista solucion, y que se presenta en la practica, es que haya una tnica solucién o més de
una (en cuyo caso habra infinitas soluciones), lo que denotaremos por sistema compatible
determinado (S.C.D.) o sistema compatible indeterminado (S.C.I.) respectivamente.

Notemos que los sistemas homogéneos tienen siempre, al menos, la solucién (0,0, ...,0)
que recibe el nombre de solucion trivial, por ello siempre son compatibles.

Volvamos una vez més sobre el ejemplo de partida (sobre el sistema escalonado, también
se llama sistema en cascada):

r1 4z +3x3 —x4 = 1
—2x9 —x3 +xy4 = -3
—8.%3 = 6

Resulta natural comenzar resolviendo primero la tercera ecuacion:

3
T3 = ——.

4

Comprobamos que la ecuacién segunda queda indeterminada salvo que elijamos darle un
valor arbitrario a una de las variables, lo que si determina la otra:

15 «
Tyg=a = —2rx9=-34+2x3—4 = x2=§+§,
y ahora si conseguimos también despejar sin problema la incégnita x; :
=1 3T3 + x4 = U + 2
Tr1 = xT9 €T3 T4 = 3 5 .

Hemos resuelto el problema por sustitucién regresiva.

Damos algunas explicaciones tedricas sobre el proceso realizado antes para su descripcién
y uso general:

De forma natural separamos las incégnitas de nuestro sistema x1, 2, . . . , T en dos grupos,
aquéllas que corresponden a columnas con pivotes (recuérdese punto 2 de la Definicién 6), que
llamaremos incégnitas basicas y las restantes, correspondientes a las columnas sin pivotes,
que llamaremos incégnitas libres. Al nimero de incégnitas libres se le denomina niimero de
grados de libertad del sistema (z4 era la incognita libre y grado de libertad en el sistema
anterior).

En el sistema escalonado puede ocurrir entonces lo siguiente:

1. Aparece una fila al menos, en la matriz del sistema, que tiene todos los elementos nulos
salvo el 1ltimo (es decir hay alguna ecuacién de la forma 0 = b con b # 0 ). En dicho
caso el sistema escalonado, y por tanto el inicial (1.1), son incompatibles.

2. En caso contrario el sistema (1.1) es compatible.

a) Si el nimero de pivotes coincide con el de incégnitas, es decir, no hay incégnitas
libres, el sistema tiene solucién tnica (sistema compatible determinado), y ésta se
obtiene por sustitucién regresiva empezando por la iltima ecuacién hasta llegar a
la primera.
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b) Si el nimero de pivotes es menor que el de incégnitas, es decir, hay incégnitas
libres, el sistema tiene infinitas soluciones (sistema compatible indeterminado).
En este caso las soluciones se obtienen dando valores arbitrarios a las incognitas
libres y poniendo las incégnitas basicas, por sustitucion regresiva, en funcién de
dichos valores arbitrarios.

Nota: Aunque la profundizacién sobre el lenguaje matricial corresponde a un tema posterior,
podemos, a partir de las observaciones anteriores y previa definicion del rango de una matriz,
enunciar y comprender el Teorema de Rouché-Frobenius.

En esencia el Método de Gauss se queda con las ecuaciones indispensables para obtener
un sistema equivalente quitando las restantes, que son “combinaciones” (lineales, aunque no
definamos con propiedad el término hasta la préxima seccién) de las anteriores. Asi, el rango
(rg) de una matriz es el numero de filas con pivotes tras aplicar el Método de Eliminacién
de Gauss.

Teorema 7 (Rouché-Frobenius). El sistema lineal de ecuaciones Ax = b admite solu-
cion si y solo si los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada coinciden:
rg(4) —rg(AJb).

En tal caso, sirg(A) =n, el nimero de incdgnitas, el sistema es compatible determinado;
de lo contrario, sirg(A) < n, el sistema es compatible indeterminado y tiene n—rg(A) grados
de libertad.

El resultado anterior simplemente compara el rango de las matrices A y (A|b), que son
iguales a los rangos de las matrices transformadas por el Método de Gauss. Las tesis del
teorema es otra forma de escribir lo citado en los parrafos previos respecto a la resolucion el
sistema.

Nota: Es frecuente que al aplicar modelos conocidos a fenémenos reales algunos de los térmi-
nos que intervienen en esas leyes sean indeterminados. Cuando se trata de sistemas de ecua-
ciones en los cuales ciertos coeficientes o términos independientes no tienen un valor fijo
predeterminado, sino que son pardmetros, es sensato que se nos pida estudiar el sistema para
todos los valores posibles de dichos parametros (discutir el sistema).

La forma maés eficiente de tratar el problema (aun cuando se sepa calcular el rango via
determinantes) es recurrir a la técnica de eliminacién gaussiana hasta simplificar lo méximo
posible el sistema y retrasar el analisis a las filas donde inevitablemente los pivotes incluyen
ya parametros, segun sus distintos valores.

1.3. Espacio vectorial. Propiedades

En cualquier sistema logico matematico es importante tener bien establecidas ciertas
reglas (de operacién) sobre un conjunto con las que poder “jugar” (operar) sin salirnos del
propio conjunto.

Los espacios vectoriales son una muestra de ello, y en el caso de dimensién finita, que
sera lo que trataremos en este curso, lo podremos ver simplemente como el conjunto de solu-
ciones de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales (a esta conclusién llegaremos propia-
mente al final del tema). Teniendo esto en mente, igual que antes manipulamos ecuaciones (el
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conjunto ordenado de los coeficientes de cada una de ellas, méds exactamente) sumando unas
con multiplos de otras, no resultard extranio las operaciones que se definen a continuacién,

ya sea entre los elementos del espacio vectorial propiamente, o bien el producto por escalares?.

Recordemos que un sistema de ecuaciones lineal y homogéneo siempre es compatible. En
el caso de que haya infinitas soluciones, es obvio que deberiamos intentar manipular dicho
conjunto de un modo més efectivo, por ejemplo, si se nos permite la expresién, en base a los
grados de libertad.

Profundizar en su estructura, saber manejar espacios vectoriales dentro de un espacio
mayor a través de sus sistemas de ecuaciones, relaciones entre ellos (sumas e intersecciones),
o dar conjuntos béasicos de elementos que, de algin modo, permitan obtener todas las solu-
ciones (los elementos de ese espacio) es el objetivo de esta segunda parte del tema.

Finalmente, notamos que es recomendable por parte del estudiante para su comprension,
la visualizacién en R3, el espacio fisico usual, de los espacios vectoriales propios: rectas y
planos que pasan por el origen (estamos con sistemas homogéneos, y no con espacios afines).
Asi, aunque ambos tengan infinitos puntos, intuimos que basta dar “un elemento director”
para definir una recta cualquiera, y un par de ellos para dar un plano. Pasamos ya a analizar
con rigor los elementos que completan el tema.

Definicion 8. Sea V' un conjunto dotado de una operacion interna “+7 : V XV — V| que
llamaremos suma, y sea K un cuerpo conmutativo que define sobre V una operacion externa
“.7: KxV —V, que llamaremos producto por escalares.

Diremos que (V,+,-,K) es un espacio vectorial (e.v.) sobre K, respecto de las opera-
ctones suma y producto por escalares si se verifican las siguientes condiciones:

1. (V, +) es un grupo conmutativo (es decir, satisface las propiedades conmutativa, aso-
ciativa, existencia de elemento neutro, y simétrico de cualquier elemento dado).

2. El producto por escalares cumple:

211-d = d Vaev,
22a-(f-d) = (aff)-a Va, f €K, Vd eV,

(8-d
28a-(@+b) = (a-@) + (a-b) VaeK Va beV,
24 (o« + pB)-d = (a-a) + (B-a) Va, 8 €K, Va eV.

Los elementos de V' se denominan vectores.

Aunque la suma de vectores y la de escalares son operaciones distintas, por comodidad
se representan por el mismo signo. Igualmente omitimos el (.) del producto interno en K.
Cuando K = R, el espacio vectorial se dice real, y cuando K = C, el espacio vectorial se
llama complejo.

Se pueden obtener ficilmente las siguientes propiedades:

1. VaeV:0-a = 0.

2En general, denotaremos por K el cuerpo escalar con que trabajemos; normalmente seré el de los ntimeros
reales, R, aunque ocasionalmente puede ser conveniente recurrir al de los nimeros complejos, C.
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2. YVaeK:a-0 = 0.
3. YaeV, VaeK: —(a-d) = (—a)-d = a-(—a).

Es usual trabajar dentro de un espacio ambiente y manipular un conjunto “més pequeno”, y
que también querrfamos que fuese “cerrado” (autocontenido) para las operaciones anteriores:
es lo que se entiende por un subespacio (vectorial).

Definicién 9 (Subespacio vectorial). Sea (V,+,-,K) un espacio vectorial y F una parte
no vacia de V', se dice que F es subespacio vectorial (s.e.v.) de V, si las restricciones a
F de las dos operaciones de V, dotan a F de una estructura de espacio vectorial, es decir si:

1. (F,+) es subgrupo de (V,+) [esto es: dados (@,b € F = d—b e F)]
2. aekK, daeF=a-dackF
Observaciones:

» Una forma sencilla de caracterizar subespacios vectoriales es la siguiente: Sea (V, +, -, K)
un espacio vectorial y sea F' una parte no vacia de V. Entonces F' es subespacio vectorial
de V siy sélo si:

Va,B €K, Vi,be F=a-d+3-beF

» El vector nulo 0 pertenece a todos los subespacios de un espacio V.

= En cualquier espacio vectorial V' hay trivialmente dos subespacios vectoriales: el conjun-
to formado exclusivamente por el vector nulo, {6}, que se llamaréd subespacio nulo,
y el mismo espacio V. Los demés subespacios de V, distintos de V' y {6}, se llaman
subespacios propios.

Ejemplo 10. Consideramos el espacio vectorial R® y el sistema homogéneo de ecuaciones
lineales

x +y =0,
zr —y —z =0.

Es inmediato comprobar que se trata de un sistema compatible indeterminado, con infinitas
soluciones: H = {(a, —,2a) , a € R}. Podemos comprobar que las ternas de H forman un
subespacio vectorial de R3, esto es, la suma de dos soluciones cualesquiera (o, —a1,2ar),
(2, —a2,2ai2) genera otro elemento de H, (a3, —as, 2a), siendo ag = o + e, y lo mismo si
multiplicamos una solucion (o, —a, 2c0) por un escalar k : (ka, —ka, 2kar) (0jo, esto es porque
los términos independientes del sistema son todos nulos).

De hecho, lo mismo ocurre con el conjunto de n—uplas soluciones de cualquier sistema
homogéneo de ecuaciones lineales planteado en R™. [Al final del tema veremos el reciproco:
todos los espacios vectoriales “de dimension finita” se escriben como soluciones de un sistema
lineal homogéneo.]
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Interseccion y suma de subespacios

Resulta natural (y util en el futuro) operar entre subespacios vectoriales. Definimos las
dos que dan titulo a este paragrafo, aunque su interpretacion es obvia, y veremos cémo se
plasma ello en un ejemplo concreto.

Definicién 11 (Interseccién de subespacios vectoriales). Sea (V,+,:, K) un espacio
vectorial. Se define la interseccién (N) de dos subespacios vectoriales Uy W de V, como el
subconjunto de V que verifica:

aecUnNW << [a@aeU y a e Wj
Teorema 12. La interseccion de un numero cualquiera de subespacios vectoriales de un
espacio vectorial V es, a su vez, un subespacio vectorial de V.

El resultado anterior es obvio: si dos elementos @ y b pertenecen a la interseccién de los
subespacios vectoriales, es decir, estan en todos ellos, entonces, dados dos escalares a y (3,
el elemento ad + ﬁg también estd en todos los subespacios vectoriales, y por tanto en la
interseccién, con lo que por la caracterizacién dada en una observacién previa termina la
prueba.

Ejemplo 13. Supongamos dos subespacios vectoriales, los generados en R* por los siguientes
sistemas de ecuaciones lineales homogéneos:

H r1 —IT2 —I3 :0, U 1 —235'2 —XI3 :O,
xr9 —x3 4x4 =0, r1 —3%9 —x4 =0.

Si queremos considerar los elementos de R* que pertenecen tanto a H como a U, siendo
estos subespacios dados por sendos sistemas, simplemente debemos escribir juntas todas las
ecuaciones:

ry —mg —I3 =0,

— =0

HNAU T2 T3 +x4 ;
1 —21’2 —XI3 = 0,

T1 —31‘2 —X4 = 0.

Es recomendable reducir a un sistema equivalente para eliminar las posibles ecuaciones “fal-
sas” (redundantes) que aparezcan tras unir las de los dos sistemas previos (es decir, las que
sean combinacion lineal de las demds). Recordemos que la forma reducida de la matriz de
coeficientes se obtenia por el Método de Gauss. Cuando se trata de sistemas homogéneos, es
vano (y por tanto no lo haremos) arrastrar en la notacion la columna de ceros que forman
los términos independientes. Una posible forma reducida es la siguiente:

1 -1 -1 0 = 1 -1 -1 0
0o -1 1 -1 0o -1 1 -1
1 -2 -1 0 - 0 -1 0 0
1 -3 0 -1 F,—F 0o -2 1 -1
1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
= 0 -1 0 0 = 0 -1 0 0
J =y 0o -1 1 -1 F;— Fy 0o 0 1 -1
0o -2 1 -1 Fy—2F, 0 0 1 -1
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Asi pues, un sistema que define HNU es

T —x2 —I3 =0,
—XI2 = O,
x3 —x4 =0.

Dejando la variable x4 como grado de libertad:
UNH={(a,0,,ct) , « € R} ={a(1,0,1,1) , « € R},
que también denotaremos por U N H = ((1,0,1,1)).

Seria natural preguntarse: dado que la interseccion de subespacios vectoriales es s.e.v.,
Jlo serd también la union? Un instante de reflexién nos lleva a matizar la pregunta, pues,
por ejemplo, dos rectas que se cortan pero no son coincidentes, deberian generar... el propio
plano que las contiene, y eso no se consigue tomando simplemente la unién. En general, la
unién de subespacios de un espacio vectorial V' no es un subespacio de V. Debemos afinar
mas:

Definicién 14 (Suma de subespacios). Sea (V,+,,K) y sean Uy y Us dos subespacios
de V. Se llama suma de Uy y Us al conjunto:

Ul + Uy = {uy +1us | Uy € Uy, uz € U}
El siguiente resultado es inmediato por la propia definicién de s.e.v.:

Teorema 15. El conjunto Ui + Us es un subespacio de V; es mds, se trata del menor de
todos los subespacios que contienen a Uy y Us.

Ejemplo 16. Ya vimos en el ejemplo anterior una forma simple de dar un subespacio vec-
torial en R* : Uy = ((1,0,1,1)) = {a(1,0,1,1) , a € R}. Si tenemos otro s.e.v. Uy =
((1,2,1,-1)) = {p(1,2,1,—-1) , B € R}, es claro, siguiendo la definicion constructiva ante-
70T, qUE

Ui+ U;={a(1,0,1,1)+ 5(1,2,1,-1) , o, B € R},

que también denotaremos por ((1,0,1,1),(1,2,1,—1)).

Si nos dan uno o dos s.e.v. con ecuaciones, no podemos unir las ecuaciones para generar
el espacio suma (eso seria el espacio interseccion). Habria que obtener vectores que generen
ambos s.e.v. como se ha visto antes. Mas adelante tratamos dicha cuestion.

Otra relacion entre subespacios vectoriales que debemos resaltar es cudando podemos “di-
vidir” un s.e.v. dado como suma de dos, pero de forma éptima, es decir, sin repetir elementos
en ambos conjuntos (salvo el cero, claro, que siempre pertenece a cualquier subespacio). Esto
es importante a la hora de generar aproximaciones desde un s.e.v. dado, y lo desarrollaremos
més adelante, cuando tratemos los espacios euclideos (Tema 2).

Definicién 17 (Suma directa). Sean U; y Us subespacios de un espacio vectorial
(V,+,-,K) y sea L CV, decimos que L es suma directa de Uy y Us, lo que se denotamos
L =U; ® U,, si se verifica que L = Uy + Uy y Uy N Uy = {0}.

Si L =1V, a los subespacios Uy y Uy se les denominan subespacios suplementarios.
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1.4. SUBESPACIOS VECTORIALES. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Ejemplo 18. En el Ejemplo 13 teniamos un s.e.v. de R,

— — =0
H T Z2 T3 )
xe —wg +z4 =0,
y un subespacio contenido en él:
1 —Xo —X3 =0,
HnNnU —X2 =0,
r3 —Ty4 = 0,

que podiamos dar explicitamente como el conjunto
UNH={(a,0,,ct) , « € R} ={a(1,0,1,1) , « € R} =((1,0,1,1)).

Ast, si queremos descomponer H como suma directa de U N H y otro subespacio, basta con
describir H no a través de sus ecuaciones, sino de sus soluciones.
Podemos resolver el sistema que define H dejando x5 y x4 como grados de libertad.

r1T —T92 =X
H 3
o = I3 —XT4.

Asi pues todas las soluciones son de la forma (2a — 3,0 — B, a, 3), con a, B € R. Esto es,
cualquier elemento de la forma «(2,1,1,0) + 3(—1,-1,0,1).

Dado que U N H wviene determinado con un grado de libertad, todos los vectores propor-
cionales a (1,0,1,1) (no hay que extranarse porque ese vector no corresponda con (2,1,1,0)
ni con (—1,—1,0,1), obsérvese que es la suma de ambos), resulta natural intentar “comple-
tar” dicho vector con, al menos, algin otro que permita obtener todos los o y B posibles de
las soluciones de H.

En la siguiente seccion presentamos con rigor las propiedades que permiten completar lo
iniciado aqui. Por ahora, baste decir que, por ejemplo, una eleccion del tipo (x,x,1,0) permite
buscar solucion en H que seguro no es proporcional a (1,0,1,1), y construir junto con el
vector (1,0,1,1) todos los posibles (x,%,a,3) de H. En este caso pues H = ((2,1,1,0)) &
((1,0,1,1)), ya que claramente ambos subespacios vectoriales generan H y sdlo tienen en
comun el elemento nulo.

1.4. Subespacios vectoriales. Dependencia e independencia lin-
eal

Hemos acabado la seccién previa con un ejemplo en el que vemos que conjuntos con
infinitos elementos pueden ser representados como expresiones simples de algunos elementos,
a saber, sumas de ciertos vectores multiplicados por escalares.

Surge por tanto de forma natural la necesidad de dar con rigor una definiciéon de combi-
nacion de vectores, de establecer el nimero minimo de elementos necesarios para construir
un espacio vectorial usando ese concepto, y de distinguir cudndo en una lista dada de ele-
mentos algunos resultan redundantes para construir un espacio (igual que sobraban algunas
ecuaciones en los sistemas para poder describirlos de modo equivalente).

Ingenieria Técnica 11 Fundamentos Mateméticos
Forestal Curso 2004/05



TEMA 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. ESPACIO VECTORIAL RN

Discutiremos pues aqui los conceptos de combinacién lineal, rango de un conjunto
de vectores, sistema generador y base. Uno puede imaginar que dispone de “ladrillos”
para construir “muros”. Mas que mirar un “muro” observamos los ladrillos utilizados, como
elementos bésicos de la construccién: jcudntos tipos distintos hemos usado? Asimismo, si
tenemos, digamos, tres tipos de ladrillos distintos, pero los del tipo C pueden construirse a
partir de los del tipo A y B mezclados adecuadamente, es claro que cualquier muro con esos
tres tipos de elementos se puede construir usando exclusivamente de los dos primeros tipos, es
lo que entendemos de forma natural por elementos bésicos, y lo que diferenciara sencillamente
un sistema generador (arbitrariamente grande) de una base (lo minimo indispensable).

Todo se reducird a calcular las soluciones de sistemas lineales homogéneos y /o a obtener la
forma reducida de una matriz por el Método de Eliminacién de Gauss, herramientas tratadas
con anterioridad.

Definicién 19 (Combinacidn lineal). Sea (V,+,-,K) un espacio vectorial. Se llama com-
binacién lineal (c.l.) de los vectores ¥, Ua,..., U, €V a todo vector & de V de la forma:

T = MUL + XUy + ... + )\p ’[)},, con A, Ao, ... )\p e K.

Definicién 20 (Subespacio vectorial generado por un conjunto de vectores). Con-
sideremos (V,+,-,K) un espacio vectorial y sea H = {¥h,¥,...,0,} C V.

Al subconjunto U = { MU + Aol + ... + MU | A1, Ae,..., Ay € K} se le denomina
variedad lineal generada por el conjunto H. Se suele denotar por L(H) o (H) (esta
ultima notacion ya se uso al final del Ejemplo 13).

Es inmediato que U es un subespacio vectorial de V. Recibe el nombre de subespacio
vectorial generado (o engendrado) por {#, U2, ..., Up}, y vemos que U = (1) + - - - + (Tp)..

Se verifican las siguientes propiedades (las tres ultimas son meras relaciones conjuntistas,
inmediatas de comprobar):

1. L(L(H)) = L(H) (un s.e.v. es cerrado para las combinaciones lineales, esto es, no se
obtienen més elementos nuevos.)

2. H C L(H).
3. HC H = L(H) c LH.

4. L(H N H) c L(H) n L(H') C L(H) U L(H") ¢ L(H U H).

Independencia lineal. Sistemas generadores

Los siguientes conceptos hacen referencia a cudndo un conjunto de vectores “esconden”
alguna relacion lineal entre ellos, a lo que haciamos referencia con el simil del ladrillo tipo
C que se podia construir con los de tipo A y B, por lo que no aportaba nada nuevo a la
construccién de “muros”.

Definicién 21 (Dependencia e independencia lineal). Sea H = {1, 02,..., U} un
sistema de vectores de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K.
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1.4. SUBESPACIOS VECTORIALES. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

» Se dice que H es un sistema linealmente dependiente (l.d.) o sistema ligado si
existen algunos escalares A1, A2, ..., Ay, no todos nulos, tal que \1U1 4+ Aatia+... +\pT), =
0.

Esto implica que al menos un vector se puede expresar como c.l. de los otros. Se dice
entonces que ese vector depende linealmente de éstos.

» Se dice que H es un sistema linealmente independiente (l.i.) o sistema libre, si
no son linealmente dependientes, es decir, si la unica combinacion lineal de ellos que
vale 0 es la que tiene todos sus coeficientes nulos:

AMUL + Aol + ...+ )\pl_)}, = 6

A, A2, A €K }é)‘l—)\Q—..._)\p_o_

Propiedades

1. El vector 0 es combinacién lineal de cualquier familia de vectores. Por tanto, Si un
sistema contiene al vector nulo, entonces el sistema es linealmente dependiente.

2. Un sistema de vectores es 1.d. si y sélo si alguno de sus vectores depende linealmente
de los demds. Por tanto, si 4 # 0, entonces el sistema S = {@} es Li. Un sistema de dos
vectores {, U} es l.d. si y s6lo si uno de ellos es proporcional al otro.

3. Siun sistema S de vectores es l.d., entonces también lo es cualquier sistema que resulte
de anadir algiun vector a S.

4. El espacio vectorial generado por un conjunto de vectores l.d. es el mismo que el que
resulta de eliminar de dicho conjunto a un vector que sea combinacion lineal de los
demas.

Por ejemplo, consideremos un sistema formado por tres vectores: {07, U2, U3} que cumple
que U3 = at + PBih. Tenemos que

(U1, U2, U3) = {m¥1 +y2ta + 7303 | 71,72,73 € R}

Por la relacién que satisface ¥3, se tiene que

(U1,02,73) = {m01 + 7tz +y3(ati + B2) | 71,72,73 € R}
= {(m+3a)t + (2+38)0 | 71,72, € R}
= {(51171 + dot ’ 01,09 € R} = <171,172>.

5. Si un sistema S de vectores es l.i., entonces también lo es cualquier sistema que resulte
de prescindir de alguno de los vectores de S.

Definicién 22 (Sistema generador de un espacio o subespacio vectorial). Sea
(V,+,-,K) un espacio vectorial y L C V un subespacio vectorial. Se dice que los vectores

{vh,v2, ..., Up} de L son un sistema generador (s.g.) del subespacio vectorial L si todo
vector de L es combinacion lineal de {U1,7s,...,Tp}.
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TEMA 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. ESPACIO VECTORIAL RN

[Cuando definimos un espacio vectorial H a través de la variedad lineal engendrada por
un conjunto S = {Z,...,Z,}, esto es H = (#1,...,Zy,), entonces S es un s.g. de H.]

Dado que hemos introducido en esta secciéon los conceptos de sistema generador y de
(in)dependencia lineal, resulta natural preguntarse sobre la relacién entre ambos. En la préxi-
ma seccién vemos el caso 6ptimo (serd el concepto de base: un sistema generador formado
por vectores l.i.); por ahora avanzamos un resultado previo relacionado con la cuestién.

Intuitivamente se puede leer como sigue: si un espacio vectorial tiene por sistema generador
un conjunto finito de elementos (digamos n, es decir, cualquier otro vector que escojamos se
expresa como combinacién lineal de estos n elementos), si bien es obvio que hay infinitos
sistemas generadores, el nimero de elementos que lo componen limita la cantidad maxima de
vectores l.i. que podemos tener en dicho subespacio. Expresado con rigor, se tiene el siguiente

Teorema 23 (T. Fundamental de la independencia lineal). Sea (V,+, -, K) un espacio
vectorial generado por un cierto sistema G = {uy,us,...,Up}. Si I = {U1,v2,...,0,} es un
sistema de vectores l.i., entonces se verifica que h < p.

Demostraciéon: podemos suponer sin pérdida de generalidad que el sistema G estd forma-
do por vectores li. (si no, tomarfamos primero un vector, luego dos, etc. hasta tener un
subconjunto de G que fuese li. y s.g.).

Veamos que cualquier sistema I con al menos p+ 1 vectores ha de ser 1.d. Suponemos que
los p primeros vectores son Li. (caso contrario habriamos terminado). Veamos que el tltimo
es combinacién lineal de los anteriores.

Por ser G s.g., existen escalares a;; (1,7 = 1,...,p) tales que 7; = Z?:l ajii;. Por otro
lado, si {Ui}le son L.i., eso significa que cualquier combinacion lineal Zle N =0 obliga a
tomar A\; = 0 para ¢ = 1,...,p. Con las expresiones que tenemos de #; en términos de G, la
igualdad anterior se traduce en que > b_; A; Z§:1 Qi = 0 tiene por unica posible solucién
Ai=0parai=1,...,p.

Como G estd formado por elementos l.i., realmente se llega a que el coeficiente que afecta
a cada ; ha de ser también nulo. Uniendo ambas cosas deducimos que el sistema

o1l ... Qpl Al 0

alp ... Qpp Ap 0

es compatible determinado: tiene tnicamente la soluciéon nula. Eso implica que realmente

la matriz de los coeficientes es invertible, o dicho de otro modo, establece una biyecciéon en
. . . — — s -\ P

RP entre cualesquiera coeficientes que tuvieran los u; y los de v;. Asi, al ser {u;}, ; s.g., el

conjunto {7;}!_; también lo es, con lo que cualquier otro elemento (p.ej. Tp11) es c.l. de los

anteriores, como queriamos probar.

1.5. Base de un espacio vectorial. Coordenadas de un vector.
Cambio de base

Como anticipabamos en ejemplos anteriores, decir que el conjunto de soluciones de un
sistema de ecuaciones lineal, homogéneo y compatible indeterminado forma un espacio vec-
torial con infinitos elementos es “poco satisfactorio”. Dar un sistema generador (“ladrillos”)
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1.5. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL. COORDENADAS DE UN VECTOR.
CAMBIO DE BASE

en funcién de los grados de libertad es una respuesta mas reducida y eficiente. ;Es 6ptima?
Si el sistema generador estd formado por vectores l.i., si, ya que no hace falta afadir ni es
posible eliminar ningiin vector, por lo que merece un nombre especial.

Definicién 24 (Base de un espacio o subespacio vectorial). Sea (V,+, -, K) un espacio
vectorial y L C 'V un subespacio vectorial. Diremos que el sistema H = {iy, Uy, ..., Uy} C L
es una base de L si es sistema generador de L y son linealmente independientes.

En el espacio vectorial K", con K cuerpo, la eleccién més simple de un sistema generador
es la siguiente:

e1 = (1,0,...,0), e, = (0,1,0,...,0), ..., &, =(0,0,...,1).

De hecho, es obvio que forman un sistema l.i., por lo que constituyen una base, que se llama
base candnica de K”.

Ya utilizamos el siguiente resultado implicitamente en la prueba del Teorema 23. Lo
enunciamos ahora con rigor tras la introduccién del concepto de base.

Teorema 25 (Teorema de existencia de la Base). Sea (V,+,-,K) un espacio vectorial
de tipo finito (es decir, generado por un conjunto finito de vectores) y sea L C V, L # {0},
subespacio vectorial. Cualquier sistema generador de L incluye una base. En consecuencia,
todo subespacio vectorial de tipo finito posee alguna base.

Al menos de forma tedrica® la prueba es obvia: comenzamos tomando un elemento del
sistema generador que sea no nulo, y vamos recorriendo los elementos de dicho conjunto,
anadiendo los que sean 1.i. a los ya tomados. En un nimero finito de pasos hemos concluido,
pues tenemos un conjunto L.i. que sigue siendo sistema generador de L (recuérdese la propiedad
4 citada en la pdgina 13).

Ejemplo 26. Recordamos que en los ejemplos 13 y 18 habiamos introducido y manipulado
el s.e.v. de R4,

H { r1 —To2 —T3 :0,
ro —x3 +x4 =0,
La forma de obtener una base a partir de un sistema es clara: reducimos por Gauss el sistema
hasta poder conocer los grados de libertad que tiene, y resolvemos. En este caso eran dos
los grados de libertad (serd la dimension del s.e.v.) teniamos que las soluciones eran de la
forma {a(2,1,1,0) + 8(—1,-1,0,1) | o, B € R}. As?, una base es {(2,1,1,0),(—1,—1,0,1)}.
(Obsérvese que la base corresponde a resolver el sistema para los valores concretos de los
grados de libertad 0 y 1 primero, y 1 y 0 después, que es la forma mds simple de asequrar,
gracias a esos valores, la independencia lineal de esos vectores entre si).

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 23:

Teorema 27 (Teorema de la dimensién). Sea (V,+,-,K) un espacio vectorial de tipo
finito y L CV un subespacio vectorial. Todas las bases de L tienen igual nimero de vectores.
A este nimero se le llama dimension del subespacio L y se representa por dim(L).

3Mis adelante tratamos la resolucién efectiva de este problema: célculo del rango de un sistema de vectores
por el Método de Gauss.
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TEMA 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. ESPACIO VECTORIAL RN

Por cuestiones técnicas, se conviene en decir que el espacio vectorial formado por el vector
{0} tiene dimensién 0.

La dimensién, como hemos visto en el ejemplo precedente, se puede calcular para un
sistema de ecuaciones a través de los grados de libertad del sistema equivalente reducido tras
aplicar el Método de Gauss.

Cuando un s.e.v. venga dado a través de un sistema generador, para quedarnos con el
numero éptimo de elementos (una base, un conjunto méximo de ellos que sean l.i.) necesitare-
mos recurrir de nuevo al Método de Gauss. Méas exactamente:

Definicién 28 (Rango de un conjunto finito de vectores). Se llama rango de un
sistema S con un numero finito de vectores de un cierto espacio vectorial V, y se denota por
rg(S), a la dimension del subespacio que engendra S (asi rg(S) =dim(L(S))).

Dicho de otro modo, el rango de S es el numero mdximo de vectores l.i. que podemos
tomar de dicho sistema.

En consecuencia, la familia S = {u,ds, ..., Uy} es Li. si y s6lo si su rango es igual al
ntumero p de vectores que lo forman. Ademads, en un espacio vectorial de dimensién finita n,
un sistema de vectores es generador si y solo si su rango es n.

({Cémo calcularlo? Dados un conjunto de vectores en cierto espacio R™ (en la iltima
seccién justificaremos porqué siempre trabajaremos en tales espacios), los colocamos uno
debajo de otro y a la matriz resultante le aplicamos el Método de Gauss. El motivo es
obvio: en el fondo es lo mismo que imaginar un sistema de ecuaciones a transformar en otro
equivalente sin las ecuaciones “falsas” (las que ya estdn “contenidas” en las otras, siendo
combinacién lineal de éstas). Cuando llegamos a la forma reducida, como en cada columna
los elementos por debajo del pivote son nulos, ni de ellos se pueden generar los de arriba, ni al
contrario. El nimero de pivotes (las filas no idénticamente nulas) nos da el rango. Vedmoslo
con un ejemplo.

Ejemplo 29. Consideramos el sistema de vectores de R* : H = {4y, ¥, 3, 74} = {(1,—1,—1,0),
(0,-1,1,-1), (1,-2,-1,0),(1,-3,0,—1)}. [Hemos elegido voluntariamente el sistema cuyas
filas constituyen la matriz del Ejemplo 13.] Las transformaciones hasta llegar a la matriz
reducida nos llevan a que

o 1 -1 -1 0 7 1 -1 -1 0
Bo|l_[o -1 1 1] T 0 -1 1 -1 |
| |1 -2 -1 o0 G- | |0 -1 0 0
o 1 -3 0 -1 Ty — 0 0 -2 1 -1
o 1 -1 -1 0 7 1 -1 -1 0
GB-o | _[0o -1 0 0o | Ty — 7 o =1 0 o0
T “lo -1 1 -1 Ty — (T3 — 71) “lo o0 1 -1
Ty — 0 0 -2 1 -1 Ty — 0y — 2T — ) 00 1 -1

tiene las dos dultimas filas iguales y asi una matriz reducida tendrd una fila de ceros, y las
tres primeras filas no idénticamente nulas.

Deducimos por tanto que Ua — (U3 — ¥) = Uy — U1 — 2(U3 — V1), esto es, Uy = Us + U3 y por
consiguiente obtener una reduccion por Gauss con una fila de ceros equivale a tener que el
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sistema H es l.d., Uy es c.l. del sistema formado por {¥, vV, U3} (también concluimos que los
vectores {U1, U3, Ua} son l.i. pues acabaron generando en la matriz reducida las tres primeras
filas, no nulas).

Andlogamente, tener una matriz reducida con pivotes en todos los elementos de la diago-
nal, es decir, de rango mdximo, implica que los vectores formados por las filas* constituyen un
sistema l.i. y asi de rango mdzximo (es decir, los conceptos de rango para matrices y sistemas
de vectores son consistentes entre si).

Los siguientes tres resultados aglutinan muchas consecuencias de los teoremas precedentes.

Teorema 30. Sea (V,+,-,K) un espacio vectorial de tipo finito y L C V un subespacio
vectorial. Sea S = {u;,Us, ..., Uy} un sistema de vectores de L, entonces se verifica que:

1. Si S es un sistema generador de L, entonces dim(L) < p.

2. Si S es un sistema l.i., entonces p < dim(L).

3. Si S es generador de L y dim(L) = p, entonces S es base de L.
4. Si S esli.ydim(L)=p, entonces S es base de L.

Por tanto, la dimensién de un subespacio vectorial L es el nimero méximo de vectores de
L linealmente independientes (anadiendo cualquier otro, ya es combinacién lineal de ellos) y
el nimero minimo de vectores de un sistema generador de L.

Teorema 31 (de Steinitz o de la base incompleta). Sean (V,+, -, K) un espacio vectorial
de dimensionn y S = {¥1, s, ..., Uy} un sistema de vectores l.i. de V, donde p < n. Entonces
existe algin sistema S’ de n — p vectores de V, tal que SU S’ es una base de V. Es mds, los
vectores de S’ se pueden tomar de entre los de una base cualquiera {€y,€s,...,€,} de V.

La demostracién es inmediata: fijada previamente una base cualquiera {€1, €s, ..., é,} de
V, consideramos el sistema ampliado S U {€]}. Pueden ocurrir dos cosas: Si sigue siendo un
sistema L.i., nos quedamos con este nuevo sistema, y pasamos a repetir la operacién anadiendo
€ a dicho conjunto. Si por contra SU{€]} es un sistema l.d., obviamente el responsable es €7,
con lo cual lo desechamos y continuamos con el sistema .S original, y repetimos la operacién
pero anadiendo ahora €5.

A lo sumo, en n — p pasos habremos acabado, pues el sistema final sera 1.i. y formado por
n elementos, luego base también.

El siguiente resultado es 1til a la hora de manipular (suma e interseccién) subespacios
vectoriales.

Teorema 32 (Férmula de Grassmann). Si Uy y Uy son dos subespacios de un espacio
vectorial de dimension finita, se verifica:

dim(Uy) + dim(Uz) = dim(Uy +Usz) + dim(U; NUs)

4La “simetria” que supone en dltima instancia ver en las matrices reducidas sistemas triangulares superiores
o inferiores indica realmente que los vectores formados por las columnas también son L.i.
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Antes de dar la prueba, obsérvese que al ser el espacio ambiente de dimensién finita,
cualquier subespacio suyo también lo es. Podemos, a partir del s.e.v. Uy N Uy, ampliar una
base suya con elementos de bases de U; y de Us hasta rellenar respectivamente Uy y Us. La
forma en que se hace es tomando elementos l.i. (y por tanto generando sumas directas de
subespacios) que permiten ver “el siguiente dibujo”:

UlzL@(UlﬁUQ), UQZW@(UlﬂUQ),

dim(Uy) = dim(L) + dim(Uy N Usg), dim(Usz) = dim(W) + dim(U; N Us).

Basta, para terminar, observar que Uy +Us = L& W @ (U NUsy) (L y W sélo tienen en
comun el {0} ya que no tienen nada de Uy N Us).

Coordenadas de un vector. Unicidad

Lo que hace del concepto de base algo realmente 1til es que, recurriendo a ellas, cualquier
vector queda identificado mediante los coeficientes de la tinica combinacién lineal que lo
expresa en funcién de los vectores de la base (ojo: hay que fijar un orden para esos vectores
y mantenerlo siempre). A estos coeficientes se les llama coordenadas. En un espacio vectorial
de dimensién finita con base prefijada, conocer un vector equivale a conocer sus coordenadas.
Realmente podemos imaginar (“identificar” es el término matemético exacto) un espacio de
dimension finita (el de los polinomios de grado 8, por ejemplo) como un cierto R™ (o K™ més
genéricamente; en este caso n = 9).

Teorema 33 (Unicidad de la expresién de un vector en una base). Sea (V,+, -, K) un
espacio vectorial. Todo vector de un subespacio vectorial finito dimensional L CV (L # {0}),
se expresa de manera unica como combinacion lineal de los vectores de una base de L.

Cualquier vector se puede expresar como c.l. de la base por ser sistema generador, y que
dicha expresién es unica ya que el sistema que forma la base es linealmente independiente.

Definicion 34. Sea V espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K y {6} #LCV

un subespacio vectorial. Dada una base B = {€1,€s,...,e,} de L, (segin el teorema anterior)
para cada ¥ € L existen unos unicos escalares x1,xo,...,xT, € K tales que ¥ = x1€1 + ...+
Tn€n. Entonces se dice que la n-upla (x1,x2,...,x,) son las coordenadas del vector T en la
base B. También lo denotamos & = (x1,x2,...,Tn)B.

Ecuaciones paramétricas e implicitas de un subespacio vectorial

Hemos visto que los espacios vectoriales de dimensién finita (serd con los que trabajare-
mos) se pueden identificar con cierto K”. De ahora en adelante, prefijada una base del espacio
en cuestién, {e1,és,...,e,}, siempre consideraremos los vectores del espacio a través de las
coordenadas que tienen respecto de dicha base.

Hemos visto también cémo obtener a partir de la solucién general de sistemas de ecua-
ciones lineales (Ejemplo 18), una base del s.e.v. formado por dichas soluciones.

Resulta natural plantearse lo contrario: obtener las ecuaciones a partir de un sistema
generador. El procedimiento es similar:

Ingenieria Técnica 18 Fundamentos Matematicos
Forestal Curso 2004/05



1.5. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL. COORDENADAS DE UN VECTOR.

CAMBIO DE BASE
Sea (V,+, -, K) un espacio vectorial de dimensién n y sea {€1, éa,...,€,} una base. Con-
sideremos un subespacio vectorial U generado por los vectores {7y, @, ..., U }. Sabemos que

Z € U siy sélo si existen escalares Ay, ..., \; tales que
= Mty + ... + Apily.

Desarrollando por columnas esta expresion en las coordenadas respecto la base fijada, obten-

dremos:
T1 = AMuir + Aougr + ...+ Agugy
To = MUz + Aguog + ... + Apups

(1)

Tp = MUy + A2U2p + o+ AUy

A las ecuaciones (1) se le llaman ecuaciones paramétricas del s.e.v. U, ya que los valores
Al, ..., Ak son arbitrarios.

Eliminando pardametros en las ecuaciones (1), esto es, aplicando el Método de Gauss
considerando como incognitas los parametros A;, obtendremos n — k relaciones entre las com-
ponentes (x1,xa,...,Zy), que se llaman ecuaciones implicitas de U, también por razones
obvias.

5 ecuaciones implicitas del subespacio

Ejemplo 35. Veamos como obtener por ejemplo unas
que tratamos en el Ejemplo 13: U N H = ((1,0,1,1)).

Comenzamos escribiendo las ecuaciones paramétricas:

Il = Q,
$2:O,
r3 = Q,
T4 = Q.

Ahora se trata simplemente de eliminar el pardmetro . Podemos hacerlo directamente, susti-
tuyendo la primera igualdad en la tercera y en la cuarta:

€2 207
€r3 = T,
X4 = 21.

Otra forma es plantear un sistema compatible en la incognita o, lo que llevaria a aplicar el
Meétodo de Eliminacion de Gauss a la matriz del sistema:

1 Il
x2
T3
T4

_ = O

cuya forma reducida es
1 I
0 X9
0 r3 — I1
0 X4 — I

5El sistema que obtendremos no ha de coincidir necesariamente con el que aparecia en el Ejemplo 13, esto
es, no es unico, aunque si equivalente.
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TEMA 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. ESPACIO VECTORIAL RN

Obviamente la condicion (necesaria) para evitar la incompatibilidad (y suficiente a la vez para
generar un sistema compatible) es que las filas 2, 3 y 4 tengan seqgundos miembros nulos, es
decir, las mismas ecuaciones implicitas obtenidas antes.

Repetimos ambos procedimientos con un s.e.v. que manejibamos en el Ejemplo 16:
Ui+ Uy =((1,0,1,1),(1,2,1,—-1)).

r1= «a + 67

T2 = 257
r3= «a + 57
= a — pf.

x x
De la primera y la sequnda ecuaciones deducimos que 3 = ?2, o =x — ?2 Igualando las

ecuaciones primera y tercera, y sustituyendo los valores de los pardmetros en la cuarta:

i) i)
1 = I3, x4:$1—7—?:x1—$2.
Por tanto
T —x =0
U +Us 5 ’
Tl —X2 —x4 =0.

St quisiéramos hacerlo via Método de Gauss llegamos igualmente a esas ecuaciones al imponer
que las filas tercera y cuarta de la matriz reducida tengan sequndos miembros nulos, como
exponemos a continuacion:

1 1|x 1 1 T 1 1 T
0 2 €T 0 2 o 0 2 €T
1 1 I3 = 0 0 r3 — I1 = 0 0 r3 — I
1 —1|zy4 0 —2|x4—1 0 O0|xg—x1+ 72

Es conveniente siempre comprobar que los vectores que hemos usado para generar las ecua-
ciones verifican el sistema obtenido, y que la dimension del espacio vectorial (no el nimero
de elementos de un sistema generador, sino de elementos Li. en el mismo) coincide con la
dimension del espacio menos el numero de ecuaciones obtenidas.

Cambio de base en un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo K. Hemos visto que cualquier
vector ¥ queda determinado de manera tinica por sus coordenadas respecto de una base de V.
Ahora bien, si elegimos otra base de V', ¥ tendra otras coordenadas distintas a las anteriores.

A veces los cambios de base son necesarios, esencialmente para, ain teniendo vectores
mas complicados, permitir que las aplicaciones entre espacios admitan una representacién
mas simple y manejable (esto lo usaremos especialmente en la diagonalizaciéon de matrices en
el Tema 3). Asi pues surge la siguiente pregunta: ;qué relacién guardan las coordenadas del
vector respecto de ambas bases?

Este problema se podra resolver si se conocen las relaciones de dependencia entre los
vectores de las dos bases, es decir, cuando se conozcan las coordenadas de los vectores de una
base respecto de la otra, con ello escrito adecuadamente en forma matricial.
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1.5. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL. COORDENADAS DE UN VECTOR.

CAMBIO DE BASE
Sean B = {u,Us,...,Un} y B’ = {U1,02,...,0,} bases de V. Supongamos que 0; =
ajtis + ajots + ... + ajpt, = > qia;U (j = 1, ..., n). Recordamos la notacién

introducida con coordenadas: U; = (aj1,...,ajn)B-

En estas condiciones, cualquier vector £ € V puede expresarse en una u otra base de la
siguiente manera:

n
En B, ¥ = x1ty + xzots + ... + zpU, = E .Tiﬁi:(l‘l,l‘Q,...,fEn)B
=1
n
/ = ! = ! = ! = ! = / / /
En B, ¥ = x0) + 2502 + ... + x,U, = E rU; = (27,2, ..., Ty,) Br-
j=1

En consecuencia:

n
Ty = E ajl-x;», Vi = 1, ey N
J=1

que son las relaciones buscadas entre ambas coordenadas. Explicitamente el sistema de ecua-
ciones que permite pasar de unas a otras es:

/ / /
r1 = a11x; + a1y + ... + ap1x,
To = algx’l + agzxé + ...+ angx;l

/ / /
Tp = Apx] + ATy + ...+ Appdy,

Matricialmente se expresa de forma mas simple:

a1l a2 ... Qinp

, , , a1 a2 ... Q2p
(1‘1,1‘2,...,.%'”)3/ . . . . :(:Ul,:@,...,xn)B.

anl QAp2 ... Qnn

Obsérvese que la matriz del cambio de base de B’ a B (que se suele denotar por Mp/p)
simplemente consiste en poner ordenadamente por filas las coordenadas de los elementos de
la base B’ respecto de la base B.

Ejemplo 36. Consideramos en R? las bases B = {(1,0),(0,1)} y B’ = {(1,1),(2,—1)}. As7,
la matriz de cambio de base de B' a B es (trivialmente)

1 1
MB’B:<2 _1)

Esto es,
/ /
o . ¥ 4+ 2y =ux,
Mpp = d
)M = (o)p, s decir { 5 5B 7
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TEMA 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. ESPACIO VECTORIAL RN

Consideramos el subespacio vectorial U = {x + 3y = 0} expresado respecto de la base B, se
puede expresar en la base B’ como x' + 2y’ + 32’ — 3y’ = 0, es decir, {42’ —y' = 0}.

Para comprobar que la traduccion a las nuevas coordenadas es correcto damos un vector
de U en B, por ejemplo el (—3,1)p, y vemos en qué se transforma respecto de la base B’ :

/ ro_
{i, +_2§, __:13 = 3y =-4 = ¢y =-4/3 = 2 =-1/3.

Comprobamos que efectivamente dichas coordenadas en B’ generan el elemento original:
4
—3(1,1) = 5(2,-1) = (=3, 1).
Finalmente vemos que (—1/3,—4/3), asi como cualesquiera proporcionales, satisfacen la
ecuacion {4z’ —y = 0}.
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