LOGICA y MATEMATICA DISCRETA. Segundo parcial 19/11/2018
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Indicaciones: Tres primeras letras del primer apellido:

e Tiempo total para el examen: 2h. No abandonar el examen durante los primeros 30 minutos.

En las preguntas de test, para cada pregunta solo una de las tres afirmaciones es cierta. Debe responderse a), b) o c) en el
recuadro correspondiente o bien dejar el recuadro en blanco.

Calificacion de cada pregunta de test: acierto: +1; fallo: -1/2; blanco: 0.

Cada definicién se puntuara sobre 1 punto, cada ejercicio sobre 3 puntos y cada problema sobre 10 puntos.

No esta permitido el uso de calculadoras ni mdviles.

Las fechas de publicacion de notas y de revision estan en Moodle y en el tablén.

Preguntas de test (20%0)

Para realizar un trabajo en una empresa se necesita formar un grupo de 5 personas y nombrar uno de
ellos como coordinador. Si hay 15 personas que pueden integrarlo ¢cuantos grupos distintos pueden
formarse?

15 14 15!
) 15.(5j b) 15-(4} c) Z B

Una persona esté interesada en leer 14 libros pero, siendo realista y conociéndose, sabe gque este verano
solo acabara 4 de ellos. El nimero de formas en que podré elegir los libros que leerd es:

8) 14-13-12-11 b) 14+13+12+11 ¢ _14'13;2'11 .

Se considera la funcion recursiva f: LISTp(z) — LIST(z) definida por

. [L] si LONG(L)=0061
(L= f (RESTO (RESTO (L))) | [[CAB (RESTO(L))]]  si LONG(L)>2

Entonces, f ([3, 4,5, 6, 7] ) es:
a) [[7].16], [4]] b) [[4]. [6], [7]] c) [[1.16] [4]] A

El nimero de palabras (con significado o no) que se pueden formar con todas las letras de la palabra
PALOMAR empezando por consonante es:

6! 6! 6!
 — . — R
2 4 2! ) 4! 2! X 41.21 A
0 sine{0,}
Dada la funcion recursiva f: N — N definida por f(n)= 1 sin=2

f(h-)+f(n-3) sin>3
se verifica que la profundidad del arbol de dependencia en n =5 es:

a) 2 b) 3 c) 4 B

Sea P(n) una propiedad sobre el nimero natural n de la que se sabe que, P(6) es cierta y para todo n > 5, si
P(n) es cierta entonces también lo es P(n + 1). Entonces se verifica que:

a) P(n) es cierta para todo n > 0.

b) P(n) es cierta paratodo n>5.
c) P(n) es cierta para todo n> 6. C




Definiciones (10%)

1. Definir conjunto de partida de una funcion recursivaf: A — B.

Conjunto de partida de f es el subconjunto de A formado por los elementos para los que la funcion
esta definida de modo explicito, a través de reglas bésicas.

2. Enunciar el principio de inclusion — exclusion para los conjuntos finitos A, By C.

lAuBuUC|=|Al+IBl+ICc|-|lAAB|-|AN~C|-IB~C|+|ANBA~C|

Ejercicios (30%o)

1. Probar por induccion que f(n) =g (n) paratodon >0, siendo, f,g: N — N las funciones definidas
por:

2 sin=0 RB,
f(n) = 3 sin=1 RB, 'y g(n) =5"+(-2)"
3f(n-1)+10f(n—-2) sin>2 RR

Paso base: Paran =0y n =1 se verifica que:

fO=2y 9g0= 5°+(-=2)° = 1+1=2. Luego, f(0) = g(0).
f=3y g®)= 5 +(-2)'= 5-2=3. Luego, f(1)=g(1).

Paso de induccion: Tomamos n >0y suponemos que f(n)=g() y f(n+1)=g(h+1)

(Hipotesis de Induccion)
Probemos que f(n+2)=g (n+2).
Comon >0, se tiene que n + 2 > 2 y entonces hay que aplicar la regla recursiva para f (n + 2):
f(n+2) = 3f(n+1)+10f(n) = 3g(n+1)+10g(n) = 3™ +(-2)"™ + 105" +(-2)") =
=3.5" +3. (2™ +2.5.5"+2.5.(=2)"=
=3.5" + 3. (2™ +2.5™M _5.(2)™ =5.5™ _ 2.(2)™ = 5" +(2)™2 =g (n+2).
Por tanto, f(n+2)=g(n+2).

Entonces, el principio de induccion garantizaque f(n) =g (n) paratodon> 0.



2. Se consideran el conjunto A ={(n, L) € N x LISTp(N) /0 <n <LONG (L) } y la funcion recursiva f
A — LISTp(N) definida por:

L sin=0 RB

f(n,L):{f(n—l, RESTO (L) [[CAB(L)]) sin>0 RR

a) (1 punto) Evaluar detalladamente f (2,[5, 3,6, 9, 1]).
b) (1 punto) Dar el conjunto de partida de f.
¢) (1 punto) Describir f (n, L) para (n,L) € Aconn=0.

a) (2053691 =1(1[36915) = f(0,[69153]) = [691,5,3]

b) CPs ={(0,L) / L e LISTp(N) } ya que la regla basica se define para n = 0 y L una lista plana
cualquiera.

c) Si(n,L) e A,conn=0, f(n L)es lalista que se obtiene al eliminar los n primeros elementos de L y
concatenarlos al final de la lista restante.

3. Definir de manera recursiva una funcién f: N~ — N tal que f(n) sea el nimero de segmentos de
la figura n - ésima:

X L IXEX

f(1)=4 f(2)=9 f(3)=15

Evaluar detalladamente f (4) usando la definicion recursiva propuesta.

Para construir cada figura n - ésima a partir de la anterior, se afiladen 3 segmentos para formar el
ultimo cuadrado y n segmentos mas para formar la estrella interior. Por ello la regla recursiva es:

f(ny)=f(n—1)+3+n ylareglabasicaes f(1)=4. Entonces, la definicidn recursiva de f es:

4 sin=1 RB
f(n)= .
f(n-1)+3+n sin>1 RR

Y la evaluacion detallada de f (4) es:

f4) = 1@)+3+4 =15+3+4=22
f(3) = f(2)+3+3 =9+3+3=15
f(2) = f(1)+3+2 = 4+3+2=9
RR —>

f=4  —



4. En una urna hay 12 bolas numeradas, 5 de ellas son rojas, 4 son negras y 3 verdes. Si se sacan tres
bolas de la urna a la vez:

a) (1.5 puntos) ¢en cuantas ocasiones hay al menos una bola roja?
Consideramos los conjuntos:

U = {selecciones de tres bolas extraidas a la vez de la urna},
A = {selecciones de tres bolas extraidas a la vez de la urna en las que hay al menos una bola roja} y
B = {selecciones de tres bolas extraidas a la vez de la urna en las que no hay bola roja }

Se verificaque U= AUB y A nB=. Portanto, B= A y por el principio del complementario:
Al=lul-|Al

Los elementos de U son las combinaciones (sin repeticion) de 12 elementos tomados de tres en tres ya
que al estar numeradas todas las bolas son distintas y al sacar las tres bolas a la vez no hay orden en la
seleccion, por tanto, su nuUmero es:

=2-11-10=220

12 ! 11.
|U|:C(12,3):( }_ 121 12.11-10

3) 91.31 3.2

Anélogamente, los elementos de A son las combinaciones (sin repeticion) de 7 elementos tomados de
tres en tres:

— 7 | .6 - _
|A | =C(7,3) = _ 765 45 35 Entonces,| A| = U | -| A|=220-35=185.
3) 41.31 3.2

b) (1.5 puntos) ¢en cuantas ocasiones hay Unicamente dos de un mismo color?
Consideramos los siguientes conjuntos:

B = {selecciones de las tres bolas donde hay exactamente dos del mismo color}
B, = {selecciones de las tres bolas donde hay exactamente 2 rojas}

B, = {selecciones de las tres bolas donde hay exactamente 2 negras}

B, = {selecciones de las tres bolas donde hay exactamente 2 verdes}

Entonces, B=B; UB, UB3; y BinBj= si i=], por lo que se puede aplicar el principio de adicion
ysetieneque: | B|=[By[+[B,|+|Bs]

Ahora aplicamos el principio de multiplicacion para obtener el cardinal de B;:

Paso 1: elegimos las dos bolas rojas a la vez (por lo que no hay distincién por el orden).

5 I .
Hay [ j=i=ﬂ=10 posibilidades.
2) 31.21 2

Paso 2: elegimos la tercera bola que tiene que ser negra o verde. Hay 7 posibilidades.

Los resultados obtenidos son todos distintos, pues o bien cambian las bolas rojas elegidas o bien cambia
la bola negra o verde elegida. Por el principio de multiplicacién: | B, | =10-7 =70

4 1 )
Analogamente: 1B, =[] 8=—2 .g-23 g_6.8-48
2 21. 21 2
3 3!
|Bsl=| |9=—""9=3.9=27
2 21.11

Entonces, | B| = | By | + | By | + | B3| =70 + 48 + 27 = 145.



b)

Problema 1 (20%0): JUSTIFICAR TODAS LAS RESPUESTAS

(6 puntos) Definir recursivamente una funcion f: LISTp (N) — LIST (N) tal que dada una lista
plana L de longitud mayor o igual a 1 construya la lista que se obtiene con los mismos elementos
que L salvo el altimo que queda multiplicado por 2, es decir, f([3,5,7]) =13, 5, 14].

Evaluar detalladamente segun la definicion recursiva propuesta f ([ 3, 5, 7 ]).

Dada una lista de longitud mayor o igual a 2, hay que recorrerla hasta llegar a su ultimo elemento y
guardar todos los previos en una lista en el orden en que estaban. Esto se puede hacer con la regla

recursiva: (L) =[CAB(L)]| f(RESTO(L))

Si L es una lista de longitud 1, que es lo que ocurre cuando se llega al Gltimo elemento de L, la regla debe
ser: f(L)=[2-CAB(L)].Estaes laregla basica necesaria para finalizar la recursividad.

Por ultimo, si L es la lista vacia, se define f([ ])=[ ]. Esta regla solo es necesaria para que la funcion
esté definida sobre todas las listas planas pero no para finalizar la recursividad.

Con esto resulta:
[1] si LONG(L)=0 RB,
f(L)= [2-CAB(L)] si LONG(L)=1 RB,
[CAB(L)]| f(RESTO(L)) siLONG(L)>1 RR

Con esta definicion evaluamos:

f([3,57]) = [3]] f([57]) = [3]]|[5.14] = [3514]

e

f(5.7]) = [51] f([71) = [51][14] = [5,14]

(7D o —_

By

(4 puntos) Extender f a listas cualesquiera, definiendo recursivamente g : LIST (N) — LIST (N)
segun el criterio utilizado en el siguiente ejemplo, g ([ 5, [1,4],[3,5,71]) =[5, [1, 8], [3,5, 14]] .

Evaluar detalladamente segun la definicién recursiva propuesta g ([ [3, 5], [7]]).

A la vista del ejemplo, la extension debe ser tal que en todo elemento de la lista que a su vez sea una
lista, hay que hacer lo que se describe en el apartado anterior.

La RB; sigue siendo valida.
La RB; es valida cuando CAB(L) es un namero, es decir, si LISTA(CAB(L)) = 0.
La RR; coincide con RR anterior que es valida también si LISTA(CAB(L)) = 0.

Hay que definir reglas recursivas que digan qué hacer cuando CAB(L) es una lista, es decir, cuando
LISTA(CAB(L)) = 1. Y, en principio, se pueden distinguir dos casos:

i.  Si LONG(L) =1y CAB(L) es una lista hay que aplicar g a CAB(L) y para no modificar la
estructura de la lista hay meterla en una lista, es decir, hay una nueva regla recursiva:

g (L) =[g(CAB(L) ]



ii.  Si LONG(L) > 2 y CAB(L) es una lista hay que hacer lo mismo que en i. con la CAB(L) y
ademas aplicar g a la lista RESTO(L), es decir, en este caso la nueva regla recursiva es:

9(L) =[ 9(CAB(L)) 1| 9(RESTO(L))

A lavista de estas reglas, y teniendo en cuenta que se ha definido g([ ]) = [], también es posible definir una
sola regla que trate el caso en que el elemento considerado sea una lista. La definicion quedaria del modo
siguiente:

L si LONG(L) =0 RB,

[2-CAB(L)] si LISTA(CAB(L)) =0 y LONG(L)=1 RB,
[CAB(L)]| 9(RESTO(L))  siLISTA(CAB(L))=0 y LONG(L)>1 RR,
[ 9(CAB(L)) 1| 9(RESTO(L)) si LISTA(CAB(L))=1 y LONG(L)>1 RR,

g(L)=

La evaluacion pedida es:

g (351 71D = [935D1] 9(CL71D =[[31011][[1411=[[310],[14]]

g([3,5]) R§1[31|| g([51) =[31][10]=[3,10]

9([5)) = [10] 7

g([[711) = [9(L7D) gD = [T241[1=[[141]
g([?])RBZ[M]//

o Dz (]



Problema 2 (20%0): JUSTIFICAR TODAS LAS REPUESTAS.

En un viaje organizado con 30 integrantes, hoy como esta lloviendo, el guia decide llevarles a un cine
que tiene 6 salas con aforo de mas de 50 personas cada una.

1. (2 puntos) ¢De cudntas maneras pueden comprar las entradas los 30 integrantes del grupo, si cada
uno puede ver cualquiera de las peliculas?

Se trata de variaciones con repeticion de las 6 salas tomadas de 30 en 30, ya que cada sala puede
elegirse entre 0 y 30 veces segun la eleccion de cada persona. Ademas la seleccion S1S2S2...S2 es
distinta de la seleccion S2S1S2 ... S2 pues significara que las personas 1 y 2 van a distinta sala, por
lo que el orden influye. Entonces hay VR(6, 30) = 6°° maneras de comprar las 30 entradas.

2. Enel grupo hay 5 amigos,

a) (3 puntos) teniendo en cuenta que los 5 quieren ver la misma pelicula para comentarla después
¢de cuantas maneras pueden comprar las entradas esas 30 personas?

Para contar los resultados aplicamos el principio de multiplicacion:

PASO 1: elegir la sala a la que iran los 5 amigos. Hay 6 posibilidades.
PASO 2: elegir la sala para las restantes personas del grupo. Hay VR(6, 25) posibilidades.

Todos los resultados son distintos, pues cambiara la sala a la que asisten los 5 amigos o cambiara
la sala para alguna de las personas restantes.

Entonces, por el principio de multiplicacion, el nimero de maneras en que se pueden comprar las
30 entradas es: 6 - VR(6, 25) = 6 - 6%

b) (3 puntos) Si lo que quieren es que 4 de ellos vean una misma pelicula pero el otro no ¢de
cuéntas maneras pueden hacer la compra de entradas?

Para contar los resultados aplicamos el principio de multiplicacion:

PASO 1: elegir los 4 amigos que iran juntos (lo mismo que elegir el que ird solo). Hay 5
posibilidades.

PASO 2: elegir la sala a la que irdn los 4 amigos juntos. Hay 6 posibilidades.

PASO 3: elegir la sala a la que ira el amigo que vera distinta pelicula. Hay 5 posibilidades.
PASO 4: elegir la sala para las restantes personas del grupo. Hay VR(6, 25) posibilidades.

Todos los resultados son distintos, pues cambiara el amigo que va solo, o cambiara la sala a la
que asisten los 4 amigos, cambiara la sala para el que va solo o cambiara la sala para alguna de
las personas restantes.

Entonces, por el principio de multiplicacion, el nimero de maneras en que se pueden comprar las
30 entradas en este caso es: 5-6 -5 - VR(6, 25) = 150 - 6~



3. (2 puntos) Si el guia compra las 30 entradas ¢de cuantas maneras puede hacerlo atendiendo solo al
numero de entradas en cada sala?

En este caso no hay que tener en cuenta el orden pues las entradas no se asignan todavia a las
personas, se trata, por tanto, de combinaciones con repeticion de las 6 salas tomadas de 30 en 30:
35!



