Apellidos y nombre:

Analisis Matematico. Convocator.ia' de enero. 19-01-2016.
Prueba Global. Evaluacion Continua

Instrucciones:

No abandonar el examen durante los primeros 30 minutos.

e Tiempo para esta parte del examen: 2 horas y 30 minutos.

e No esta permitido usar calculadora ni teléfono mévil.

e Las soluciones del examen se publicaran, esta tarde o manana, en el Moodle de la asig-
natura, junto con la fecha de salida de las notas y el dia de la revision.

Test (20%)

En cada pregunta de test, una y sélo una de las afirmaciones (a), (b) y (c) es cierta. Poner la letra
elegida en la casilla correspondiente. Calificacién: acierto = +1, fallo = —0'5 y blanco = 0.

La ecuacién del plano tangente a la superficie z = z? cos(y) en el punto (1,0) es:
(a) z =2z — 1.
(b) z =2z —3.
(¢) z=2x—y—3. A

o
La integral impropia / e dx es convergente si y solo si:
1

(a) p>0.
(b) p<O.

(c) |p| < 1. B

o0
La integral impropia / r?e 3" dx es convergente y su valor es:
0

(a) LG

2
()~

27

—

—

La solucién del problema de valor inicial y'z = 2y In(y), con y(1) = e, es:
(a) y=e.
(b) y=e™.

(c) y=e*". C




La ecuacién en diferencias o = 72,11 — 122, tiene como polinomio caracteristico
(a) % — Tz + 12.

(b) 122? — 7Tz + 1.
(c) 2%+ Tz — 12. A

~ n*cos(n!)

La sucesién a,, = ———=
Vnd +n

(a) es convergente pero no es mondtona.

(b) es acotada pero no es convergente. A

(c) es mondtona pero no estd acotada.

Sea a, una sucesién que verifica que existe un término ng tal que a, > 10%, para todo n > ny.
0 9 0

Se puede asegurar que

(a) a, no esta acotada.

(b) a, diverge a infinito.
(c) si a, es convergente a [, entonces | > 10°. C

o n
Sean ) a, una serie de términos positivos y S, = > aj su sucesién de sumas parciales.
n=1 k=1

(a) Si a, converge a 0, entonces la serie converge.

(b) Si S, estd acotada, entonces la serie converge. B

(c) Si a, estd acotada, entonces la serie converge.

Dada la serie ) W, se puede asegurar que
n=1\""

(a) es convergente, y su suma es 4/5

(b) es convergente, y su suma es —3/5 B

(c) es convergente, y su suma es —3/7

El polinomio de Taylor de orden 6 de f(z) = e centrado en z = 0 es

3 2n

(a) > —

n=0 (271)'
2n

6«

(b)

n=0 ’I’L'
- C

S. x

(c)

On!

n=




Teoria (10%)

(a)
(b)

&)
(4 puntos) Demostrar que si la serie ) a, es convergente, entonces lim a,, = 0.

n=1
(6 puntos) Definir serie alternada. Enunciar con precisién el criterio de Leibniz sobre convergen-
cia de series alternadas. Dar un ejemplo de serie convergente no absolutamente convergente.

SOLUCION

(a)

Por definicion, una serie es convergente si la sucesién de sus sumas parciales es conver-
gente.

[ee] n
Por tanto, si ) a, es convergente y S,, = > ay, debe ser lim S, =1 € R.

n=1 k=1
Pero a, = S, — S,,_1 y como lim S,,_; = lim §,, = [, resulta lima, =1 — 1 = 0.

[o¢]
Se dice que una serie Y a, es alternada si a, - a,+1 < 0 para todo n > 1.

n=1
o0
Criterio de Leibniz: Para que una serie alternada ) a,, sea convergente es suficiente que:
n=1

(i) lim |a,| =0
(ii) |an| > |ans1| para todo n > 1.

LS 1
La serie » (—1)"— es alternada y convergente por el criterio de Leibniz, ya que la su-
n=1 n
cesién 1/n es decreciente y convergente a 0. Sin embargo la serie no es absolutamente
oo

convergente, ya que la serie de los valores absolutos es la serie arménica divergente » | —.
n=1



Cuestién 1 (5%)

Hallar los puntos criticos de f(x,y) = 72?2 —23+y*+2zy y determinar si son maximos, minimos
o puntos de silla.

SOLUCION
La funcion f es diferenciable en todo punto, por lo que sus tunicos puntos criticos seran los que
anulen las derivadas parciales.

8f 2 af
— = 14z — +2 = = 2y + 2.
O (2, y) T — 3w Y By (2, y) yTax

Por tanto, los puntos criticos de f son las soluciones de

0 =14z — 322 + 2y
0 =2y + 2.

De la segunda ecuacién, se obtiene y = —x. Sustituyendo en la primera queda —3z2 + 122 = 0,
que tiene soluciones x = 0 y x = 4. Concluimos que los puntos criticos son (0,0) y (4, —4).

Las derivadas segundas de f(x,y) son:

02 f 82 f

O f
A= —(r,y)=2, B=

= o5y =14—6z, C=

(a:,y) =2.

En el punto (0,0) tenemos que A =14, C' = B =2,y asi AC — B?> =24 > 0, A > 0. Por tanto
en (0,0) hay un minimo local.

En el punto (4, —4) tenemos que A = —10, C = B = 2, y asi AC — B> = —24 < (. Por
tanto en (4, —4) hay un punto de silla.

Cuestién 2 (5%)

Hallar la solucién particular de la ecuacién diferencial y” — 6y’ + 13y = 0 con y(0) = 0, ¢/(0) = 2.

SOLUCION
Se trata de una EDO lineal homogénea de orden dos con coeficientes constantes. El polinomio
caracteristico es 22 — 62 + 13, cuyas rafces son

 6++36-4-13
- ; -

3 =32

v —16

z + —
2

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién es de la forma y(t) = €3 (a cos(2t) + Bsen(2t)) .

Sustituimos ahora las condiciones iniciales: Como y(0) = €”(a cos 0+8sen0) = a = 0, queda
y(t) = € (Bsen(2t)), cuya derivada es y/(t) = €* (38sen(2t) + 2B cos(2t)). Ahora y/(0) =
e¥(2Bcos0) = 2 = 2, por tanto 3 = 1.

Concluimos que la solucién particular es y(t) = €3 sen(2t).



Cuestién 3 (5 %)

Calcular el limite de la sucesién /3™ + 7.
SOLUCION

Puesto que 0 < 3™ < 7" para todo n > 0, la regla del Sandwich implica que
7 =lim /77 < lim /37 + 77 < lim /7" + 7" = lim /2 - 7"
Pero lim /2 - 7" = lim /2 - lim /7" = 1- 7 = 7, de modo que concluimos que
lim /3" + 70 = 7.

n—oo

Cuestion 4 (5 %)

Hallar el intervalo de convergencia de la serie de potencias

i’: (n + 1)2(: + 1)

n=0
SOLUCION
Se trata de una serie de potencias centrada en o = —1 y con coeficientes a,, = n2_—|7—11 El radio
de convergencia es
R = ! = ! =2
lim {/|an| 1y p/ntt

2Tl

Se deduce que la serie es absolutamente convergente (y por tanto convergente) para todo z del
intervalo (—3,1).
Six>1o0x< —3laserie es divergente.

Veamos ahora la convergencia en los extremos del intervalo, g + R:

: 2 (n+1)2)" & : s

Para = = 1, la serie es Y, ———— = Y n + 1, que es divergente porque el término
n=1 2" n=1

general no tiende a 0.

= (-2 =
Para © = —3, la serie es ) % = > (n+ 1)(—=1)", que también es divergente
n=1 n=1

(por igual motivo).

En conclusion el intervalo de convergencia es (—3,1).



Problema 1 (15%)

T siz <1

Dada la funcién f(x) = , se considera F(x) = / f(t) dt para todo x € R.
0

1—x

e six>1

(a) (3 puntos) Calcular F(0), F(1) y F(2).
(b) (3 puntos) Estudiar la continuidad y derivabilidad de F, determinar F’(z) donde exista y
estudiar el crecimiento de F'.

(¢) (4 puntos) Hallar la expresién explicita de F'(x).

SOLUCION

(a) Tenemos que

(b) Puesto que la funcién f estd acotada en cualquier intervalo acotado, y es continua excepto,
a lo sumo, en x = 1, es una funcién integrable. Por tanto, el Teorena Fundamental del
Calculo afirma que que F' es continua en todo su dominio.

Ademas,
f(l) = lim f(x) = 1, hm+ f(:lj) = lim 61—1‘ = 60 =1
z—1

r—1— z—1+

por lo que f es continua en todo R y de nuevo por el TFC se puede afirmar F' es derivable
para todo z € R, y su derivada es F'(z) = f(x).

Para estudiar el crecimiento de F', basta estudiar el signo de f(z). Como la exponencial
es siempre positiva, se tiene que f(z) <0siz <0y f(x) > 0siz > 0. Por tanto, F es
decreciente en (—o0,0), y creciente en (0, 00).

(c) La expresién explicita de F(x) es:

T 22 .
Jo tdt =% stz <1

F(z) =
Jotdt+ [feltdt =14 e =1+ (1—e'?) siz>1



Problema 2 (15 %)

Se consideran las sucesiones

(n+ 1)! +sin(n)
(n—1)! (%)” k

Ay —

(a) (3 puntos) Obtener el orden de magnitud de ay,.

(c

(d) (2 puntos) Justificar cudles de las sucesiones a,, y S, estan en O(3") y cudles en O(n?).

(b) (3 puntos) Justificar que S, es divergente y obtener su orden de magnitud.
) (2 puntos) Comparar los 6rdenes de magnitud de las sucesiones a,, y S,.
)

SOLUCION

(a) Puesto que sinn << n << (n + 1)!, tenemos que

(n+1)!

i@y hne 22t

Ay ™~

(b) El término general de la sucesién de sumas parciales S, es

1 "+1 1
og(n” +1) _ mlog(m) _
n

n

Puesto que log(n) no converge a 0, deducimos que la sucesién de sumas parciales S,, es
divergente (por la condicién necesaria de convergencia de series).

n
Para obtener el orden de magnitud de S,,, que es el mismo que el de Z log(k), utilizamos
k=1
el criterio integral para series.

La funcién f(x) = log(x) es continua, positiva y creciente en (1,00). Ademés
/ log(z) dz = [zlog(x) — x|} = nlog(n) —n ~ nlog(n) >> f(n).
1
Por lo tanto se concluye que

Sy, ~ Zlog(k) ~ /1 log(x) dz ~ nlog(n)
k=1

(c) Se tiene que a, ~ n*-2" >>n? >> nlog(n), puesto que 2" >> 1y n >> log(n). Por lo
tanto a,, > S,.

(d) Como nP << s" para todo s > 1, por la jerarquia de infinitos, deducimos que n* <<
(3/2)" y, por tanto, a, ~ n?2" << (3/2)"2" = 3", por lo que a, € O(3"). Ademais,
S, << a,, de modo que S,, € O(3").
Por otra parte, 2" >> 1, de modo que a, ~ n?2" >> n? por lo que a, ¢ O(n?). Sin
embargo, log(n) << n, por lo que se tiene que S,, ~ nlog(n) << n®y S, € O(n?).



Analisis Matematico. 19-01-2016. Modelo A

Tiempo para esta parte del examen: 50 minutos.

Problema 3 (5%)

La entrada u(t) y la salida y(t) de cierto sistema estén relacionadas por la ecuacién diferencial:
y" + 5y’ + 6y = u(t). Se sabe que en el instante t = 0, es y(0) = 1 e 3/(0) = 0 y se pide:

(a)

(4 puntos) Determinar la salida del sistema cuando la entrada es constante u(t) = 1.
Introducimos en Maxima la ecuacién diferencial con la instruccién

ecuacl:’diff(y,t,2)+5-’diff(y,t)+6-y=1;

1
La solucién general se obtiene con el comando Resolver EDO: y = kl-e 2 +k2-¢73 + 6

Obtenemos ahora la solucién particular, con la instruccién

ic2(%,t=0, y=1, ’diff(y,t)=0);

(4 puntos) Determinar la salida del sistema cuando la entrada es periddica u(t) = sin(t).
Introducimos la ecuacion diferencial
ecuac2:’diff(y,t,2)+5x’diff (y,t)+6*xy=sin(t);
sin(t) — cos(t
La solucién general es y = k1 -e 2 + k2 -3 + %

16 21 in(t) — t
La solucién particular en este caso es y = Ee*% — Ee*‘% + w.

(2 puntos) Explicar la diferencia entre las salidas anteriores para valores grandes de t.

El limite cuando t tiende a infinito de la primera solucién es y = 1/6, lo que significa
que para valores grandes de ¢, la salida se comporta como la constante 1/6. Sin embargo,
para la segunda solucion no existe limite cuando ¢ tiende a infinito y la salida para valores
grandes se comporta como una funcién periodica.

Problema 4 (5%)

Un algoritmo emplea una instruccion para resolver un problema cuando hay un solo dato de
entrada. Si el nimero de datos es n > 2, utiliza 2n instrucciones para reducir el problema a
dos problemas andlogos con n — 1 datos y ejecuta sobre ellos el mismo algoritmo. Sea x,, el
numero de intrucciones necesarias para resolver el problema con n datos, se pide:

(a)

(b)

(8 puntos) Definir z,, recursivamente.
La sucesion recursiva es z(n) = 2n + 2x(n — 1), con z(1) = 1.
(5 puntos) Obtener la expresion explicita de z, resolviendo la ecuacion en diferencias.

Para obtener la forma explicita basta resolver la ecuacion en diferencias, ejecutando las
instrucciones:

load(solve_rec);
solve_rec(x(n)=2*n+2*xx(n-1), x(n), x(1)=1);

Se obtiente z:(n) = 7-2""1 —2(n + 2).

(2 puntos) Determinar el orden de magnitud de x,,.
El orden de magnitud es x(n) ~ 2". (El limite del cociente es 1 € R — {0}.)



Problema 5 (10 %)

(a)

(3 puntos) Usando el desarrollo en serie de potencias de f(x) = e, demostrar que

n=0

Usando el comando Analisis, Calcular Serie se obtiene la serie de potencias

=y S

7!
=0

cuyo campo de validez es toda la recta real.

Teniendo en cuenta que %E = f(1/3), basta sustituir = 1/3 en la serie anterior para
obtener el resultado pedido.

(7 puntos) Aproximar la suma de la serie anterior con un error menor que 107",

(="

IR

La serie es convergente, por el criterio de Leibniz, ya que claramente |a(n)| es decreciente
y converge a (. Para aproximar el valor de la suma con error menor que 1077, hay que
sumar hasta un n tal que |a(n + 1)| < 1077. Buscamos n, explorando con la siguiente
instruccién de Maxima:

makelist([n, is(abs(a(n+1))<10”~ (-7))], n,0,10);

Definimos el término general de la serie, a(n) :=

Se obtiene n = 6. Por tanto basta ejecutar

sum(a(n),n,0,6), numer;

1
y se obtiene la aproximacion —= ~ 0.71653131

e



Analisis Matematico. 19-01-2015. Modelo B

Tiempo para esta parte del examen: 50 minutos.

Problema 3 (5%)

La entrada u(t) y la salida y(t) de cierto sistema estén relacionadas por la ecuacién diferencial:
y" + 4y + 4y = u(t). Se sabe que en el instante t = 0, es y(0) =0 e y'(0) =0 y se pide:

(a

) (4 puntos) Determinar la salida del sistema cuando la entrada es constante wu(t) = 4.

Introducimos en Maxima la ecuacién diferencial con la instruccion
ecuacl:’diff(y,t,2)+4-°diff (y,t)+4-y=4;

La solucién general se obtiene con el comando Resolver EDO: y = (k1 +k2-t)e % + 1.
Obtenemos ahora la solucién particular, con la instrucciéon

ic2(%,t=0, y=0, ’diff(y,t)=0);

y=(=2t+1)e*+1

(4 puntos) Determinar la salida del sistema cuando la entrada es u(t) = ¢.
Introducimos la ecuaciéon diferencial

ecuacl:’diff(y,t,2)+4-°diff(y,t)+4-y=t;
t—1

La solucién general es y = (k1 + k2 - t)e 2t + T

g . to1\ o, t—1
La solucion particular en este caso es y = 1 + 1 e+ R

(2 puntos) Explicar la diferencia entre las salidas anteriores para valores grandes de t.
El limite cuando t tiende a infinito de la primera solucion es y = 1, lo que significa que

para valores grandes de ¢, la salida se comporta como la constante 1. Sin embargo, para
la segunda solucién el limite cuando ¢ tiende a infinito es infinito.

Problema 4 (5%)

Un algoritmo emplea una instruccion para resolver un problema cuando hay un solo dato de
entrada. Si el nimero de datos es n > 2, utiliza n? instrucciones para reducir el problema a uno
analogo con n—1 datos y ejecuta sobre él el mismo algoritmo. Sea z,, el nimero de intrucciones
necesarias para resolver el problema con n datos, se pide:

(a)

(b)

(8 puntos) Definir z,, recursivamente.

La sucesion recursiva es z(n) = n* + z(n — 1), con z(1) = 1.

(5 puntos) Obtener la expresion explicita de x,, resolviendo la ecuacion en diferencias.

Para obtener la forma explicita basta resolver la ecuacion en diferencias, ejecutando las
instrucciones:

load(solve_rec);

solve_rec(x(n)=n" 2+x(n-1), x(n), x(1)=1);

(n —1)(2n* 4 5n + 6)
6

(2 puntos) Determinar el orden de magnitud de x,.

El orden de magnitud es (n) ~ n®. (EI limite del cociente es € R — {0}.)

Se obtiene z(n) = + 1.



Problema 5 (10 %)

(a)

(3 puntos) Usando el desarrollo en serie de potencias de f(x) = e®, demostrar que

Sl
I
NE
=7
I\DH
:\./

n=0

Usando el comando Analisis, Calcular Serie se obtiene la serie de potencias

f@) =35
i=0

cuyo campo de validez es toda la recta real.

Teniendo en cuenta que \/ié = f(—1/2), basta sustituir z = —1/2 en la serie anterior para
obtener el resultado pedido.

(7 puntos) Aproximar la suma de la serie anterior con un error menor que 1075.

(="

nl2n

La serie es convergente, por el criterio de Leibniz, ya que claramente |a(n)| es decreciente
y converge a 0. Para aproximar el valor de la suma con error menor que 10~%, hay que

sumar hasta un n tal que |a(n + 1)| < 107 Buscamos n, explorando con la siguiente
instruccién de Maxima:

makelist([n, is(abs(a(n+1))<10~ (-8))], n,0,10);

Definimos el término general de la serie, a(n) :=

Se obtiene n = 9. Por tanto basta ejecutar

sum(a(n),n,0,9), numer;

1
y se obtiene la aproximacion — =~ 0.606530659

Ve



