
Problemas resueltos de derivadas parciales. Vector gradiente                                     Matemáticas I                                          

7   Calcular las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones en un punto genérico. ¿Qué condiciones debe verificar este punto? 

 ߲݂
ݔ߲

ሺݔ,  ሻݕ
߲݂
ݕ߲

ሺݔ,  ሻ Condicionesݕ

ሺܽሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  
ݔ െ ݕ
ݔ ൅ ݕ

 
ݕ2

ሺݔ ൅  ሻଶݕ
െ2ݔ

ሺݔ ൅ ݔ ሻଶݕ ൅ ݕ ് 0 

ሺܾሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  
ଶݔ3 െ ଶݕ2

ଶݔ ൅ ଶݕ  
ଶݕݔ10

ሺݔଶ ൅  ଶሻଶݕ
െ10ݔଶݕ

ሺݔଶ ൅ ଶݔ ଶሻଶݕ ൅ ଶݕ ് 0 

ሺܿሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ
ݕଶݔ ൅ ଶݕݔ

ݕݔ
ݕݔ 1 1  ് 0  

ሺ݀ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ඨ
ݔ ൅ ݕ
ݔ െ ݕ

 െ
ݕ

ሺݔ െ ሻଶݕ ඨ
ݔ െ ݕ
ݔ ൅ ݕ

 
ݔ

ሺݔ െ ሻଶݕ ඨ
ݔ െ ݕ
ݔ ൅ ݕ

ݔ  െ ݕ ് 0
ݔ ൅ ݕ
ݔ െ ݕ

൐ 0 

ሺ݁ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 2
ଵ

௫ା௬  െ2
ଵ

௫ା௬݊ܮ 2
1

ሺݔ ൅ ሻଶ െ2ݕ
ଵ

௫ା௬݊ܮ 2
1

ሺݔ ൅ ݔ ሻଶݕ ൅ ݕ ് 0 

ሺ݂ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ௬ݔ  ൅ ௫ݕ ௬ିଵݔݕ  ൅ ݊ܮ௫ݕ ݊ܮ௬ݔ ݕ ݔ ൅ ݔ ௫ିଵݕݔ ൐ 0 ݕ ൐ 0 
 

ሺ݃ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݃ݐ ܿݎܽ  ቀ
ݕ
ݔ

ቁ ൅ ݃ݐ ܿݎܽ ൬
ݔ
ݕ

൰ െݕ ⁄ଶݔ
1 ൅ ሺݕ ⁄ݔ ሻଶ ൅

1 ⁄ݕ
1 ൅ ሺݔ ⁄ݕ ሻଶ ൌ 0 

1 ⁄ݔ
1 ൅ ሺݕ ⁄ݔ ሻଶ ൅

െݔ ⁄ଶݕ
1 ൅ ሺݔ ⁄ݕ ሻଶ ൌ ݔ 0 ് 0 ݕ ് 0 

ሺ݄ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ
݁௫

ଶݔ െ ଶݕ  
݁௫ሺെ2ݔ ൅ ଶݔ െ ଶሻݕ

ሺݔଶ െ ଶሻଶݕ  
2݁௫ݕ

ሺݔଶ െ ଶݔ ଶሻଶݕ െ ଶݕ ് 0  

ሺ݅ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ
ଶݔ െ ଶݕ

ଶݔ ൅ ଶݕ  
ଶݕݔ4

ሺݔଶ ൅  ଶሻଶݕ
െ4ݔଶݕ

ሺݔଶ ൅ ଶݔ ଶሻଶݕ ൅ ଶݕ ് 0 

 

 ߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ,ݕ  ሻݖ
߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ  ሻݖ
߲݂
ݖ߲

ሺݔ, ,ݕ  ሻݖ
Condiciones 

ሺ݆ሻ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݔሺݏ݋൫ܿ݊ܮ ൅ ݕ ൅ ݔሺ݃ݐሻ൯ െݖ ൅ ݕ ൅ ሻݖ െ݃ݐሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻݖ െ݃ݐሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻݖ
cosሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻݖ ൐ 0 ՜ 

ݔ| ൅ ݕ ൅ |ݖ ൏
ߨ
2

൅ ߨ2݇   ݇ א Ժ 

ሺ݇ሻ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݖݔሺݏ݋ܿ ൅ ݖݔሺ݊݁ݏ ݖሻ െݖݕ ൅ ሻݖݕ െݖ ݊݁ݏ ሺݔ ݖ ൅ ݕ ሻݖ െሺݔ ൅ ሻݕ  ݖݔሺ݊݁ݏ ൅ ݕ ሻݖ ׊ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א Թଷ 
 

ሺ݈ሻ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݁ି௫݊݁ݏ ݕ cos ݊݁ݏെ݁ି௫ ݖ ݕ cos ݏ݋௫ܿି݁ ݖ ݕ cos ݖ െ݁ି௫݊݁ݏ ݕ sen ݖ ׊ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א Թଷ 
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Problemas resueltos de derivadas parciales. Vector gradiente.       Matemáticas I    

8   Calcular el vector gradiente de las siguientes funciones en un punto genérico y, si es posible, en el punto              
que se indica: 

ሺܽሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  
ݔ ൅ ݕ

ݕݔ     ܲሺ1,1ሻ 

ە
ۖ
۔

ۖ
,ݔଵ݂ሺܦۓ ሻݕ ൌ െ

ଶݕ

ଶݕଶݔ ൌ െ
1

ଶݔ

,ݔଶ݂ሺܦ ሻݕ ൌ െ
ଶݔ

ଶݕଶݔ ൌ െ
1

ଶݕ

՜ ,ݔሺ݂׏ ሻݕ ൌ ൮
െ

1
ଶݔ

െ
1

ଶݕ

൲    
௫௬ஷ଴
ሱۛ ሮۛ ሺ1,1ሻ݂׏   ൌ ൬

െ1
െ1൰ 

 

ሺܾሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  ඥݔ ൅  ሺ1,0ሻܲ    ݕ

ە
ۖ
۔

ۖ
,ݔଵ݂ሺܦۓ ሻݕ ൌ

1
2ඥݔ ൅ ݕ

,ݔଶ݂ሺܦ ሻݕ ൌ
1

2ඥݔ ൅ ݕ

՜ ,ݔሺ݂׏ ሻݕ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

1
2ඥݔ ൅ ݕ

1
2ඥݔ ൅ یݕ

ۋ
ۊ

    
௫ା௬வ଴
ሱۛ ۛۛ ሮ ݂׏ሺ1,0ሻ ൌ ൭

1
2ൗ

1
2ൗ

൱ 

 

ሺܿሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ
݁௬

ݔ ൅ ݕ     ܲሺ0,1ሻ  

ە
ۖ
۔

ۖ
,ݔଵ݂ሺܦۓ ሻݕ ൌ

െ݁௬

ሺݔ ൅           ሻଶݕ

,ݔଶ݂ሺܦ ሻݕ ൌ
݁௬ሺݔ ൅ ݕ െ 1ሻ

ሺݔ ൅ ሻଶݕ

՜ ,ݔሺ݂׏ ሻݕ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

െ݁௬

ሺݔ ൅ ሻଶݕ

݁௬ሺݔ ൅ ݕ െ 1ሻ
ሺݔ ൅ ሻଶݕ

ی

ۋ
ۊ

    
௫ା௬ஷ଴
ሱۛ ۛۛ ሮ ሺ0,1ሻ݂׏ ൌ ቀ

െ݁
0 ቁ 

 

ሺ݀ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  ݁ି௫݊݁ݏሺݔ ൅ ,ሻ    ܲሺ0ݕ  ሻߨ

൜ܦଵ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ െ݁ି௫݊݁ݏሺݔ ൅ ሻݕ ൅ ݁ି௫ cosሺݔ ൅ ሻݕ
,ݔଶ݂ሺܦ ሻݕ ൌ ݁ି௫ cosሺݔ ൅  ሻ                                     ՜ݕ

,ݔሺ݂׏ ሻݕ ൌ ቆ݁ି௫൫cosሺݔ ൅ ሻݕ െ ݔሺ݊݁ݏ ൅ ሻ൯ݕ
݁ି௫ cosሺݔ ൅ ሻݕ

ቇ    ׊ሺݔ, ሻݕ א Թଶ ՜ ,ሺ0݂׏ ሻߨ ൌ ቀെ1
െ1ቁ 

 

ሺ݁ሻ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ  ௬ା௭    ܲሺ1,1,1ሻݔ

ቐ
,ݔଵ݂ሺܦ ,ݕ ሻݖ ൌ ሺݕ ൅    ௬ା௭ିଵݔሻݖ
,ݔଶ݂ሺܦ ,ݕ ሻݖ ൌ ՜         ݔ ݊ܮ௬ା௭ݔ
,ݔଷ݂ሺܦ ,ݕ ሻݖ ൌ              ݔ ݊ܮ௬ା௭ݔ

,ݔሺ݂׏  ,ݕ ሻݖ ൌ ൭
ሺݕ ൅ ௬ା௭ିଵݔሻݖ

ݔ ݊ܮ௬ା௭ݔ
ݔ ݊ܮ௬ା௭ݔ

൱   
௫வ଴
ሱۛሮ ሺ1,1,1ሻ݂׏ ൌ ൭

2
0
0

൱ 
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Problemas resueltos de derivadas parciales. Vector gradiente.       Matemáticas I    

ሺ݂ሻ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 2
௭

௫ା௬      ܲሺ1,1,1ሻ 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
,ݔଵ݂ሺܦۓ ,ݕ ሻݖ ൌ  െ2

௭
௫ା௬   2݊ܮ 

ݖ
ሺݔ ൅           ሻଶݕ

,ݔଶ݂ሺܦ ,ݕ ሻݖ ൌ   െ2
௭

௫ା௬   2݊ܮ 
ݖ

ሺݔ ൅ ሻଶݕ     ՜

,ݔଷ݂ሺܦ ,ݕ ሻݖ ൌ   2
௭

௫ା௬   2 ݊ܮ ൬
1

ݔ ൅              ൰ݕ

,ݔሺ݂׏  ,ݕ ሻݖ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ െ 

2
௭

௫ା௬   2݊ܮ ݖ
ሺݔ ൅ ሻଶݕ  

െ 
2

௭
௫ା௬   2 ݊ܮ ݖ
ሺݔ ൅ ሻଶݕ  

 
2

௭
௫ା௬   2 ݊ܮ

ݔ ൅ ݕ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

  
௫ା௬ஷ଴
ሱۛ ۛۛ ሮ ሺ1,1,1ሻ݂׏  ൌ

ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

െ√22 ݊ܮ
4

െ√22 ݊ܮ
4

2 ݊ܮ2√
2 ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

 

ሺ݃ሻ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ඥݖݕݔ   ܲሺ1,1,1ሻ     

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ,ݔଵ݂ሺܦ ,ݕ ሻݖ ൌ  

ݖݕ
2ඥݖݕݔ

              

,ݔଶ݂ሺܦ ,ݕ ሻݖ ൌ  
ݖݔ

2ඥݖݕݔ
         ՜

,ݔଷ݂ሺܦ ,ݕ ሻݖ ൌ   
ݕݔ

2ඥݖݕݔ
              

,ݔሺ݂׏  ,ݕ ሻݖ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

ݖݕ
2ඥݖݕݔ

ݖݔ
2ඥݖݕݔ

ݕݔ
2ඥیݖݕݔ

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

  
௫௬௭வ଴
ሱۛ ۛۛ ሮ ሺ1,1,1ሻ݂׏  ൌ

ۉ

ۇ

1
2ൗ

1
2ൗ

1
2ൗ ی

 ۊ

 

ሺ݄ሻ ݂ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ሺݐݔሻ௬௭    ܲሺ1,1,1,1ሻ                

ە
۔

,ݔଵ݂ሺܦۓ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ      ݐሻ௬௭ିଵݐݔሺݖݕ
,ݔଶ݂ሺܦ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ሺݐݔሻ௬௭݊ܮሺݐݔሻݖ 
,ݔଷ݂ሺܦ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ  ሺݐݔሻ௬௭݊ܮሺݐݔሻݕ
,ݔସ݂ሺܦ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ     ݔሻ௬௭ିଵݐݔሺݖݕ 

  ՜ ,ݔሺ݂׏ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ

ۉ

ۇ

ݐሻ௬௭ିଵݐݔሺݖݕ
ሺݐݔሻ௬௭݊ܮሺݐݔሻݖ
ሺݐݔሻ௬௭݊ܮሺݐݔሻݕ

ݔሻ௬௭ିଵݐݔሺݖݕ ی

ۊ   
௫௧வ଴
ሱۛ ሮۛ ሺ1,1,1,1ሻ݂ߘ ൌ ቌ

1
0
0
1

ቍ 
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Problemas resueltos  derivadas de orden superior. Matriz hessiana. Matemáticas I. 

 

9.  Calcular el vector gradiente y la matriz hessiana de las siguientes funciones en un punto genérico y, si es posible, 
en el punto P que se indica: 

ሺܽሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ
ݕଷݔ െ ଷݕݔ

ଶݔ ൅ ଶݕ     ܲሺ1,1ሻ 

Derivadas de primer orden: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ߲݂

ݔ߲
ሺݔ, ሻݕ ൌ

ሺ3ݔଶݕ െ ଶݔଷሻሺݕ ൅ ଶሻݕ െ ݕଷݔሺݔ2 െ ଷሻݕݔ
ሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ ൌ

ݕସݔ ൅ ଷݕଶݔ4 െ ହݕ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ

  
  

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ
ሺݔଷ െ ଶݔଶሻሺݕݔ3 ൅ ଶሻݕ െ ݕଷݔሺݕ2 െ ଷሻݕݔ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ ൌ
ଶݕଷݔହെ4ݔ െ ସݕݔ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ       

 
௫మା௬మஷ଴
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ 

,ݔሺ݂׏ ሻݕ ൌ  

ۉ

ۇ
ݕସݔ ൅ ଷݕଶݔ4 െ ହݕ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ

ଶݕଷݔହെ4ݔ െ ସݕݔ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ ی

ۊ ՜ ሺ1,1ሻ݂׏ ൌ ൬
1

െ1
൰ 

Derivadas de segundo orden: 

߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ
ݕସݔ ൅ ଷݕଶݔ4 െ ହݕ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ ՜ 

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ሺݔ, ሻݕ ൌ

ሺ4ݔଷݕ ൅ ଶݔଷሻሺݕݔ8 ൅ ଶሻଶݕ െ 2ሺݔଶ ൅ ݕସݔሺݔଶሻ2ݕ ൅ ଷݕଶݔ4 െ ହሻݕ
ሺݔଶ ൅ ଶሻସݕ ൌ

െ4ݔଷݕଷ ൅ ହݕݔ12

ሺݔଶ ൅ ଶሻଷݕ  

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ  
ሺݔସ ൅ ଶݕଶݔ12 െ ଶݔସሻሺݕ5 ൅ ଶሻଶݕ െ 2ሺݔଶ ൅ ݕସݔሺݕଶሻ2ݕ ൅ ଷݕଶݔ4 െ ହሻݕ

ሺݔଶ ൅ ଶሻସݕ

ൌ
଺ݔ ൅ ଶݕସݔ9 െ ସݕଶݔ9 െ ଺ݕ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଷݕ   

 

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ
ଶݕଷݔହെ4ݔ െ ସݕݔ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ ՜ 

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ  
ሺ5ݔସ െ ଶݕଶݔ12 െ ଶݔସሻሺݕ ൅ ଶሻଶݕ െ 2ሺݔଶ ൅ ଶݕଷݔହെ4ݔሺݔଶሻ2ݕ െ ସሻݕݔ

ሺݔଶ ൅ ଶሻସݕ ൌ
଺ݔ ൅ ଶݕସݔ9 െ ସݕଶݔ9 െ ଺ݕ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଷݕ  

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ሺݔ, ሻݕ ൌ

ሺെ8ݔଷݕ െ ଶݔଷሻሺݕݔ4 ൅ ଶሻଶݕ െ 2ሺݔଶ ൅ ଶݕଷݔହെ4ݔሺݕଶሻ2ݕ െ ସሻݕݔ
ሺݔଶ ൅ ଶሻସݕ ൌ

െ12ݔହݕ ൅ ଷݕଷݔ4

ሺݔଶ ൅ ଶሻଷݕ  

 

,ݔሺ݂ܪ ሻݕ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

െ4ݔଷݕଷ ൅ ହݕݔ12

ሺݔଶ ൅ ଶሻଷݕ
଺ݔ ൅ ଶݕସݔ9 െ ସݕଶݔ9 െ ଺ݕ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଷݕ

଺ݔ ൅ ଶݕସݔ9 െ ସݕଶݔ9 െ ଺ݕ

ሺݔଶ ൅ ଶሻଷݕ
െ12ݔହݕ ൅ ଷݕଷݔ4

ሺݔଶ ൅ ଶሻଷݕ ی

ۋ
ۊ

  
௫మା௬మஷ଴
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ሺ1,1ሻ݂ܪ ൌ ቀ1 0

0 െ1ቁ    
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Problemas resueltos  derivadas de orden superior. Matriz hessiana. Matemáticas I. 

 

ሺܾሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  ݁௫௬    ܲሺ1,0ሻ 

Derivadas de primer orden: 

ە
۔

ۓ
߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ௫௬݁ ݕ

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ௫௬݁ ݔ
,ݔሺ׊  ሻݕ א Թଶ ՜ ,ݔሺ݂׏ ሻݕ ൌ ቆ

௫௬݁ ݕ

௫௬ቇ݁ ݔ ՜ ሺ1,0ሻ݂׏ ൌ ൬
0
1

൰ 

Derivadas de segundo orden: 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ௫௬݁ ݕ ՜

ە
ۖ
۔

ۖ
ଶ݂߲ۓ

ଶݔ߲ ሺݔ, ሻݕ ൌ                             ଶ݁௫௬ݕ

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ݁௫௬ሺݕݔ ൅ 1ሻ              

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ௫௬݁ ݔ ՜

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ߲ଶ݂

ݕ߲ݔ߲
ሺݔ, ሻݕ ൌ ݁௫௬ሺݕݔ ൅ 1ሻ              

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ሺݔ, ሻݕ ൌ                               ଶ݁௫௬ݔ

,ݔሺ׊  ሻݕ א Թଶ ՜ 

,ݔሺ݂ܪ ሻݕ ൌ ቆ ଶ݁௫௬ݕ ݁௫௬ሺݕݔ ൅ 1ሻ
݁௫௬ሺݕݔ ൅ 1ሻ ଶ݁௫௬ݔ ቇ ՜ ሺ1,0ሻ݂ܪ ൌ  ቀ0 1

1 1ቁ 

 

ሺܿሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܲ   ሻݕሺ2݊ܮݔ  ൌ ቀ0,
݁
2

ቁ 

Derivadas de primer orden: 

ە
۔

ۓ
߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ሻݕሺ2݊ܮ

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ
2

ݕ2
      

ݕ ݊݋ܿ  ൐ 0 ՜ ,ݔሺ݂׏ ሻݕ ൌ ቌ
ሻݕሺ2݊ܮ

ݔ
ݕ

ቍ ՜ ݂׏ ቀ0,
݁
2

ቁ ൌ ൬
݁ ݊ܮ

0
൰ ൌ ൬

1
0

൰ 

Derivadas de segundo orden: 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ሻݕሺ2݊ܮ ՜  

ە
ۖ
۔

ۖ
ଶ݂߲ۓ

ଶݔ߲ ሺݔ, ሻݕ ൌ 0                   

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ
2

ݕ2
ൌ

1
ݕ

      

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ
ݔ
ݕ

      ՜

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ߲ଶ݂

ݕ߲ݔ߲
ሺݔ, ሻݕ ൌ  

1
ݕ

          

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ሺݔ, ሻݕ ൌ

െݔ
ଶݕ         

௬வ଴
ሱۛሮ ,ݔሺ݂ܪ   ሻݕ ൌ

ۉ

ۈ
0ۇ

1
ݕ

1
ݕ

െݔ
ଶݕ

ی

ۋ
ۊ

՜ ݂ܪ ቀ0,
݁
2

ቁ ൌ  ൮
0

2
݁

2
݁

0
൲ 
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ሺ݀ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሻݕݔሺݏ݋ܿ ൅ ܲ   ሻݕଶݔሺ݊݁ݏ ቀ1,
ߨ
2

ቁ 

Derivadas de primer orden: 

ە
۔

ۓ
߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ െ݊݁ݏሺݕݔሻݕ ൅     ݕݔሻ2ݕଶݔሺݏ݋ܿ

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ െ݊݁ݏሺݕݔሻݔ ൅     ଶ ݔሻݕଶݔሺݏ݋ܿ

Թమאሺ௫,௬ሻ׊

ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ,ݔሺ݂׏  ሻݕ ൌ ቆ
െ݊݁ݏሺݕݔሻݕ ൅ ݕݔሻ2ݕଶݔሺݏ݋ܿ
െ݊݁ݏሺݕݔሻݔ ൅ ଶ ݔሻݕଶݔሺݏ݋ܿ

ቇ ՜ 

݂׏ ቀ1,
ߨ
2

ቁ ൌ

ۉ

ۈۈ
െۇ ݊݁ݏ ቀߨ

2ቁᇣᇧᇤᇧᇥ
ଵ

2ߨ  ൅ ݏ݋ܿ ቀߨ
2ቁᇣᇧᇤᇧᇥ

଴

2 ߨ
2

െ ݊݁ݏ ቀߨ
2ቁᇣᇧᇤᇧᇥ

ଵ

൅ ݏ݋ܿ ቀߨ
2ቁᇣᇧᇤᇧᇥ

଴ ی

ۋۋ
ۊ

ൌ ൭
െ ߨ

2
െ1

൱ 

Derivadas de segundo orden: 

߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ െ݊݁ݏሺݕݔሻݕ ൅ ݕݔሻ2ݕଶݔሺݏ݋ܿ ՜ 

ە
ۖ
۔

ۖ
ଶ݂߲ۓ

ଶݔ߲ ሺݔ, ሻݕ ൌ െ ሻݕݔሺݏ݋ܿ ଶݕ െ ݕݔ2 ݕݔሻ2ݕଶݔሺ݊݁ݏ ൅                            ݕሻ2ݕଶݔሺݏ݋ܿ
 

                   
߲ଶ݂

ݔ߲ݕ߲
ሺݔ, ሻݕ ൌ െ ሻݕݔሺݏ݋ܿ ݔݕ െ ሻݕݔሺ݊݁ݏ െ ݕݔଶ2ݔሻݕଶݔሺ݊݁ݏ ൅       ݔሻ2ݕଶݔሺݏ݋ܿ

 

 

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ െ݊݁ݏሺݕݔሻݔ ൅ ଶ ݔሻݕଶݔሺݏ݋ܿ ՜ 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ߲ଶ݂

ݕ߲ݔ߲
ሺݔ, ሻݕ ൌ െ ሻݕݔሺݏ݋ܿ ݔݕ െ ሻݕݔሺ݊݁ݏ െ ଶݔݕݔሻ2ݕଶݔሺ݊݁ݏ ൅           ሻݕଶݔሺݏ݋ܿݔ2

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ሺݔ, ሻݕ ൌ െݏ݋ܿݔሺݕݔሻ ݔ െ                                                                ଶݔ ଶݔ ሻݕଶݔሺ݊݁ݏ

 

 

Թమאሺ௫,௬ሻ׊

ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ     ݂ܪሺݔ,  ሻൌݕ

  

ൌ ቆ െ ሻݕݔሺݏ݋ܿ ଶݕ െ ଶݕଶݔሻ4ݕଶݔሺ݊݁ݏ ൅ െ              ݕሻ2ݕଶݔሺݏ݋ܿ ሻݕݔሺݏ݋ܿ ݔݕ െ ሻݕݔሺ݊݁ݏ െ ݕଷݔሻ2ݕଶݔሺ݊݁ݏ ൅ ሻݕଶݔሺݏ݋ܿݔ2
െ ሻݕݔሺݏ݋ܿ ݔݕ െ ሻݕݔሺ݊݁ݏ െ ݕଷݔሻ2ݕଶݔሺ݊݁ݏ ൅ ሻݕଶݔሺݏ݋ܿݔ2 െݏ݋ܿݔሺݕݔሻ ݔ െ ଶݔ ଶݔ ሻݕଶݔሺ݊݁ݏ ቇ 

 

݂ܪ ቀ1,
ߨ
2

ቁ ൌ  ቀ െߨଶ െ1 െ ߨ
െ1 െ ߨ െ1

ቁ 
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ሺ݁ሻ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ݔ ൅ ݖ
ݕ െ ݖ

    ܲሺ0,1, െ1ሻ 

Derivadas de primer orden: 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ

߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
1

ݕ െ ݖ
                                                     

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
െሺݔ ൅ ሻݖ
ሺݕ െ ሻଶݖ                  

௬ି௭ஷ଴
ሱۛ ۛۛ ሮ                     

߲݂
ݖ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ሺݕ െ ሻݖ െ ሺെ1ሻሺݔ ൅ ሻݖ

ሺݕ െ ሻଶݖ ൌ
ݕ ൅ ݔ

ሺݕ െ ሻଶݖ

,ݔሺ݂׏ ,ݕ ሻݖ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

1
ݕ െ ݖ

െሺݔ ൅ ሻݖ
ሺݕ െ ሻଶݖ

ݕ ൅ ݔ
ሺݕ െ ሻଶݖ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

՜ ,ሺ0,1݂׏ െ1ሻ  ൌ ൭
1 2⁄
1 4⁄
1 4⁄

൱ 

Derivadas de segundo orden: 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
1

ݕ െ ݖ
   ՜

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ଶ݂߲ۓ

ଶݔ߲ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0                

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
െ1

ሺݕ െ ሻଶݖ

߲ଶ݂
ݔ߲ݖ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
1

ሺݕ െ ሻଶݖ

                                                                                  

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
െሺݔ ൅ ሻݖ
ሺݕ െ ሻଶݖ ՜

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ߲ଶ݂

ݕ߲ݔ߲
ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ

െ1
ሺݕ െ                                                                                       ሻଶݖ

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ

2ሺݕ െ ݔሻሺݖ ൅ ሻݖ
ሺݕ െ ሻସݖ ൌ

2ሺݔ ൅ ሻݖ
ሺݕ െ                                                     ሻଷݖ

߲ଶ݂
ݕ߲ݖ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ െ
ሺݕ െ ሻଶݖ ൅ 2ሺݕ െ ݔሻሺݖ ൅ ሻݖ

ሺݕ െ ሻସݖ ൌ െ
ሺݕ െ ሻݖ ൅ 2ሺݔ ൅ ሻݖ

ሺݕ െ ሻଷݖ   

߲݂
ݖ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ݕ ൅ ݔ

ሺݕ െ ሻଶݖ ՜

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ߲ଶ݂

ݖ߲ݔ߲
ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ

1
ሺݕ െ                                       ሻଶݖ

߲ଶ݂
ݖ߲ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ሺݕ െ ሻଶݖ െ 2ሺݕ െ ݕሻሺݖ ൅ ሻݔ

ሺݕ െ ሻସݖ

߲ଶ݂
ଶݖ߲ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ

2ሺݕ െ ݕሻሺݖ ൅ ሻݔ
ሺݕ െ ሻସݖ ൌ

2ሺݕ ൅ ሻݔ
ሺݕ െ ሻଷݖ

ൌ
ሺݕ െ ሻݖ െ 2ሺݕ ൅ ሻݔ

ሺݕ െ ሻଷݖ         

 

 

 

,ݔሺ݂ܪ ,ݕ ሻݖ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

0
െ1

ሺݕ െ ሻଶݖ
1

ሺݕ െ ሻଶݖ

െ1
ሺݕ െ ሻଶݖ

2ሺݔ ൅ ሻݖ
ሺݕ െ ሻଷݖ

െ2ݔ െ ݕ െ ݖ
ሺݕ െ ሻଷݖ

1
ሺݕ െ ሻଶݖ

െ2ݔ െ ݕ െ ݖ
ሺݕ െ ሻଷݖ

2ሺݕ ൅ ሻݔ
ሺݕ െ ሻଷݖ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

 
௬ି௭ஷ଴
ሱۛ ۛۛ ሮ ,ሺ0,1݂ܪ  െ1ሻ ൌ  

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ

0
െ1
4

1
4

െ1
4

െ1
4

0
1
4

0
1
ی4

ۋ
ۋ
ۊ
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ሺ݂ሻ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݊ܮ ൬
ݔ ൅ ݕ

ݖ
൰          ܲሺ1,1,2ሻ 

     

Derivadas de primer orden: 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ

߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ݖ

ݔ ൅ ݕ
 
1
ݖ

ൌ
1

ݔ ൅ ݕ
                                  

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ݖ

ݔ ൅ ݕ
 
1
ݖ

 ൌ
1

ݔ ൅ ݕ
                  

 ௭ஷ଴,   
௫ା௬

௭
  வ଴

ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ    

߲݂
ݖ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ݖ

ݔ ൅ ݕ
െሺݔ ൅ ሻݕ

ଶݖ ൌ
െ1
ݖ

                          

,ݔሺ݂׏ ,ݕ ሻݖ ൌ

ۉ

ۈۈ
ۈ
ۇ

1
ݔ ൅ ݕ

1
ݔ ൅ ݕ

െ1
ݖ ی

ۋۋ
ۋ
ۊ

՜ ሺ1,1,2ሻ݂׏  ൌ ൭
1 2⁄
1 2⁄

െ1 2⁄
൱ 

 

Derivadas de segundo orden: 

 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ  
1

ݔ ൅ ݕ
  ՜

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ߲ଶ݂

ଶݔ߲ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
െ1

ሺݔ ൅                      ሻଶݕ

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
െ1

ሺݔ ൅                     ሻଶݕ

߲ଶ݂
ݔ߲ݖ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0                                 

                                                                                  

߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
1

ݔ ൅ ݕ
՜       

ە
ۖۖ

۔

ۖۖ

ۓ ߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
െ1

ሺݔ ൅                                                                               ሻଶݕ

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ

െ1
ሺݔ ൅ ሻଶݕ                             

௭ஷ଴,   
௫ା௬

௭
  வ଴  

ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ                               

߲ଶ݂
ݕ߲ݖ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0                                                                                                

   
                      

                         

߲݂
ݖ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
െ1
ݖ

                ՜

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ߲ଶ݂

ݖ߲ݔ߲
ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0                                                                                                                    

߲ଶ݂
ݖ߲ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0                                                                                                                    

߲ଶ݂
ଶݖ߲ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ

1
                                                                                                                   ଶݖ

        

 

,ݔሺ݂ܪ ,ݕ ሻݖ ൌ

ۉ

ۈۈ
ۈ
ۇ

െ1
ሺݔ ൅ ሻଶݕ

െ1
ሺݔ ൅ ሻଶݕ 0

െ1
ሺݔ ൅ ሻଶݕ

െ1
ሺݔ ൅ ሻଶݕ 0

0 0
1
یଶݖ

ۋۋ
ۋ
ۊ

       

௫ା௬
௭

  வ଴
௭ஷ଴ሱۛ ۛۛ ሮۛ ሺ1,1,2ሻ݂ܪ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ

െ1
4

െ1
4

0
െ1
4

െ1
4

0

0 0
1
ی4

ۋ
ۋ
ۊ
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