Problemas resueltos de derivadas parciales. Vector gradiente

Matematicas |

7 Calcular las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones en un punto genérico. ;Qué condiciones debe verificar este punto?

d
% (x,y) % x,y) Condiciones
xX—y 2y —2x
a) flx,y) = —= S — 0
(@) f(x,¥) Xty CFSE CFL x+y#
3x2% — 2y? 10xy? —10x2%y
b == =7 St A 2 2492 %0
(b) f(x,y) X2 + y2 (2 + y2)2 (2 + y?)2 Ty
x%y + xy?
(c)f(x,y)zu 1 1 xy #0
xy
x+y y X—y X X—y x+y
d = |[—= - x—y #0 >0
@Oreen= = G2 vty G—? fx+y yF0 s
1 1 1
(e) f(x.}’) = 2x+y —2XtYIn 2 m —2X*¥In 2 m x+y+0
) flx,y) = x¥ +y* yx¥1 +y*Lny XV In x + xy*1 x>0y>0
y x —y/x? 1/y 1/x —x/y?
(g) flx,y) = arctg|=)+arct (—) = + =0 x#0y#0
97ty 9 +arctal; 1+ /" 1+ /v L+ /o7 1+ G /y) d
x eX(—2x + x2 —y?) 2e*y
h ,Y) = — 2—y2%#0
(h) f(x, ) X2 — yZ (x% — y2)2 (x — y2)2 =y
x2 —y? 4xy? —4x%y ,
D) flx,y) = —— Sl A 2 +y2#0
@ f(x,y) X2 + y2 (x% + y2)? (x% + y2)2 Ty
d 0 d Condici
% .y,2) % ,,2) é 0.y,2) ondiciones
cos(x+y+2z)>0-
(1)f(x,y,z)=Ln(cos(x+y+z)) —tg(x+y+2) —tg(x+y+2) —tg(x+y+2) |x+y+z|<%+2k7r KET
3
(k) f(x,y,2z) = cos(xz + yz) —z sen(xz + yz) —zsen(xz + yz) —(x + y)sen(xz +yz) V(xyz) €R
vV (x,y,z) €R3

(D) f(x,y,z) = e *senycosz

—e*senycosz

e *cos ycosz

—e *senysenz
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Problemas resueltos de derivadas parciales. Vector gradiente. Matematicas |

8 Calcular el vector gradiente de las siguientes funciones en un punto geneérico Y, si es posible, en el punto
que se indica:

x+y
@ fry) = > PO
( y? 1 1
le(x;y) = _xzyz = _F _x_Z xy#0 -1
X2 o Vfey = | — V@D = (—1)
sz(x'y):_xzyzz_ﬁ _37

(b) fx,y) = {Jx+y P(10)

(le(x,y) = ! ( ! \‘ 1
2./ 2 xX+y>0
|Dof ) = \ 2
Xty 2. /x+y
e¥
() flx,y) = POD
y
D flx,y) = > / - o
1 iy(;ﬁ)y > Vf(x,y) = | ey((j;:yy) | =S vron = e)
D,f(x,y) = —(x ¥ )2 \ (x + y)?

d) f(x,y) = e *sen(x+y) P(0,m)

{le(x, y) = —e *sen(x +y) + e *cos(x + y)
D,f(x,y)=e~ cos(x + )

e *(cos(x +y) — sen(x + 7))

Vixy) = ( e *cos(x + )

(e) f(x,y,2) =xY*%* P(1,1,1)

Dif(x,y,2) = (v + 2)x7**71 b+ 2
D,f(x,y,z) = x¥**Lnx - Vf(x,y,2) = ( xV¥2In x ) —Vf(1L,1,1D) = <0>

D;f(x,y,z) = x¥*?Ln x xV*2In x 0
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Problemas resueltos de derivadas parciales. Vector gradiente. Matematicas |

() Foy,2) =279 P(LL1)

zZ
) Lz 2 2%ty z Ln2
D ,¥,2) = =2%YY In2 —— -
1f (x,y,2) n Cx + )2 (;c + )2
_Zz_ VA Xty
ID,f(x,y,2) = =289 In2 ——— = Vf(x,y,z)=| _ 2 2ln2 | T grqq1y=
(x+) (x +y)?
z
= VA
D ,¥,2) = 2XtY In2 Xty
Dsf (x,y,2) n (x+y) 2%+ Ln 2
x+y
—V2Ln 2
4
_ | —V2Ln2
4
V2Ln 2
2
9) f(x,y,2) = xyz P(111)
Yz Yz
rle(x)y'Z) =
2./xyz 2./xyz 1/
{Dyf(x,y,2z) = i - VF( ) = i @V(lll)— 1/2
] 2 xyz f x,y,Z - 2 [xyZ f 4, - 1 2
xy Xy
Dsf(x,y,2) = \ /2
\ 2./xyz 2./xyz

(h) f(x,y,z,t) = (xt)¥* P(1,1,1,1)

D f(x,y,zt) = yz(xt)¥*"1t yz(xt)¥? 1t 1
Dyf(x,y,2,t) = (xt)Y*Ln(xt)z | Gt)Y2Ln(xt)z | xt>0 [0
{Di fGoy,zt) = )intt)y T EYVED = yyzinieyy | VALY = (o)
D,f(x,y,z,t) = yz(xt)¥? 1x yz(xt)¥? 1x 1

Pagina 3



Problemas resueltos derivadas de orden superior. Matriz hessiana. Matematicas |I.

9. Calcular el vector gradiente y la matriz hessiana de las siguientes funciones en un punto genérico v, si es posible,
en el punto P que se indica:

x3y —xy3

(@) f(x,y) = Ty P(1,1)
Derivadas de primer orden:

af( ) Bx%y =y +y*) — 2x(x3y —xy?)  x*y+4x%y3 —y°

—(x, — —

ax Y (x2 +y2)? (x2 +y?)? X2 4y? 0

—_—
19 ey = (r® = 3xy?)(x? + y*) — 2y(x®y —xy®) _ x5—4x®y? —xy*
oy ¥ = 2+ 727 BCEERR
/x“y + 4x%y3 — y5
s
Vf(xy) = | =t | svran =(_))
%+ y2)2
Derivadas de segundo orden:
af( ) xty + 4x?y3 — y°
—_ — -
ax Y (x2 + y?)?
ﬁ(x - (4x3y + 8xy3) (x? + y2)? — 2(x% + y?2)2x(x*y + 4x2y3 — y°) _ —4x3y3 + 12xy°
9x2 Y (X% + y2)* (x% + y2)3
0% f Cey) = (x* + 12x2y% — 5yM) (% + y2)% — 2(x? + y?)2y(x*y + 4x%y3 — y°)
dyox Y (x2 + y2)*
B x6 + 9x*y? — 9x2y* — y6
- (xz + y2)3
af( ) x5—4x3y? — xy*
—_ — -
oy Y T T @2
0% f ey = (5x* — 12x%y2 — yM)(x? + y?)? — 2(x? + y2)2x(x°—4x3y? — xy*) B x6 + 9x*y? — 9x2y* — y6
oxay (2 +y2) - (% +y2)3
E)z_f ‘y) = (—8x3y — 4xy®)(x%? + y2)? — 2(x? + y?)2y(x5—4x3y? — xy*) 3 —12x5y + 4x3y3
y? 'y (X% + y2)* (X% + y2)3
—4x3y3 + 12xy° x6 + 9x*y? — 9x2y* — y6
(x2 +y2)3 (x2 +y2)3 x2+y?#0 1 0
H ) = —> H 1,1 =
f&y) x® + 9x*y? — 9x?y* — y —12x5y + 4x3y?3 fan (O —1)
(x% + y2)3 (x% + y2)3
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Problemas resueltos derivadas de orden superior. Matriz hessiana. Matematicas |I.

(b) f(x,y) = e P(1,0)

Derivadas de primer orden:

af ;
—_— — y
e (x,y)=ye

ye*y 0
af V(X',Y) € RZ - Vf(x'}’) = <X exy) - Vf(l,O) = (1)

el — 4 XY
3y (x,y)=xe

Derivadas de segundo orden:

a

0
=5

\

0% f
(2L 3y = y2e
o°f (x,y) =e®(xy + 1)
0yox g4 Y 5
( ey V(x,y) € R >
= XYy
320y (x,y) =e(xy +1)
aZf 2,x
—_ - y
377 (x,y) =x“e
2 ,xy xy
_([ e e¥(xy+1) _ (0 1
Hf(x,}’) _<exy(xy+1) xzexy >—>Hf(1;0)_ (1 1)

(©) fGry) = xln(2y) P =(0,5)

Derivadas de primer orden:

d
{ U (x,y) = 1n(2y)
(x ) = xi
Gy &Y = %3,

cony >0 - Vf(x,y) = (Ln(fy)> - V7 (o, ;) = (Lr(l) e) - (cl))
y

Derivadas de segundo orden:

‘

of

I (x,y) = Ln(2y) -

2
< f(xy)—O
2f 2 1 1\
(,y)=5-=- 0 = 0
\dydx 2y 'y y>0 _ y €\ _
fazf B = Hfe =y 2 - Hf (0,5) = 2
( Y) = ; y yz e
aZf —x
Loy Y =5

Pagina 5

QN



Problemas resueltos derivadas de orden superior. Matriz hessiana. Matematicas |I.

(d) f(x,y) = cos(xy) + sen(x?y) P (1, g)

Derivadas de primer orden:

af )

a(x, y) = —sen(xy)y + cos(x"y)2xy V(x,y)ER? —sen(xy)y + cos(x?y)2xy

d - Vf(x' 3’) = 2 2 -
f —sen(xy)x + cos(x?y)x

3y (x,y) = —sen(xy)x + cos(x?*y)x ?

n /_ﬂ@%+ﬁ@2%\_ s
7| g |

1 0

Derivadas de segundo orden:

d
% (x,y) = —sen(xy)y + cos(x?y)2xy -
azf 2 2 2
ﬁ(x, y) = —cos(xy) y= — sen(x*y)2xy 2xy + cos(x*y)2y
0%f 21\ 22 2
km (x,y) = —cos(xy) yx — sen(xy) — sen(x*y)x*2xy + cos(x*y)2x
of 2.\ 2
@(x, y) = —sen(xy)x + cos(x“y)x “ -
92f
Iy (x,y) = —cos(xy) yx — sen(xy) — sen(x?y)2xyx? + 2xcos(x?y)
0%f _ 20) o2 42
ka_yz (x,y) = —xcos(xy) x — sen(x“y) x* x
v(x,y)ER?
— Hf(x,y)=
_ [ —cos(xy) y* — sen(x?y)4x?y? + cos(x?y)2y —cos(xy) yx — sen(xy) — sen(x?y)2x3y + 2xcos(x%y)
~ \=cos(xy) yx — sen(xy) — sen(x2y)2x3y + 2xcos(x2y) —xcos(xy) x — sen(x%y) x? x?
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Problemas resueltos derivadas de orden superior. Matriz hessiana. Matematicas |I.

(€ fGy.2) =222 P(OL-1)

Derivadas de primer orden:

of 1 1
ox Dy / v \ 1/2
0 - —z# | — |
<£(x,y,z)=% = V(7)< | (}Ex_“;)zz) |~ vroL-D =(5:
U oy = YA (CDH2)  ytx \y+x/
0z 2= (y —2)? "~ (y—2)? (y —2)?
Derivadas de segundo orden:
62
(a—x];(x,y,z)zo
1 02 f -
a(x,y,Z):yTZ _><ayax(xlyrz)_(y_z)2
92 f 1
920x VP = =2
(0° -1
iy 9D = =y
of _—(x+Z)_) 0% f 20 -2)(x+2) 2(x+2)
AR TP i IS e e, Ll e
azf( )__(y—z)2+2(y—z)(x+z)__(y—z)+2(x+z)
\0zdy X¥2)= (y — 2)* - (y —2)3
2 1
0x0z (xy,2) = (y — z)?
of __y+x ]9 -2 -20-2)(y+x) _(—2)-2(0y+x)
5: D == 7 ayar ) = -2 ECEEE
ﬁ( )_Z(y—Z)(y+x)_2(y+x)
N CEr LN CEPE
(y —2)? (y —2)? 0 4 4
B -1 2(x + 2) —2x—y—2z | y-z#0 P e
HyD=1 G0 -2 O-2° HIOL-D = - 0
1 —-2x—-y—-z 2(y+x) 1 0 1
-2 (»-23 (v —2)?° 4 4
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Problemas resueltos derivad

as de orden superior. Matriz hessiana. Matematicas |I.

xX+y
(f)f(x,y,z):Ln( ) P(1,12)
Derivadas de primer orden:
( Of z 1 1
a_(nylZ)z - = 1
X x+yz x+y x+y
of z 11 ze0, 22X | 17| 1/2
<—(x y,z) = Z = —z o, Vflx,y,2z)= -Vf(1,1,2) = 1/2
x+yz x+y Ty ~1/2
Of yy 2 —EEN 1 -1
L 9z 7 T x+y z2 oz z
Derivadas de segundo orden:
( razf( 2 = -1
axz Y (x +y)?
f 1 2 -1
—(x,y,2z) = —— -4 - -
( y.z) = xty ayax(x 282 (x+y)?
62
kﬁ(x,y,z)=0
L O P
dxdy %02 (x + y)?
of 1 2f -1 220, 22 50
3 _(x)yrz): d = = z
dy x+y 5z (%0Y,2) (x + )2 -
62
\dzdy (x,y,2) =0
(0%f
ooz ¥ ) =0
of - 9% f
—(xy,z)—7 —><aa(xy,) 0
0% f 1
(52 YD =2
-1 0\ -1 -1
(x+y)2 (x+y)? Y 2o 4 4
-1 -1 2#0 1 -1
H X, Y,z ——H 1,1,2 = — — 0
09D = 5 Gy f(1,1,2) )
1 0 0 1
0 0 7 )
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