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TEORIA DE GALOIS

Anexo Hoja 3. El Teorema del Elemento Primitivo.

Teorema del Elemento Primitivo. Sea E/K una extension de cuerpos finita y separable. Entonces la
extension E/K es simple, i.e., existe © € E tal que E = K(O).

1. El objetivo de este ejercicio es dar una demostraciéon de este teorema cuando K es infinito (el caso en el
que K es finito lo veremos en clase).

a) Demuestra que basta probar el teorema en el caso en el que E = K(«, 8) con «, f € E separables
sobre K.

b) Sean p.(z),pg(x) € K[z] los polinomios minimos de a y /3 sobre K (respectivamente). Sea L el
cuerpo de descomposicion de p,(z) - pg(x) sobre K. Entonces en L{z],

Pale) = (¥ —a1) - (x —an), pp(x)=(r—"b1) - (2 = bn) (1)

con ai,...,an,b1,...,by € L'y a; # a; para @ # j; b; # bj para i # j. Supongamos que a; = o'y by = 3.
Demuestra que existe un elemento ¢ € K tal que:

a; —
c 2
o 2)
parai=1,....nyj=2,...,m.
c¢) Definimos
O :=a+cp. (3)

Prueba que para concluir la demostracion del teorema basta ver que 5 € K(0O).

d) Demuestra que (5 es una raiz comun de los polinomios:
Pa(© —cx), pg(x) € K(O)[x]. (4)

e) Definimos:
d(r) := m.c.dg(@)z)(Pa(© — cz), ps(r)) € K(O)[z]. (5)

Usando el apartado anterior demuestra que el grado de d(z) es mayor o igual que 1. Usando la factorizacién
en (1) y la definicién de ¢ en (2) concluye que el grado de d(z) es exactamente uno.

f) Deduce del apartado anterior que 8 € K(©).
2. Revisa la demostracién del ejercicio 1. Responde de manera razonada a las siguientes preguntas:
a) ;Dénde se usa que K es infinito?
b) ;Dénde se usa la hipétesis de la separabilidad?
c) (Habria valido la misma desmostracién si no suponemos que « es separable sobre K7

d) Usando tus respuestas a los apartados anteriores, jcrees que se puede debilitar alguna de las
hipdtesis del teorema?



3. Encuentra elementos primitivos en el caso de las siguientes extensiones:
a) Q(v2,1)/Q;
b) Q(v2,i,V5)/Q;
c) Q(v2,i, V2)/Q).



