Hoja 5 — Convergencias
estocasticas

1.- Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas Normales de media 0 y varianza 1. Estudiar la con-
vergencia en probabilidad de la sucesién {Y;, : n > 1}, donde V,, =n~* 31" | X2.

2.- Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas Bernoulli(p), con 0 < p < 1. Sea la variable aleatoria
V, = X1 X5..X,,. Estudiar la convergencia en ley, la convergencia en probabili-
dad y la convergencia casi segura de la sucesién {V;, : n > 1}.

3.- Sea (X,Y) una variable aleatoria con funcién de densidad conjunta

B 4_1exp{—$/2}, sizx>0,-1<y<]l1,
flxy) = { 0, en caso contrario.
Se pide:

(3.a) Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con ley £(X). Hallar la distribucién de

Estudiar la convergencia en ley de la sucesién {V,, : n > 1}, donde V,, =
n=%Y,,.

(3.b) Sea Z,, una variable aleatoria tal que Z,,/X = x es Poisson de pardmetro
nx. Calcular la distribucién de Z,, y estudiar la convergencia en ley de la
sucesién {Z, :n > 1}.

4.- Demostrar que si {X,, : n > 1} es una sucesién de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas que converge en ley a la constante

¢, entonces la sucesién {eX" : m > 1} converge en ley hacia e°. Usar este
resultado para estudiar la convergencia en ley y en probabilidad de

n 1/n
Y, = (H XZ) :
=1

20



donde {X, : n > 1} es una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas Uniformes sobre el intervalo (0, 1).

5.- Sea {X,, : n > 0} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas y definamos

n

Xi
Yo = ;Qnﬂﬂ"

Estudiar la convergencia en ley de {Y}, : n > 0} cuando:
(5.a) X; ~ Normal (0,0?), i > 0.
(5.b) X; ~ Cauchy (0,1), 7> 0.

6.- Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes con
funciones de densidad

1 n

fx.(x) = A1+ (e

Estudiar la convergencia en probabilidad y la convergencia en media de orden
2de {X,,:n>1}.

7.- Sea {X, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes con
distribuciones Poisson de parametro n. Demostrar que
X,—n
Vn

converge en ley a X, donde X es una variable aleatoria Normal (0, 1).

8.- Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas Uniforme sobre (0,1). Consideremos

Y, = max(Xy,..,Xn),
Ly = nYru
T, = n*(1-Y,).

Estudiar la convergencia en ley de las sucesiones {Y,, : n > 1}, {Z, :n > 1} y
{T,, :n >1}.

9.- Estudiar si las siguientes sucesiones de variables aleatorias independientes
cumplen la ley débil y/o la ley fuerte de los grandes ndmeros:

(9.a) {X,, :n>1}, donde

1
P(X,=2") = P(X,=-2") = 22n+1"
1
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(9.b) {X, :n>1}, donde
P(Xn - ln(n+a)) = P(Xn = - ln(n+a)) - % aeN.

10.- Estudiar la convergencia en ley de la sucesién {Y,, : n > 1}, donde Y,, =
Yo Xi y {X, :n > 1} es una sucesién de variables aleatorias independientes
con funcién de masa

Plx,=2) = plx=-L) -1
2 2 2

11.- Sea X una variable aleatoria Exponencial de tasa A. Sea

0, siX(w)e€l[0,1-1/n),
Yolw) = 1, siX(w)el-1/n,n),
n, si X(w) € [n,0).

Estudiar la convergencia en ley, en probabilidad, en media de orden 2 y casi
segura de la sucesién {Y,, : n > 1}.

12.- Una empresa estd especializada en la produccién de tuercas. La expe-
riencia en los dltimos anos muestra que la probabilidad de producir una tuerca
defectuosa es 0.035. Las tuercas se empaquetan en cajas de 100 unidades. De-
terminar el porcentaje de cajas sin méas de dos tuercas defectuosas.

13.- Una urna contiene diez bolas numeradas del cero al nueve. De la urna
se extraen n bolas con reemplazamiento.

(13.a) Senalar qué dice la ley de los grandes ndmeros sobre la aparicién de
ceros.

(13.b) Determinar cudntas extracciones serd preciso efectuar para que, con
probabilidad 0.95, la frecuencia relativa de apariciéon de ceros esté com-
prendida entre 0.09 y 0.11.

(13.c) Utilizar el teorema central del limite para calcular la probabilidad de
que, entre los n niimeros elegidos, el ’cinco’ aparezca entre (n — 3y/n)/10
y n+ 3y/n. Particularizar para n = 25 y n = 100.

14.- Sea {X,, : m» > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes donde
X, tiene funcién de masa

P(Xi=0) = 1-21.
(3

Estudiar la convergencia en ley, en probabilidad, en media cuadrética y casi
seguro. Analizar si se cumple la ley fuerte de los grandes nimeros.
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15.- Sea & una variable aleatoria Uniforme sobre el intervalo (—1/6,1/6). Se
definen las variables aleatorias n = 6¢ y

-1, sin(w)e[-1,-1/7),
Xi(w) = 0, si n(w) € [-1/4,1/1),
1, sin(w)e[l/i,1).

Estudiar la convergencia en probabilidad, casi segura y en media cuadrética de
la sucesién {X,, : n > 1}.

16.- La duracién de una bombilla se distribuye Exponencial con media 1 mes.
Cada vez que una bombilla se estropea es reemplazada inmediatamente por otra
nueva. Determinar cudl es el nimero minimo de bombillas que deben tenerse
para que, con probabilidad 0.95, tengamos luz durante un intervalo de tiempo
de dos anos.
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