HOJA DE EJERCICIOS 3
Anilisis Matematico.
CURSO 2017-2018.

Problema 1.
a) Sea (X, d) un espacio métrico y sea a € X. Demuestra que la siguiente funcién es continua:

dy : X = R, do(z) = d(z,a) .

b) Sea (V,||-||) un espacio normado. Demuestra que la norma es continua.

Problema 2. Sea ((acj,yj));il

(e55) = (@) en (B]|- ) <=>{

una sucesién en R%. Dado (a,b) € R?, demuestra que

Tj—a
yj = b

Generalizalo a R".

Problema 3. Discutir cuales de los siguientes conjuntos son compactos:
A={(z,y) €R? : |z[ +]y| <1} B ={(z,y) e R* : [a| + |y| <1}
C={(z,y) €R” : || +|y| =1} D={(z,y) €R? : |z +]y| > 1}.

Problema 4. Sea (X, d) un espacio métrico y sea (z,)o2; una sucesién convergente a x € X. Demuestra que
{zn: n € N} U{z} es compacto.

Problema 5. Sea (X,d) un espacio métrico. Recordemos la funcién dist del Problema 9 de la Hoja 1.
Dado E C X, demuestra:

a) r € E siy sélo si dist(z, E) =0

b) z es exterior a E siy sélo si dist(x, E) > 0.

c) x es interior a E siy sélo si dist(z, X \ E) > 0.

Problema 6. Sea (X,d) un espacio métrico. Recordemos la funcién dist del Problema 9 de la Hoja 1. Sea
A C X compacto no vacio. Demuestra que para todo x € X existe a € A tal que dist(z, A) = d(z, a).

Problema 7. Sea 1 < p < oco. Demuestraque para todo v € R™,
[olloe < lvll, < llvlly < nlvfl -

Indicacion: puede ser de ayuda el ejercicio 5 de la Hoja 1.

Problema 8. Sea (F, ||| ) un espacio normado, sea ||-||g. una norma en R" y sea T': R™ — F una aplicacién
lineal. Demuestra que existe xg € R™ con ||zo||g. = 1 tal que ||T'|| = || Tzol| p-

Problema 9. En R", consideremos e; = (1,0,...,0). Demuestra lo siguiente:
a) Los subconjuntos B(0,1) U B(2e1,1) y B(0,1) U B(3ey, 1) no son conexos por caminos.
b) Los subconjuntos B(0,1)U B(2e1,1)U{e1} y B(0,1)UB(3e1,1)U{te; : 1 <t < 2} son conexos por caminos.

Problema 10. Demostrar que, en R, el complementario de [0, 1] no es conexo por caminos, pero en R™ con
n > 2, el complementario de [0, 1]" s es conexo por caminos.

Problema 11. Sea X conexo por caminos y f : X — R una funcién continua. ;Qué se puede decir de f si
fX)czZ? ;)Ysif(X)cQ?,;Ysif(X)CR\Q?

Problema 12.

a) Sea X conexoy f: X — R una funcién continua no constante. Demuestra que f(X) es no numerable.

b) Demuestra que no existe ninguna funcién continua f : R — R tal que f(Q) CR\Qy f(R\ Q) C Q.

Problema 13. Sea (V, || - ||) un espacio normado y sean A, B C V. Se define A+ B={a+b:a € A, be B}.

a) Prueba que si A es compacto y B es cerrado entonces A + B es cerrado.

b) Pon un ejemplo de un espacio V y de dos conjuntos cerrados A y B tales que A 4+ B no es cerrado.




