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Temas 1 y 2: Légica y Demostraciones

Ejercicio 1

Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1:
(Ja € A,Vb € B, P(a,b)) = (Vb€ B,3a € A, P(a,b))

Vamos a darle significado a los diferentes conjuntos y elementos del teorema:

A = { estudiantes de FM3 }
B = { clases de FM3 }
P(a,b) = "estudiante a se duerme durante la clase b"

El siguiente teorema es similar al anterior:

Teorema 2:
(Vb€ B,3a € A, P(a,b)) = (Ja € A,Vb € B, P(a,b))
Preguntas:

1. ;Coémo se podria escribir en lenguaje natural el lado a la izquierda de la
implicacion del teorema 17

2. ;Como se podria escribir en lenguaje natural el lado a la derecha de la
implicacion del teorema 17

3. Averigiie si el teorema 1 es cierto o no, y demuéstrelo.

4. Averigiie si el teorema 2 es cierto o no, y demuéstrelo.

Solucion

1. Existe un estudiante que se duerme en todas las clases de FM3.
2. En todas las clases de FM3 se duerme algin estudiante.
3. Es cierto. Consideramos dos casos posibles. Por agotamiento:

= Caso 1: Supongamos que el lado izquierdo de la implicacion es falso.
En este caso el predicado es cierto por definicién de implicacion.

= Caso 2: Supongamos que el lado izquierdo de la implicacién es cierto.
En este caso existe un elemento ag € A tal que P(ag,b) es cierto para
todo b € B. Por tanto, para todo b € B existe un a € A (que hemos
llamado agp) tal que P(ag,b) es cierto. Por tanto, el lado derecho de
la implicacién también es cierto.

Como se dan ambos casos, el lado izquierdo implica el lado derecho, asi
que el teorema es cierto. [



4. Es falso. Encontramos un contraejemplo. Segun el lado izquierdo de la
implicacién, pueden Jdag,a; € Ay 3bg, b1 € B, tal que ag # al y by # bl,
y para los que P(ag,bo) y P(a1,b1) sean ciertos, pero que hagan P(ag,b;)
y P(aq1,b,) falsos. Por tanto, en este caso no existiria un a, € A que hiciera
P(a,,b) cierto para todo b € B.

Ejercicio 2

Una pequena sociedad secreta dentro de la EPS tiene aviesas intenciones:
hacer que el examen final de FM3 sea obscenamente dificil, con enunciados del
estilo "Demuestre que un conjunto de axiomas no puede ser a la vez consistente
y completo.” o "Demuestre el ultimo teorema de Fermat." La tnica forma de
acabar con sus malvados planes es determinar con exactitud quién forma parte
de dicha sociedad secreta. Tras intensas investigaciones se ha conseguido reducir
el grupo de profesores de la EPS sospechosos a tan solo nueve personas:

{Abraham, Ana, Carlos, Gabriel, Gianluca, Teo, M ariano, Rodrigo, Victor}

La sociedad secreta es un subconjunto de estos nueve. Se ha encontrado una
lista con los participantes en el complot, pero esta cifrada utilizando notacion
logica, para evitar que los descubran (pues saben que los alumnos de FM3 no
podran resolver un problema asi). El predicado miembro indica quién forma
parte de la sociedad. Esto es: miembro(x) es cierto si y sélo si « es miembro de
la sociedad.

Los contenidos de la lista se encuentran a continuacién. Traduzca a lenguaje
natural cada uno de los predicados siguientes y deduzca quién forma parte de
la sociedad secreta.

1. 3z, Jy, 3z, (x # yAx # zAy # zAmiembro(z) Amiembro(y) Amiembro(z))
2. =(miembro(Ana) A miembro(Gianluca))

(miembro(Mariano) V miembro(Gabriel)) = Yz, miembro(x)

- W

miembro(Ana) = miembro(Gianluca)
5. miembro(Carlos) = miembro(Mariano)
6. (miembro(Abraham)V miembro(Teo)) = —miembro(Victor)

7. (miembro(Abraham) V miembro(Gianluca)) = —miembro(Rodrigo)

Solucién

1. 3z, Jy, 3z, (x # yAx # zAy # zAmiembro(xz) Amiembro(y) Amiembro(z))
Esto se puede traducir por: "Existe un conjunto de 3 personas, a las que
llamaremos x, y y z, diferentes entre si, que pertenecen a la sociedad
secreta." Otra forma mas natural de decir esto seria omintir el nombrado
de las personas: "Existen 3 personas que pertenecen a la sociedad secreta."
O, de forma aun mas simple: "La sociedad secreta cuenta con, al menos,
3 personas."



2. =(miembro(Ana) A miembro(Gianluca))
"Es imposible que tanto Ana como Gianluca formen parte de la socie-
dad" O, dicho de otra forma: "O Ana o Gianluca no forman parte de la
sociedad."

3. (miembro(Mariano) V miembro(Gabriel)) = VY, miembro(x)
"Si Mariano o Gabriel forman parte de la sociedad, entonces todo el mundo
forma parte de la sociedad."

4. miembro(Ana) = miembro(Gianluca)
"Si Ana forma parte de la sociedad, entonces Gianluca también."

5. miembro(Carlos) = miembro(Mariano)
"Si Carlos forma parte de la sociedad, entonces Mariano también."

6. (miembro(Abraham) V miembro(Teo)) = —miembro(Victor)
"Si Abraham o Mariano forman parte de la sociedad, entonces Victor no."
O, dicho de otra forma: "Si Victor forma parte de la sociedad, entonces ni
Abraham ni Teo forman parte."

7. (miembro(Abraham) V miembro(Gianluca)) = —-miembro(Rodrigo)
"Si Abraham o Gianluca forman parte de la sociedad, entonces Rodrigo
no." O, dicho de otra forma: "Si Rodrigor forma parte de la sociedad,
entonces ni Abraham ni Gianluca forman parte."

Y ahora que ya tenemos las traducciones, vamos a argumentar por qué la
sociedad secreta sélo puede estar compuesta por exactamente tres miembros:
Abraham, Gianluca y Teo.

Fijandonos en (2) podemos deducir que existe al menos una persona, ya
sea Ana o Gianluca, que no forma parte de la sociedad secreta. Pero también
sabemos, por (3), que si Mariano o Gabriel formaran parte de la sociedad,
entonces todo el mundo lo haria. Por lo que, por contradicciéon, concluimos que:

Mariano y Gabriel no forman parte de la sociedad secreta.

Ahora consideremos que (5) implica su contrapositivo: Si Mariano no forma
parte de la sociedad, entonces tampoco Carlos forma parte. Por tanto, como
Mariano no forma parte de la sociedad secreta:

Carlos no forma parte de la sociedad secreta.

Después nos fijamos en (4). Vemos que si Ana formara paerte de la sociedad,
entonces Gianluca también, lo cual llevaria la contraria a (2). Asi que, por
contradiccién, concluimos que:

Ana no forma parte de la sociedad secreta.

Ahora, supongamos que Victor forma parte de la sociedad. Entonces, segin
(6), ni Abraham ni Teo formarian parte. Ya sabemos que Mariano, Gabriel,
Carlos y Ana no forman parte de la sociedad secreta, por lo que, si suponemos
que Victor forma parte de la sociedad entonces solo habria tres personas que
podrian pertenecer a ella: Victor, Rodrigo y Gianluca. Como indica (1), la so-
ciedad secreta tiene que estar compuesta por al menos 3 miembros, por lo que la
sociedad tendria que estar formada por exactamente estos tres. Esto demuestra:



Lema 1: Si Victor forma parte de la sociedad, entonces Rodrigo y Gianluca
también son miembros.

Pero observando (7), vemos que si Gianluca forma parte de la sociedad,
entonces Rodrigo no puede hacerlo, por lo que:

Lema 2: Es imposible que tanto Gianluca como Rodrigo formen parte de la
sociedad.

Por tanto, a partir del Lema 2 concluimos que el Lema 1 es falso. Por lo
que, por el contrapositivo, demostramos que la hipotesis del Lema 1 es falsa. Es
decir, que:

Victor no forma parte de la sociedad secreta.

Por dltimo, supongamos que Rodrigo forma parte de la sociedad. Entonces,
por (7), ni Abraham ni Gianluca formarian parte, y ya sabemos que Mariano,
Gabriel, Carlos, Ana y Victor no forman parte tampoco. Por tanto, en esta
suposicion la sociedad estaria compuesta de, como mucho, dos personas (Rodrigo
y Teo). Esto contradice a (1), asi que concluimos que:

Rodrigo no forma parte de la sociedad secreta.

Es decir, que las tnicas personas que podrian forman parte de la sociedad
son Abraham, Gianluca y Teo. Como la sociedad tiene q ue contar con al menos
3 miembros, podemos concluir que:

Lema 3:No hay ninguna sociedad secreta posible excepto la compuesta por
Abraham, Gianluca y Teo.

Pero aiin no hemos terminado. Nos queda demostrar que la sociedad secreta
compuesta por Abraham, Gianluca y Teo satisface las 7 condiciones que he-
mos expuesto. Asi que definamos el conjunto A = { Abraham, Gianluca, Teo} y
demostremos la siguiente proposicion:

Proposicion: {Abraham, Gianluca, Teo} es la inica sociedad secreta que
satisface las condiciones (1)-(7).

|A| = 3 (Cardinalidad de A es 3), por lo que A satisface (1).
» Ana & A, por lo que A satisface (2) y (4).

» Mariano,Gabriel ¢ A, por lo que la hipdtesis de (3) es falsa, asi que A
satisface (3).

s Carlos € A, por lo que A satisface (5).

» Por ultimo, Victor, Rodrigo ¢ A, asi que las conclusiones tanto de (6)
como de (7) son ciertas, por lo que A satisface (6) y (7).

Por tanto, { Abraham, Gianluca, Teo} satisface las condiciones (1)-(7). Antes
(Lema 3) hemos demostrado que esta sociedad secreta es la unica que lo hace.
O



Ejercicio 3

Traduzca las siguientes frases del espanol a lenguaje de logica de predicados.
El dominio sobre el que se trabaja es X, el conjunto de todas las personasl.
Puede utilizar las siguientes funciones:

F(z): indica que z ha sido estudiante de FM3.
S(z): indica que x ha sacado sobresaliente en FM3.
J(x): indica que z le ha regalado un jamoén a Rodrigo.

E(x,y): indica que x e y son la misma persona.

Las frases a traducir son las que siguen:

1.

Hay gente que ha sido estudiante de FM3 y ha sacado sobresaliente en
FMa3.

. Todos los que han cursado FM3 y le han regalado un jamoén a Rodrigo

han sacado sobresaliente en FM3.

3. No hay nadie que le haya regalado un jamén a Rodrigo y que no haya
sacado sobresaliente en FM3.

4. Hay al menos tres personas que le han regalado un jamoén a Rodrigo y no
han cursado FM3.

Solucién

1. 3z € X, (F(z) A S(x)

2. Vo € X, (F(z) NJ(x)) = S(x)

3. o € X, (J(2) A =S(a))

4. I, y,z € X, (-E(z,y) A —\E(:c z) A —E(y, 2))

A (J(x) A=F (@) A (I (y) A=FE(y) A (T (2) A=F(2))

Ejercicio 4

Use una tabla de verdad para demostrar si las siguientes proposicones son o
no ciertas:

1.

2.

~(PV(QAR))=(=P)N(-QV-R)
“(PA(QVR)=(=P)V(~QA-R)



Solucién

1. Demostramos que el lado izquierdo:

P|Q|R|QAR|~(PV(QAR))
T|T|T T F
T|T|F F F
T|F | T F F
T|F|F F F
F|T|T T F
F|T|F F T
F|F|T F T
F|F|F F T

Y el lado derecho coinciden en todas las combinaciones posibles:

-P|-Q | -R|-QV-R| (-P)AN(-QV -R)
F F F F F
F F T T F
F T F T F
F T T T F
T F F F F
T F T T T
T T F T T
T T T T T
2. Demostramos que el lado izquierdo:
PIQ|R|QVR|PA(QVR)|(PAN(QVR))
T|T|T T T F
T|T]|F T T F
T|F|T T T F
T|F|F F F T
F|T|T T F T
F|T]|F T F T
F|F|T T F T
F|F|F F F T

Y el lado derecho coinciden en todas las combinaciones posibles:

~P|-Q | -R|-QA-R | (=P)V(-QA-R)
F | F | F F F
F|F | T F F
F|T|F F F
F | T|T T T
T|F |F F T
T|F | T F T
T|T|F F T
T|T|T T T




Ejercicio 5

Los conectores binarios A (and), V (or) y = (implies) aparecen mul-
titud de veces en expresiones logicas. Sin embargo, a la hora de disenar chips
y circuitos electronicos, suele ser mucho mas econémico construir la légica del
sistema utilizando tinicamente otra operaciéon: nand, ya que ésta es mas sencilla
de representar en un circuito. Aqui tienes la tabla de verdad para la operacion
nand:

P Q‘PnandQ
T T F
T F T
F T T
F F T

Vamos a trabajar con esta operacién logica. Para cada una de las expresiones
que siguen, encuentre una expresiéon equivalente usando dnicamente nand y —
(not), asi como cualesquiera paréntesis crea necesarios para especificar el orden
en el que se aplican las operaciones. Puedes utilizar A, B y los operadores tantas
veces como desee:

1. ANB
2. AVB
3. A — B

Por otra parte, como es posible expresar cualquier expresion légica usando
unicamente nand (sin necesidad de usar —), encuentre una expresion equivalente
a (—A) utilizando solo nand y, de ser necesario, paréntesis.

Es mas, incluso las constantes T y F' pueden ser expresadas tnicamente
recurriendo a nand. Construya una expresion gracias a la cual, a partir de una
proposicién arbitraria A y uno o mas nand, dé como resultado siempre T, cua-
lesquiera valores tome A. Construya también otra expresién que a partir de A
y uno o mas nand, dé como resultado siempre F, cualesquiera valores tome A.

Solucién

Consideramos los tres casos planteados:

1. Este primer caso es automatico, pues nand es lo opuesto a and (A). Por
tanto:

AN B =—-(Anand B)

2. Para este caso planteamos la tabla de verdad de AV B frente a la de
Anand By buscamos que combinacion de entradas (A, B, =A y =B) que
la pueden construir:

A B|-A -B|AVB | Anand B | (-A) nand (-B)
T T| F F T F T
T F| F T T T T
F T| T F T T T
F F| T T F T F



Asi que tenemos que:
AV B = (=A) nand (—B)

3. Para este caso, sabemos que podemos expresar la implicacién de la si-
guiente manera:

A= B=(-A)VB

Y, dado que sabemos c6mo expresar una union (V) con nand por el punto
2, podemos expresar la implicacién de la siguiente manera:

A = B = Anand (—B)

Para expresar la negaciéon (—) planteamos una tabla de verdad unicamente
con A y =A que nos permita deducir como construir esta ultima a partir de
nand. Pensemos en que nand es F' si sus dos entradas son T, por lo que:

A ‘ -A ‘ Anand A

T| F F
F| T T
Asi que concluimos que:
—A=Anand A

Finalmente, para expresar las constantes T' y F', recurrimos de nuevo a una
tabla de verdad, esta vez mostrando A y —A, y buscando qué combinaciéon de
entradas a nand utilizandolas (pues ya sabemos que podemos expresar —A como
Anand A) nos da el resultado pedido.

Para T, buscamos que las dos entradadas a nand sean siempre distintas,
pues eso hace el resultado siempre 7"

A | A | (~A) nand A
T| F T
T

F T
Con lo que:
T = (—-A)nand A
Y, sustituyendo —A:
T = (Anand A) nand A

Para F', sabemos que la tnica forma de que nand de como resultado F' es
que las dos entradas sean T. Y como sabemos cémo expresar T  a partir de nand,
Ay —A, concluimos que:

F = [(—A) nand A] nand [(—A) nand A]
Y, sustituyendo —A:
F = [(A nand A) nand A] nand [(A nand A) nand A]



Ejercicio 6

Dado un z € Z, demuestre que si 2% + 22 + = es impar = x es impar.
., Qué tipo de demostracion ha utilizado?

Solucién
Utilizaremos el método del contrapositivo. Demostraremos que:
Si xz es par = 23 + 22 + z es par.

Demostracion: Si x es par, entonces x = 2k para algin k € Z. Por tanto:

23+ 2%+ = (2k)3 + (2k)? + 2k = 8k3 + 4k? + 2k = 2(4k3 + 2k% + k)

Como 2(4k3 + 2k% + k) es par, entonces z° + x2 + x es par. [



Tema 3: Induccién
Ejercicio 1
Considere la siguiente funcién:

1)(n +2
1.242.343 44 .4 n(ni1) = "nFDOE)

Recurra a la induccién para demostrar que la férmula es correcta Vn € N*.

Solucion

Demostracion: Utilizamos induccion. Definimos P(n) como el hecho de
que la siguiente ecuacion sea cierta Vn € N*:

n(n—+1)(n+2)
3
Caso base: P(1) es cierto porque ambos lados de la ecuacion valen 2.
Paso inductivo: Debemos mostrar que P(n) = P(n+1),Vn > 1. Asumi-
mos que P(n) es cierto, dénde n denota cualquier entero positivo. Buscamos,
por tanto, demostrar que P(n + 1), que se puede ver a continuacion, es cierto:

(n+1)(n+2)(n+3)
3

1-242-34+3-4+..+n(n+1)=

1242343 4+...+(n+1)(n+2)=

Razonamos de la siguiente manera:

1-242-3+3-4+...+(n+1)(n+2)
=[1-24+2-343-44+...+nn+1)]+(n+1)(n+2)

_ n(n+1§(n+2) b+ 1) +2)
_n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
3
_(n+D)(n+2)(n+3)
3

La primera igualdad surge de extraer el lado izquierdo P(n) del lado iz-
quierdo de P(n 4+ 1). Después sustituimos el lado izquierdo de P(n) por su lado
derecho, y el resto de pasos son simplificaciones que acaban llevando al lado
derecho de P(n+ 1). Esto acaba con la demostracion de que P(n+ 1) es cierto,
ya que tenemos como resultado la ecuacion que se corresponde a P(n + 1). O

Ejercicio 2

Considere la siguiente funcién, una serie geométrica:

1 —pntl
1—r

Recurra a la induccion para demostrar que la formula es correcta Vr € R
con 1 # 1.

l+r+r2+r+. 41" =

10



Solucién

Demostracion: Utilizamos induccion. Definimos P(n) como el hecho de
que la siguiente ecuacion sea cierta Vr # 1:

1— ,rn-&-l

L+r4+r2+r+. 41" =
1—7r

Caso base: P(0) es cierto porque ambos lados de la ecuacion valen 1.

Paso inductivo: Debemos mostrar que P(n) = P(n+1),¥n € N. Asumi-
mos que P(n) es cierto, dénde n denota cualquier namero natural. Buscamos,
por tanto, demostrar que P(n + 1), que se puede ver a continuacion, es cierto:

2 .3 R e
1+r+r 47>+ +r = ——
1—r
Razonamos de la siguiente manera:
2 T 1
L+r+r24+m 4 4t = T +
-7
L=t (1 — )t
N 1—r
1 —pnt2
T o1y

La primera ecuacion nace de la asuncion de que P(n) es cierto. Sumamos a
ambos lados de la ecuacién el término " +!, y el resto de pasos son simplifica-
ciones sobre dicha ecuacion. Esto acaba con la demostracion de que P(n+1) es
cierto, ya que tenemos como resultado la ecuacion que se corresponde a P(n+1).

O
Ejercicio 3
Use la induccién para demostrar que, para todo entero positivo n, 6™ — 1 es
divisible por 5.
Solucién

Demostraciéon: Utilizamos induccion. Definimos P(n) como (56" —1) Vn €
N,n > 1.
Caso base: P(1):
6!—1=6-1=5

Paso inductivo: Debemos mostrar que P(n) = P(n+1),Yn > 1. Asumi-
mos que P(n) es cierto. Buscamos, por tanto, demostrar que P(n + 1), que se
puede ver a continuacién, es cierto:

(5[6"+* ~ 1)

Razonamos de la siguiente manera:

11



6"t —1=6(6") -1
=6(6"—1)—1+6
=6(6"—1)+5

Por P(n) sabemos que 6(6* — 1) es divisible por 5, por lo que al sumarle 5
sigue siéndolo. Por tanto, P(n + 1) es cierto. O

Ejercicio 4

Como parte de un nuevo reality show, un grupo de concursantes son abando-
nados en una isla remota. Los concursantes han estado de acuerdo en, antes de
que empiece la emision del programa, tatuarse en medio de la frente un pequefio
dibujo en forma de ojo, de color rojo o morado. Ninguno de los concursantes
sabe el color de su tercer ojo, ni cudntos ojos morados y rojos hay en total. En
la isla no hay ningin espejo, y se prohibe a los concursantes hablar sobre los
tatuajes. Por tanto, todo el mundo sabe el color del tatuaje de todos los demés,
pero no del suyo propio.

El primer dia del concurso, para sorpresa de los ilusionados concursantes, el
presentador se presenta ante ellos y les dice, con voz grave y misteriosa:

Contdis con provisiones para sobrevivir tantos dias como personas sois.
No recibiréis mds.

Al menos uno de vosotros posee un 0jo purpura.

Debéis obedecer las siguientes reglas:
1.- Los tatuados con un ojo purpura solo podrin abandonar la isla cuando
puedan demostrar que ése es el color de su ojo.
2.- Los tatuados con un ojo rojo abandonardn la isla automdticamente cuando

no quede nadie con un ojo purpura.

El presentador, y la maligna cadena televisiva que le produce, esperan que,
tras esta ominosa revelacion, la convivencia entre los concursantes se vuelva
imposible. Las tensiones internas deberian crear multitud de dramas personales
y, en consecuencia, disparar los indices de audiencia.

Sin embargo, los creadores del programa no contaban con que todos los
concursantes han cursado FM3 y son, por consiguiente, unos maestros en el uso
de la logica. Asi que lo que al final sucede es que los concursantes pasan los dias
en alegre convivencia, hasta que un dia (antes de que se acaben las provisiones),
todos los que poseen un ojo purpura demuestran esta circunstancia y abandonan
la isla a la vez, terminando con el concurso.

Podemos representar esta situacién con el siguiente teorema:

Teorema: Todos los concursantes con un ojo purpura tatuado abandonan la
isla el dia p, dénde p es el nimero de concursantes con un ojo parpura. p > 1

Demuestre, utilizando la induccién, que este teorema es cierto, al igual que
hicieron los concursantes para salvar su vida. Como pista, sugerimos una hipé-
tesis P(n) que verifique que todos los siguientes casos son ciertos para el dia
n:

12



1.
2.
3.

Si p > n, entonces

Si p = n, entonces

Si p < n, entonces

Para poder llevar a cabo la demostracion deberd rellenar los espacios en
blanco.

Solucién

Demostracion: Utilizamos induccién. Definimos P(n) como:

1.

Si p > n, entonces ningin concursante con un ojo purpura abandona ain
la isla.

Si p = n, entonces todos los concursantes con un ojo purpura abandonan
la isla este dia.

Si p < n, entonces ya no queda ningiin concursante con un ojo purpura
en la isla.

Caso base: Tenemos que comprobar que las tres partes se dan en P(1):

1.

Supongamos p > 1: pongamonos en el lugar de un concursante con un
ojo purpura. Como el presentador ha dicho que hay al menos una persona
con un ojo purpura, y yo veo a al menos otro con un ojo purpura (ya que
p > 1), entonces yo no tengo por qué tener un ojo purpura, bien podria
tenerlo rojo. Asi que no debo abandonar la isla.

. Supongamos p = 1: pongamonos en el lugar de un concursante con un ojo

purpura. Como el presentador ha dicho que hay al menos una persona con
un ojo purpura, y yo no veo a nadie con un 0jo purpura, entonces el inico
con un ojo purpura soy yo. Asi que debo abandonar la isla.

. Supongamos p < 1: siempre es cierto, ya que nunca se va a dar que p < 1

(siempre hay al menos un concursante con un ojo parpura), y P = @
es cierto si P = F.

Por tanto, P(1) es cierto.

Paso inductivo: Asumimos que P(n) es cierto. Tenemos, sabiendo esto, que
comprobar que las tres partes se dan en P(n + 1):

1.

Supongamos p > n+ 1: como p > n, sabemos que nadie ha abandonado la
isla atn (parte 1 de P(n)). Pongamonos en el lugar de todos los concur-
santes con un ojo purpura. Como ven a al menos otros n + 1 concursantes
con un ojo purpura, todos concluyen que ellos no tienen por qué tener un
ojo purpura, asi que no abandonan la isla.

. Supongamos p = n + 1: como p > n, sabemos que nadie ha abandona-

do la isla aun (parte 1 de P(n)). Pongédmonos en el lugar de todos los
concursantes con un ojo purpura. Como ven a exactamente otros n con-
cursantes con un ojo purpura, todos concluyen que ellos tienen un ojo
purpura (pues todos los demés concursantes con un ojo pdrpura ven a su
vez a n concursantes con el ojo parpura), asi que abandonan la isla.
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3. Supongamos p < n + 1: aqui puede ser que p = n, en cuyo caso todos los
concursantes con ojo purpura habran abandonado ya la isla (parte 2 de
P(n)), o p < n, en cuyo caso no quedard ya ningin concursante con un
ojo purpura (parte 3 de P(n)).

Por tanto, hemos demostrado que si P(n) es cierto, se cumple que P(n) =
P(n+1).0

Si resulta complicado entender el razonamiento l6gico que llevan a cabo los
concursantes en P(n), seria recomendable intentar traducirlo a n = 2, luego
n = 3, y asi sucesivamente, para asi comprender el problema.

Por ejemplo, con n = 2, durante el segundo dia los dos concursantes con
un ojo purpura ven exactamente a otro concursante con un ojo purpura. En
ese momento ambos saben que el total de ojos purpura es dos, y ambos tienen
un ojo purpura. La explicacién es la siguiente, desde el punto de vista de cada
concursante con un ojo purpura:

1. Si hubiera s6lo un ojo purpura, el concursante con un ojo purpura al que
veo habria abandonado la isla ayer, al no ver éste a ninguna otra persona
con un ojo purpura.

2. Si hubiera tres o mas ojos purpuras, veria a dos o mas concursantes con
un ojo purpura, pero sélo veo a uno. Luego es imposible.

3. Por tanto, s6lo puede haber dos ojos pirpuras, y yo soy uno de ellos.
Ejercicio 5

Use la induccion para demostrar que, para todo entero positivo n:

L n
WD ntl

Solucién

Demostracion: Utilizamos induccion. Definimos P(n) como el hecho de
que se cumpla la igualdad del enunciado.
Caso base: P(1):

1 1
Z _
= (z+1) 1.2 2 1+1

Paso inductivo: Debemos mostrar que P(n) = P(n+1),Yn > 1. Asumi-
mos que P(n) es cierto. Buscamos, por tanto, demostrar que P(n + 1), que se
puede ver a continuacién, es cierto:

ntl 1 n+1

; iti+1) n+2

Razonamos de la siguiente manera:
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(1) (n+2)
_(n+1)(n+1)
(1D (n+2)
()

 (n+2)

Por tanto, P(n) es cierto para todo n > 1. O

Ejercicio 6

Use la induccién para demostrar que, para todo entero n > 3, n? — 7n + 12

no es negativo.

Solucién

Demostracién: Utilizamos induccion. Definimos P(n) como n?—7n+12 > 0

para todo entero n > 3.
Caso base: P(3):

n?—-Tn+12=32-7-3+12=9-21+12=0

Paso inductivo: Debemos mostrar que P(n) = P(n+ 1),Vn > 3. Asumi-
mos que P(n) es cierto. Buscamos, por tanto, demostrar que P(n + 1), que se

puede ver a continuacién, es cierto:
n+1)?2=7n+1)+12>0

Razonamos de la siguiente manera:

n+1)?=7n+1)+12=n*+2n+1—-Tn—7+12
= (n? —Tn+12) + (2n — 6)

>2n—6

>2-3—6 « Porque n > 3.

=0

Por tanto, P(n) es cierto para todo n > 3. O
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Ejercicio 7

Use la induccién para demostrar que, para todo entero no negativo n, tal
que n # 2 y n # 3, se cumple que n? < n! es cierto.

Solucién
Demostracion: Antes de nada, tengamos en cuenta lo siguiente:
= Sin =0, entonces 02 =0y 0! = 1.
» Sin=1,entonces 12=1y 1! =1.

Ahora utilizamos induccién para el resto de valores posibles de n. Definimos
P(n) como el hecho de que n? < n! es cierto para todo n > 4.

Caso base: P(4): 42 = 16 y 4! = 24. Por tanto: 16 < 24

Paso inductivo: Debemos mostrar que P(n) = P(n+1),Vn > 4. Asumi-
mos que P(n) es cierto. Buscamos, por tanto, demostrar que P(n + 1), que se
puede ver a continuacién, es cierto:

(n+1)* < (n+1)!

Razonamos de la siguiente manera:

(n+1)!=(n+1)n!
> (n+ 1)n* «+ Por P(n).
=n?-n+n?
242-n+n2<—Porquen24.
= 14n + 2n +n?
=ln+2n+n*+1-1
=ldn+ (n+1)2 -1
> (n+1)°

Por tanto, P(n) es cierto para todo n > 4.

Ejercicio 8

Cuentan las leyendas que, perdido en medio de un valle secreto en el Ti-
bet, yace un lugar de peregrinaciéon y sabiduria conocido como el Templo de
la Eternidad. A él acuden aquellos monjes que buscan obtener la iluminacion,
para asi convertirse en bodhisattvas, seres iluminados que sienten una gran com-
pasion por el universo. Pero para alcanzar tal estado no basta con penetrar en
el Templo de la Eternidad, sino que también se deben superar las pruebas que
se encuentran en su interior.

Cada vez que un monje entra en el Templo de la Eternidad se le entrega un
cuenco con 15 cuentas rojas y 12 cuentas verdes. Los monjes deben entonces
meditar frente al impresionante Gong del Tiempo y, cada vez que este taia,
decidir entre hacer una de las siguientes dos cosas:
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s Intercambiar: Si un monje tiene al menos 3 cuentas rojas, podra cambiar
3 cuentas rojas por 2 cuentas verdes.

= Permutar: Un monje puede cambiar todas sus cuentas rojas por verdes
y todas sus cuentas verdes por rojas. Es decir, que si tiene 7 cuentas rojas
y j cuentas verdes, tras acabar de permutar tendrd j cuentas rojas e 4
cuentas verdes.

Un monje s6lo podra abandonar el Templo de la Eternidad cuando tenga
exactamente 5 cuentas rojas y 5 cuentas verdes en su cuenco. Momento en que,
suponemos, habré alcanzado la iluminacién. Represente la situacién descrita
mediante una maquina de estados, y més concretamente:

1. Indique cémo se pueden representar los estados de dicha maquina de es-
tados.

2. Use la notacién que ha desarrollado para representar las transiciones po-
sibles.

3. Dibuje un diagrama que represente los primeros 3 o 4 niveles de esta
maquina de estados. No olvide indicar de qué tipo es cada transicién.

Pero, joh desgracia! La prueba a la que someten a los monjes en el Templo
de la Eternidad no tiene solucién, ya que el estado pedido (5 cuentas rojas y
5 verdes) viola un invariante de la maquina de estados presentada. Por tanto,
debera demostrar, utilizando la induccién, que se cumple el siguiente teorema.

Teorema 1: Nadie abandona jamds el Templo de la Eternidad.

Para demostrarlo, busque un invariante que se cumpla en el estado inicial y
se mantenga tras cada transicién, pero que no cumpla el estado que permite a
los monjes salir del templo.

Aprovechando que estamos analizando la maquina de estados que represen-
ta el Templo de la Eternidad, demuestre también que se cumple el siguiente
teorema:

Teorema 2: El nimero de estados alcanzable en la mdquina de estados del
Templo de la Eternidad es finito.

Para lograrlo, encuentre un invariante que sugiera un limite superior a la
cantidad de estados alcanzables y demuestre que se cumple.

Y ahora volvamos nuestra atencién de nuevo hacia los monjes. En el interior
del Templo de la Eternidad el Gong del Tiempo sigue sonando, una y otra vez.
Como cabria imaginar, los monjes empiezan a darse cuenta de que no importa
cuantas veces intercambien o permuten sus cuentas, jsiempre acaban repitiendo
algin estado anterior!

Esto no es algo tan terrible como podria parecer, ya que esta stubita revelaciéon
hace que unos cuantos monjes alcancen la iluminacién, su objetivo inicial cuando
entraron en el templo. Sin embargo, para el resto las tribulaciones soportadas
adn no son suficientes, y el conocimiento recién adquirido no hace sino minar su
voluntad. Simplemente se deprimen. Dandose cuenta de esto, el abad del templo
decide presentarse ante ellos y proponerles lo siguiente:
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Si algiin monje consigue visitar los 108 estados' 1inicos en los que puede
encontrarse su cuenco, entonces podrd abandonar el Templo de la Eternidad.

(Tienen los monjes alguna oportunidad de abandonar el Templo de la Eter-
nidad? La respuesta, desafortunadamente, es que no. Demuestre el siguiente
teorema, buscando una contradiccién:

Teorema 3: No es posible visitar 108 estados distintos en la mdquina de
estados del Templo de la Eternidad.

;,Cudl es el méximo numero de estados que se pueden alcanzar? ;Cémo?

Solucién
En primer lugar, veamos cémo representar la maquina de estados:

1. Podemos utilizar una variable r para representar el niimero de cuentas
rojas, y una varible v para representar el numero de cuentas verdes. Sa-
biendo esto, podemos representar los estados como parejas (r,v) parar > 0
yv2>0.

2. Existen dos tipos de transiciones posibles:

= Intercambiar: (z,y) — (x — 3,y +2),2 >3
= Permutar: (z,y) — (y,x)

3. El diagrama de los primeros 4 niveles puede verse a continuacién:

1108 es el nimero mistico que representa la totalidad de la existencia, pues sus digitos son
1, que representa una cosa; 0, que representa la nada; y 8, que representa la eternidad (el
infinito). 108 fueron también las preguntas que hizo Buda, y ademés 108 = 42 + 24 + 42
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La maquina de estados que representa el Templo de la Eternidad modela
todas las formas en las que los monjes pueden cambiar sus cuentas respetando las
reglas. Ahora queremos saber si dicha maquina puede alcanzar el estado (5, 5).
Si es asi, decimos que dicho estado es alcanzable. Una forma bastante practica
de determinar si un estado es alcanzable o no es identificar los invariantes de la
méquina de estados. En este caso el invariante es el siguiente:

En todos los estados alcanzables, el numero de cuentas rojas menos el nimero
de cuentas verdes en el cuenco de un monje sigue la formula 5k + 2 o la
formula 5k + 3 siendo k un entero.

Este invariante lo hemos encontrado tras una observaciéon cuidadosa del dia-
grama que se ha mostrado anteriormente. El siguiente paso es demostrar que
dicho invariante se cumple para todos los estados alcanzables del sistema, asi
que recurrimos al método de la induccion.

Proposicion: P(n): Tras n transiciones, en el estado (x,y), t —y =5k +2 o
x —y =5k + 3, stendo k un entero.

Caso base: P(0) es cierto porque para el estado (15,12), 15—12=5-0+3
Paso inductivo: Asumimos que P(n) es cierto. Analicemos los posible casos
para el estado P(n + 1), considerando que (z,y) es el estado para P(n):

= Siz > 3, entonces el monje puede haber intercambiado 3 cuentas rojas por
2 cuentas verdes. Por tanto, el nimero de cuentas rojas menos el nimero
de cuentas verdes es el siguiente: (z —3) — (y +2) = (z — y) — 5. Aqui
tenemos dos posibilidades:

1. Que, por P(n), r —y = 5k + 2, en cuyo caso:

2. Que, por P(n), x —y = 5k + 3, en cuyo caso:
(t—y)—5=5k+3—5=5k—2=>5(k—1)+3=>5k +3

= La otra opcién es que el monje haya permutado las cuentas rojas por las
verdes. Si ha sucedido esto, el nuevo estado es (y,z). Aqui tenemos dos
posibilidades:

1. Que, por P(n), x —y = 5k + 2, en cuyo caso:
(y—a) = —5k—2="5(—k—1)+3 =5k +3
2. Que, por P(n), x —y = 5k + 3, en cuyo caso:
(y—x)=-5k—3=5(—k—1)+2=>5k +2

Por tanto, en todos los casos posibles P(n+1) es cierto. Por lo que P(n) —
P(n+1). Por induccién, hemos demostrado que el invariante se cumple, y como
no se cumple que 0 = 5k + 2 o que 0 = 5k + 3, entonces el estado (5,5) no es
alcanzable. Por tanto, nadie abandonaré jaméas el Templo de la Eternidad. Con
ese nombre, deberian haberlo sospechado. [

Ahora es el momento de demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2: El nimero de estados alcanzable en la mdquina de estados del
Templo de la Eternidad es finito.
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Para demostrarlo utilizamos el siguiente invariante:

En todos los estados alcanzables, la suma de las cuentas rojas y las cuentas
verdes en el cuenco de un monge (r +v) es como mucho 27.

Para encontrar este invariante nos hemos limitado a contar el nimero méa-
ximo de cuentas en el diagrama que aparecia antes. Recurrimos a la induccién
para demostrar el invariante. P(n) en este caso es que, tras n estados, r+¢g < 27.

Caso base: P(0) es cierto porque para el estado (15,12), 15+ 12 = 27

Paso inductivo: Asumimos que P(n) es cierto. Analicemos los posible casos
para el estado P(n+1), considerando que (z, y) es el estado para P(n). Tenemos
dos situaciones posibles:

= Si x > 3, entonces el monje puede haber intercambiado 3 cuentas rojas
por 2 cuentas verdes. Por tanto, el nimero de cuentas rojas més el nimero
de cuentas verdes es el siguiente: (x — 3) + (y + 2) = (z + y) — 1. Como
por P(n) sabemos que x + y < 27, entonces (z +y) — 1 < 27.

= La otra opcién es que el monje haya permutado las cuentas rojas por las
verdes. Si ha sucedido esto, el nuevo estado es (y, z). Por tanto, el namero
de cuentas rojas mas el nimero de cuentas verdes es el siguiente: y + x.
Como por P(n) sabemos que = +y < 27, entonces y + z < 27.

Por tanto, en todos los casos posibles P(n+1) es cierto. Por lo que P(n) =
P(n+1). Por induccion, hemos demostrado que el invariante se cumple, asi que
nunca se pueden tener en total mas de 27 cuentas.

Por fin estamos equipados para demostrar el teorema 2, que hay un limite
superior al nimero de estados alcanzables en la maquina de estados. Lo demos-
tramos por razonamiento directo. Sabemos que el maximo de cuentas es 27, y
s6lo hay 28 formas de que r y v sumen 27, 27 formas de que r y v sumen 26, y
asi sucesivamente. Por tanto, como:

29 - 28
28+27+26+...+2+1:T:406

Habré como mucho 406 estados posibles: una cantidad finita. O
Como 406 es mas que 108, los pobres monjes piensan que quizd puedan
alcanzar los 108 estados pedidos. Pero no es asi.

Teorema 3: No es posible visitar 108 estados distintos en la mdquina de
estados del Templo de la Eternidad.

Demostremos este teorema encontrando una contradiccién. Supongamos que
es posible visitar 108 estados tinicos en una ejecucion de la maquina de estados,
y consideremos la secuencia de movimientos que seria necesario seguir para ello.
Cada movimiento de la secuencia debe ser obligatoriamente un intercambio o
una permutacion. Al hacer una permutacion la suma de cuentas rojas y verdes
no cambia. Al hacer un intercambio la suma de cuentas rojas y verdes se reduce
en 1:

(r=3)+@Ww+2)=(r+v)—1
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También sabemos que r + v tiene que ser al menos 3 para poder hacer
un intercambio. Con todo esto concluimos que, como mucho, podemos hacer
25 intercambios (27 — 2). Por contra, a partir de cada estado podemos hacer
infinitas permutaciones, pero esto no es realmente cierto, ya que de ellas sélo
una (la primera para cada estado) nos llevara a un estado no visitado. Es decir,
que si en el estado k£ hacemos dos permutaciones consecutivas, el nuevo estado
k + 2 sera el mismo que k.

Por tanto, el limite superior de estados alcanzables es 1 + 25 4+ 25 + 1 = 52
(el estado inicial, 25 intercambios, 25 permutaciones, y el estado final). Como
52 < 108, no es posible visitar 108 estados, asi que ningin monje abandonaré
jamés el Templo de la Eternidad. [J

Para alcanzar estos 52 estados un monje debe empezar haciendo una per-
mutaciéon para alcanzar el estado (12, 15), luego hacer otra permutaciéon para
volver al estado inicial, y después seguir con una serie de 25 parejas intercam-
bio/permutacion hasta llegar a (0,2), momento en el que hacer una dltima
permutacion para llegar hasta (2,0).

Ejercicio 9

Probablemente uno de los tipos de robots més populares ahora mismo en el
mercado sean los robots-aspiradora. Su cometido es, como se puede deducir a
partir del nombre, aspirar el polvo del suelo de una casa. Para este problema
consideraremos uno de los primeros prototipos de este robot, para el cual se
han programado una serie de movimientos que deberian permitirle cubrir todo
el suelo de una habitacién.

Desde el punto de vista del robot, la habitacién es una rejilla bidimensional,
siendo la posicién inicial del robot (0,0), donde el primer valor representa la
coordenada x y el segundo la y. A partir de esta posicion inicial, el robot puede
moverse en cualquiera de las cuatro diagonales. Es decir, que puede aumentar o
reducir su x en 1 y aumentar o reducir su y en 1. Es decir, que el robot no puede
moverse simplemente a la derecha, izquierda, arriba o abajo, sino que tendra
que hacerlo en diagonal.

Demuestre, utilizando induccién, que éste es un mal programa para el robot,
pues nunca podré alcanzar la posicion (1,0).

Solucion

Representaremos el robot del problema como una maquina de estados con
dos valores x, e y, que representan su posicion en un momento dado. A partir de
esta méaquina de estados buscamos un invariante que todos los estados posibles
cumplan pero que no sea posible en el estado (1,0). Para ello tenemos en cuenta
algunos de los estados posibles: (0,0), (1,1), (2,2), (1,3), (0,2)...

Vemos que, en todos ellos, la suma x + y siempre es un ntimero par, asi que
plantemos el siguiente invariante:

Teorema: La suma de la coordenada x y la coordenada y del robot en un
estado cualquiera siempre es par.

En efecto, el estado (1, 0) no cumple con esta condicion, por lo que si podemos
demostrar el invariante habremos resuelto el problema. Demostramos usando
induccion.
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Proposicion: P(n): Tras n transiciones, en el estado (x,y), x +y es par.

Caso base: P(0) es cierto porque para el estado (0,0), 040 = 0, que es par.
Paso inductivo: Asumimos que P(n) es cierto. Analicemos los posible casos
para el estado P(n + 1), considerando que (z,y) es el estado para P(n):

Si el robot se mueve a (z + 1,y + 1), la nueva suma de coordenadas es
r + vy + 2, que es par, ya que x + ¥y es par.

Si el robot se mueve a (z + 1,y — 1), la nueva suma de coordenadas es
x + ¥y, que ya sabemos que es par.

Si el robot se mueve a (x — 1,y + 1), la nueva suma de coordenadas es
x 4y, que ya sabemos que es par.

Si el robot se mueve a (x — 1,y — 1), la nueva suma de coordenadas es
T+ Yy — 2, que es par, ya que x + ¥y es par.

Por tanto, en todos los casos posibles P(n+1) es cierto. Por lo que P(n) =
P(n+1). Por induccién, hemos demostrado que el invariante se cumple, y como
no se cumple que el estado (1,0) no es alcanzable. O
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Tema 4: Teoria de niimeros

Ejercicio 1

Encuentre el med(10933, 832).

Solucion

med(10933, 832) = med(832, res(10933, 832))
10933 = 832 - 13 + 117 — mcd(832,117)
med(832,117) = med(117,res(832,117))
832 = 117 - 7+ 13 — med(117,13)
med(117,13) = med(13,res(117,13))
117 = 13- 9 + 0 — med(13,0)
med(13,0) = 13

Por tanto: med(10933,832) = 13

Ejercicio 2
Considere la siguiente ecuacion:
13z = 60y + 1.

Utilizando el algoritmo del Pulverizador, encuentre la pareja de valores = e
y solucién de la ecuacion con la x positiva mas pequena posible. La variable y
puede ser negativa. Tanto x como y deben ser enteros.

Solucién

Podemos escribir 13x = 60y 4+ 1 como 13x — 60y = 1, dandonos asi cuenta
de que x e y son una combinacién lineal de 1. Planteamos el Pulverizador con
a=13y b=060:

a b res =a-—q-y

60 13 8 =60-4-13

13 8 5 =13-1-8=13-60+4-13=-60+5-13

8 5 3 =8-1-5=60—-4-13-5-134+460=2-60—9-13

5 3 2 =5-1-3=5-13-60—2-60+9-13=-3-60+14-13
3 2 1 =3-1-2=2-60—9-13+3-60—14-13=5-60—23-13

Por tanto, tenemos que z = —23 e y = 5. Como queremos que =z > 1,
hacemos la siguiente operacion:

1=-23-134+5-60=-23-134+5-60+60-13 -13-60=37-13—-8-60

Asi que la pareja buscada es x = 37 e y = —8.
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Ejercicio 3
Calcule el residuo de 1243 (mdéd 713).
Solucién
En primer lugar, descomponemos el exponente (43) en potencias de dos:
43=25+23421+20=32+8+2+1
Por tanto:
1243 = 1232128 . 122 . 12

Recurriendo a ellas, calculamos por fin el residuo de 1243 (méd 713).

122 =122 = 144 (méd 713)

124 = (12%)% = 144% = 20736 = 59 (mdéd 713)

128 = (12%)? = 59% = 3481 = 629 (méd 713)

12'0 = (12%)% = 6297 = 395641 = 639 (méd 713)

12°% = (12'9)? = 639° = 408321 = 485 (méd 713)

1243 =1232.12% . 122 .12 = 485 - 629 - 144 - 12 = 527152320 = 48 (méd 713)

Por tanto: 1213 = 48 (méd 713)

Ejercicio 4

Recurriendo a la aritmética modular, demuestre que 100[(111° — 1).

Solucion

Operamos utilizando aritmética modular con médulo 100. Podemos resolver
el problema, de varias formas. Podemos, por ejemplo, calcular el residuo de 1110
(méd 100) de forma directa:

112 =11-11=121=21 ( )
113 =11%2-11=21-11=231=31 ( )
11Y=11%-11=31-11=341 =41 ( )
11°=11* 11 =41-11 =451 =51 ( )
115=11°-11=51-11 =561 =61 (méd 100)
N"=11°11=61-11=671=71 ( )
118 =11"-11=71-11=781=81 ( )
11 =113 -11=81-11=891 =91 ( )
119 =11-11=91-11=1001=1 ( )
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También podemos recurrir a las potencias de 2. Pues sabemos que 10 = 8+4
y, por tanto: 110 = 118.112. Sabiendo esto, podemos calcular el residuo de 1119
(méd 100) de la siguiente forma:

112 =11-11=121=21 (méd 100)

11" = (11*)* =21 =441 =41 (méd 100)

11% = (11")* = 41> = 1681 = 81 (méd 100)
1119 =118.112=81-21=1701 =1 (mdd 100)

Para ambos casos, como 111 = 1 (méd 100), entonces (1119 — 1) = 0
(méd 100). Es decir, que 100/(111° —1). O

Ejercicio 5

Recurriendo a la aritmética modular, demuestre que 7](2222555% + 55552222),

Solucion

Operamos utilizando aritmética modular con médulo 7. En primer lugar,
simplificamos las bases de las potencias a su residuo médulo 7:

2222 =3 (mébd 7)
5555 =4 (méd 7)
22225555 + 55552222 = 35555 4 42222 (méd 7)

Por el pequeno teorema de Fermat sabemos que, dado un primo p y un k
que no sea miltiplo de p, se cumple que k= =1 (mdd p). Por tanto, y dado
que 7 es un numero primo y k1 = 3 y k2 = 4 no son miltiplos de p, entonces se
cumple que:

30=1 (méd7)
45=1 (méd 7)

Y como:

9555 =925-6+5
2222 =370-6+2

Tenemos que:

35555 _|_42222 = (36)925 . 35 T (46)370 . 42 (méd 7)
(3%)925.3% 4 (45)%70 . 42 =37 + 4> (méd 7)
P +47=243+16=5+2=7=0 (mdéd 7)

Como 35595 4 42222 = () (méd 7), eso implica que 7|(222255%% 4 55552222),
O
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Ejercicio 6

Demuestre que 711((367"° — 1).

Solucion

Pensamos en el teorema de Euler, que dice que, dados unos k y n primos
relativos: k(") =1 (méd n). Esto mismo, escrito de otra forma:

n|(k¢(") —-1)

Nos fijamos en que el divisor es 7'!, y aplicamos sobre él la funcién indicatriz
de Euler:

¢(711) — 711(1 _ 7) =6- 710

Por tanto:

36~710 _ 3¢(711)

Asi que comprobamos que n = 7' y k = 3 son primos relativos:

med(7,3) =1
med(7TH,3) =1

Por tanto, hemos demostrado que podemos aplicar el teorema de Euler sobre
n =1y k=3, por lo que:

36(7") = 1
THET - 1)
711|(36~710 - 1)

(méd 7H)

O

Ejercicio 7

Tenemos una hoja de papel, y se nos permite cortarla en 7 trozos distintos.
Podemos repetir este proceso tantas veces deseemos. Es decir, podemos cortar
uno de los 7 trozos obtenidos en otros 7, y asi sucesivamente. Demuestre, uti-
lizando artimética modular, que no se pueden lograr dividir la hoja en 1997
trozos mediante este proceso.
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Solucién

Cada vez que cortamos un trozo de papel en 7 estamos anadiendo 6 al total
de trozos. Por tanto, todos los posibles nameros de trozos que puedo conseguir
son congruentes entre si médulo 6. Por ejemplo:

7=1 (méd 6)
13=7=1 (mdd 6)
19=13=715=7=1 (mdd 6)

Buscamos el residuo de 1997 (los trozos pedidos) moédulo 6:

1997=5 (méd 6)

Como el residuo es distinto a 1, eso quiere decir que es imposible conseguir
1997 trozos usando el método indicado. U
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