DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
Analisis de Variable Real. Curso 13—14.
Sucesiones y series. Hoja 4

62 Demostar

. . L 2
i) que la sucesion cuyo término general es x, = 3n°+5

n2+n+1

converge hacia 3.
ii) que la sucesion y, = 3*"~! tiende a +oo.
iii) que la sucesion z, = 2+ (—1)" no tiene limite.

63 i) ;Pueden existir dos sucesiones de nimeros reales que tengan infinitos términos iguales y distinto
limite?

it) ; Pueden existir dos sucesiones de nimeros reales {a,} y {bn} tales que ay # by, para todo n y con
el mismo limite?

i11) Una sucesidn es convergente y tiene sus términos alternativamente positivos y negativos. ;Cual es
su limite?.

64 Demostrar que si limy, oo an, =0 y {b,} es acotada entonces limy,_,oc anby, = 0.
Poner ejemplos en los que lim,_,~ a, = 0 pero {b,} es no acotada y que se verifique, respectiva-
mente, que lim,_,o anb, = 00, lim, o0 anby, = 0 y lim, o anb, no existe.

65 Probar que si x, es una sucesion de numeros reales o complejos no nulos tales que

i) Hmy, 00 \w;:1] < 1 entonces lim,, o0 pn = 0.

i1) imy, 00 V/|zn| < 1 entonces limy, o0 2, = 0.

66 Calcular

i) iy o0 25 (3464 +3n), i) im0 Zgnton—, i) iy oo VRZ + -1, i) limy o0 (+
1 , -2 2 -2 )1 3(VnF1-¥n) .
+ \/m); v) limp oo (7% + (0 + 1)7° + +(2n)7%),  vi) limye 2(ViFi—vn) vii)
limy, oo (VR + 1 —/n)4/ ”TH, vi41) Hmy, o0 SV
n+4/n+v/n
67 Probar que si x, = % donde P(z) = Y joarz® y Q(z) = Zgg:o bipz* son polinomios con

am >0, by > 0, se tiene

i) St m =1 entonces limy, o T, = ‘;}—’7.
i1) si m > 1 entonces lim,_,oc T, = 00.
i11) si m <l entonces lim,_,o x, = 0.

68 Sea xp, =1+ % + -+ %, probar que x, es mondtona creciente y que

k

Lok > —
2k—2

y por tanto concluir que lim, oo x, = 00.
Indicacioén: agrupar los sumandos en xor entre los inversos de dos potencias de 2 consecutivas.
2

69 Probar que la sucesion definida por
z1=1, Zpr1=vV1+a,
es monotona creciente y acotada y calcular su limite.

70 Probar que las siguientes sucesiones son mondtonas y acotadas. Calcula su limite.
i) Yn+1 = 1 (2yn +3), y1 = 1.
i) Zpy1 = V22, 21 = 1.



71 Dado a > 0 sea

1 a
—(sn+—), s1>0

Sn+1 =
2 Sn

Probar que S%H > a, paran > 1, s, es decreciente y converge a \/a.

72 Calcular el limite de la sucesion

ar =+va, ay=\/a++a, az=1\la+/la++a,...

73 Limite superior e inferior de una sucesién
Sea {x,} C R una sucesion acotada y definimos para N € IN

stendo a > 0.

ay = inf{z,, n > N}, by = sup{x,, n > N}.

Demostrar que
i) an es mondtona creciente, by es decreciente, ay < xn < by, para todo N € IN.
Definimos el limite inferior y superior de x, como

liminf z,, = lim ay, limsup x,, = hrn bn.
n—00 N—oo n—00 —00
Probar que estan bien definidos.
it) Probar que x,, converge si y sélo si liminf, . x, = limsup,,_, . Tn.
i11) Si s > limsup,,_,., x, entonces, excepto posiblemente para una cantidad finita de indices, se tiene
Ty < 8.
Probar algo semejante para liminf, o x,.
i) Si xy, esuna subsucesion de x,, que converge a xo entonces iminf, . x, < o < limsup,_,o Zn.
v) Existe una subsucesion de x,, que converge a liminf,_,. x, y otra que converge a limsup,,_, . T
Por tanto liminf, ,. z, y limsup,,_,., x» son el infimo y el supremo, respecivamente de
todos los puntos de acumulacion de x,.
vi) Si xyp, — x y a > 0 entonces ™ — a® donde la exponencial estd definida como en el Problema 38.

74 Sia, es una sucesion de numeros reales positivos,
i) Demostrar que

l{m inf 7L < hm mf Yay, <limsup {/a, < limsup fnt1

n—oo  dp n—00 n—oo  Qn

usar la propiedad iii) del Problema 73.

an+1 Q

Indicacién: Si k = limsup,,_,
i1) & Qué se puede deducir del lzmzte de ©/a, cuando esczste el de

An+1
n

vay,.

i11) Aplicar lo anterior al cdlculo de los limites

n—00 (2n)" n—o00 nlnn

75 La exponencial de base variable
Siguiendo las notaciones del Problema 38, sea a > 0.

i) Probar que si0 < a <by x>0, entonces a® < b*. Si x <0 probar que entonces a* > b*.

i1) Supongamos x € R fijo. Probar que si a,, es mondtona convergente a a > 0 entonces al — a”.
Usando el Problema 73 probar que si a, — a > 0 entonces a, — a®.

Indicacién: Distinguir los casos © >0, x <0 y x = 0.

i11) St x > 0, probar que a® = sup{b®, b < a} = inf{c”, a < c}.
Six < 0, probar que a® = Inf{b”, b < a} = sup{c*, a < c}.



v) Probar que si a, es mondtona convergente a a > 0 y x, es mondtona convergente a x, entonces
azr — a®.

Usando el Problema 73 probar que si an, — a >0 y x, = , entonces ai» — a®.
vi) Extender el apartado anterior al caso en que los limites a € (0,00] y x € R = R U {oo} U {—00}
(excepto los casos 1° e 0®).

76 Supongamos que una sucesion de numeros verifica:
|Tni1 — Tn| < Kl — xp-1|, n=2,3,4...

con k # 1.
i) Demostrar que para todo n € IN se tiene

|Tna1 — @n| <Ko — 21
it) Demostrar que si M > N

kZM 1
|1IM —xN\ S ( Z kj)]xQ—:cﬂ —‘l’g—ﬂ:ﬂ
j=N-1

i11) Concluir que si 0 < k <1 (decimos que la sucesion es Contractiva) entonces x,, tiene limite.

77 Usando que lim, (1 + %)” = e probar que lim,,_, (1 — %)—” =e.

78 Usando que limy, oo (1 + %)" =e ylim,o0(1 — %)*" = e, probar

i) Si limy, o0 ay, = 00 entonces limy, oo (1 + i)“" =e.
Indicacién: Usar la parte entera: six € R, [x] € Ly [z] <x < [z]+1

ii) Si limy, o0 an = —00 entonces limy, oo (1 + - L )a" =e.
i11) St limy, oo Ty = ¢ € R y limy, 00 ay = 00 entonces lim,, 00 (1 4+ Z”)a” =7
i) St limy, 00 = 1 limy, o0 ay, = 00 y existe limy, o0 an(x, — 1) = x, entonces limy, 00 29" = €*.

79 Calcular

i) limy,yoo(1 — %)n, ii) My yoo(1+ 5)7, i) limpoo(1 4+ 2), dv) limpeo(1 — 5)7, )
’ . ’ 2_ 5 .. ’ ’

l1mn_>oo(ﬁ2ﬁ) =) , i) l1mn%m(%) e , i) llmn%m(%)g’”, vis) Hmy, e (1 +
n )\/ﬁ

n?+1 :

80 Si Yy >, a, es condicionalmente convergente, probar que la serie de los terminos positivos y la
serie de los termmos negativos de a, son divergentes.

81 Sies Y., a, absolutamente convergente, ;convergen las series

i) Y00 a2, i) Yo% \/an (supuesto an, > 0), i) > ooy \/Antian (supuesto a, > 0), i)
Do G w) Y ‘/;7" (supuesto a, > 0), vi) Yoo apsen(n),  vii) Y07 /% (supuesto an >
0), wiii) Yy o nnap, x)y oy an+1 7

¢ Y si la convergencia es condicional?

82 Si Y > an es absolutamente convergente y by, es acotada, probar que Y o anb, converge abso-
lutamente.

83 i) Si a, > 0 es mondtona decreciente y Zle an converge probar que entonces limy,_, o na, = 0.
ii) Si a, > 0 y existe lim,_ oo nPay, con p > 1, entonces Y -2 | a, converge. Probar que con p =1 lo
anterior es falso.

84 i) Si Y > a2 y > o0, b2 son convergentes probar que Y oo |anby| converge.

Indicacion: Usar la desigualdad de Cauchy.

i) Si >0 n?a? converge, probar que Y oo |an| converge.



nt

85 Si las sumas parciales de ay, son acotadas, probar que Y >~ ane” ™ es convergente para todo t > 0.

86 Series telescopicas Una serie 22021 an €s telescopica st an = Ty — Tpy1 para cierta sucesion de
niumeros T, .

i) Probar que si la serie Zflo:l an es telescopica y x, — 0 entonces fozl an = x1.

i1) Usar esto para probar que si a >0 yng € IN,

o0

1 1
Z (n+a)(n+1+a) T nota

n=no
(observa el caso particular ng =1, a =0,1,2).

87 FEstudiar la convergencia absoluta y condicional de las series

i) 2 m; i) 3 ey mf i) 3 nty ”%/57 W)Y iy gm U)Xt \/W’ vi)
Yo 7%, vii) Yo7 \/m viii) Yoo (;1_2711”, iz) Yoo nte ™, x) Yo nle™™, i)
> nle™™, i) Yo W + ﬁ, Tii) Yoo W’ a,b,p>0, wiv)y 2, 2" "

88 FEstudiar la convergencia absoluta y condicional de las series

i) 3000 (3" —sen(n)) Y, di) Yoo, FE i) Y200 (n) 7Y, i) Y00 ()Y, w) Yo, B
. 00 .. 00 n n 1—n!
UU§;11§@§@y vii) Yooty pes vin) Yoy TEEE, i) 300 nlat, 3) Y0 ey

.. 2
wi) SO0 M, i) SOy gty i) o0 ()P

n+1

89 E'studiar la convergencia absoluta y condicional de las series
.. 12 (2n)!! 2n)!!
i) Zn 17 2n+1) i) Ziil E;n))!’ 1) Zn 1 2n.7_1)l|7 iv) Zn 1 2(n—n|r3)n: v) ZZO 1“2nJrl +a?,

L. —1 n+1 n+1 n 1)npn
Vi) oty sy vil) ey G, i) ooy Ch T, i) T, S o) o S

. \/ 1— ..
i) 3ot %n\/ﬁ; Tii) Y 00 ﬁ, a > 0.

Notacién: k!! = k(k —2)(k—4) - --

90 FEstudiar la convergencia absoluta y condicional de las series

: 1 ¥ 1 an—t 1

i) D1 VRS ey i) 220—1 (@n+1)(2n+3)’ ii) 3 oty (I+2m)(1+2n 1)’ w) Do 12n tg(zm), v
1 1) 3"

S ey V) Xl 3 sen® (), wi) 30 P e e

91 Teorema de Cauchy—Hadamard
Sea {a,} C €, z € € fijo y consideremos la serie de potencias f(z) = 7, apz".
1

Sea R = .
limsup,,_, o V/|an|
i) Probar que si |z| < R entonces la serie converge absolutamente.

i1) Si |z| > R probar que la serie no converge.
iii) si zp € € fijo, discutir para que z € € converge la serie de potencias g(z) = Y o an(z — zo)”.

) Estudia la convergencia de las series > oo 1 Zr, 320 ((_2711))7 T D é;}r):),a:%“ Yoy i)n (z+
1",




