Apellidos y nombre:
Analisis Matematico.
Curso 2016/17
Actividad de aprendizaje 2 (Temas 3, 4 y 5)

Es condicién necesaria entregar esta actividad COMPLETAMENTE resuelta (escrita a mano
y con el nombre puesto) para poder hacer la prueba de la evaluacién continua.

T3.1

Reconoce ecuaciones diferenciales ordinarias, las clasifica y sabe verificar si y(x) es
solucién de una EDO.

Referencias en la Guia Docente: 3.1.

A3.1.1 La siguiente es una ecuacién diferencial de primer orden, lineal, no homogénea, con

coeficientes constantes:

, Y
=243
(a) ¥ —+

(b) ¥+ y* = sin(x).
(¢) ¥y =y +sin(z).

Justifica la respuesta correcta e indica por qué las otras opciones son falsas:

A3.1.2 La funcién y(z) = 0:
(a) es la unica solucién de la ecuacién diferencial ' = y.

(b) es la tnica solucién del problema de valor inicial 3 = y;y(0) = 0.

(¢) no es solucién de ninguna EDO de primer orden.

Justifica la respuesta correcta e indica por qué las otras opciones son falsas:

A3.1.3 La solucién de la ecuacién diferencial 3z = 32, con la condicién inicial y(1) = 1, es:
(a) y=1—1Inuz.

1
b =
(b) v 1—Inz
-1

(c) y:m-

Justifica la respuesta correcta e indica por qué las otras opciones son falsas:




T3.2

Resuelve ecuaciones diferenciales de variables separables y lineales de primer orden.
Modeliza problemas en términos de EDQ’s, que resuelve con ayuda del ordenador.

Referencias en la Guia Docente: 3.2.

A3.2.1 Halla la solucién particular de las siguientes ecuaciones diferenciales (“a mano” y veri-
ficando el resultado con MAXIMA):

(a) y'y =a®,y(1) = 1.

(b) ¥ 4+ 2y = z,y(0) = 0.

(c) ¢y = % +xz,y(l) = 1.



T3.3

Resuelve ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de orden 2 con coeficientes
constantes. Referencias en la Guia Docente: 3.3.

A3.3.1 Halla la solucién particular de las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) v+ 2y = 3y,y(0) =1,4'(0) = 2.
(b) ¥" = -9y —6y,y(0) = 0,y(0) = 3.

(c) ¥+ 2y +2y =0,y(0) =0,7/(0) = 5.



T3.4

Construye modelos matematicos para la resoluciéon de problemas. Referencias en la
Guia Docente: Problemas 3.7 a 3.10

A3.4.1 Problema para hacer con MAXIMA: En un circuito RCL se verifica la ley de Kirchoff
E =Ep + Er + E¢, siendo E(t) la fuerza electromotriz y Er, Er y E¢ la oposicién debida al
inductor, la resistencia y el condensador respectivamente. Sabiendo que

dQ dl

EL L lt) ER ]zla EC C

con L, R, C' constantes, se pide

(a) Expresa £ = Ep + Fr + E¢ como una ecuacién diferencial lineal de segundo orden para

Q(t)-
(b) Halla la solucién general de dicha ecuacién si L=1,R=2,C =1, E(t) = 0.

(c) Halla la solucién particular para los valores iniciales Q(0) = 100,Q’(0) = 0. ;Cémo se
comporta Q(t) cuando t tiende a infinito?

(d) Resuelve la anterior ecuacién, manteniendo los valores de L, Ry C'y considerando E(t) =
100. ;Cémo se comporta Q(t) cuando t tiende a infinito? ;Dicho comportamiento depende
de los valores iniciales de Q(t)?



A3.4.2 Modelizacién: crecimiento de poblaciones (de http://www.zweigmedia.com):
El modelo de crecimiento de poblacién exponencial consiste en lo siguiente: Sea P(t) la funcién
que denota la poblacién de una localidad en funcién del tiempo ¢. Entonces, se puede suponer
que P satisface una ecuacién diferencial de la forma:

dP(t)

—+ =kP(t) + F
= bP(t) + F,

donde k es una constante de crecimiento y F' representa la ratio neta de inmigracion.

(a)

Una regién tiene una poblacién inicial de 5 millones de habitantes (5.000 millares de
habitantes), una constante de crecimiento k£ = 0.02 y una ratio neta de inmigracién de 20
millares de personas por ano. Calcula su poblacién P (en millares) como una funcién del
tiempo ¢, en anos.

Si un pais tiene una poblacién inicial de 100 millones de personas, una constante de
crecimiento k = 0.01 y una ratio neta de inmigracién de —0.4 millones de personas por
ano, calcula su poblacién P (en millones) como una funcién del tiempo ¢, en anos.

La ratio de inmigracion necesita ser variable, para que el modelo sea mejor. Supongamos
que el pais tiene una poblacion inicial de 5.000 millares de personas, una constante de
crecimiento k = 0.02 y una ratio de inmigracién variable F'(t) = 10-e%%' miles de personas
por ano, calcula su poblacién P (en millares) como una funcién del tiempo ¢, en anos.

Da una interpretacion, en lenguaje natural, del modelo. Explica qué significa un valor
negativo de F'.



T4.1

Maneja con soltura las propiedades basicas de sucesiones definidas de modo explicito.

Referencias en la Guia Docente: 4.0.

A4.1.1Escribe las definiciones de los siguientes conceptos:

(a) Sucesién acotada.

(b) Sucesién mondtona.

(c) Sucesion convergente.

A4.1.2 Establece relaciones entre los conceptos anteriores y da contraejemplos para las rela-
ciones que no se verifiquen.



A4.1.3 Completa el siguente cuadro para cada una de las sucesiones de la primera columna,
indicando:

- en monotonia: si es creciente, decreciente o no es monoétona

- en acotacion: si es acotada, o sélo acotada superior o inferiormente, o no acotada (indicar,
en caso de que existan, cotas superior y/o inferior).

- en convergencia: el valor de lim a, o especificar que no existe
n—oo

an, Monotonia Acotacion Convergencia




A4.1.2 Sea a,, una sucesién de ntimeros reales tal que a,, < 2(—1)" para todo n € N. Se puede
asegurar que:
(a) a, no estd acotada.
(b) lim a, = 2.

n—oo

(c) a, estd acotada superiormente.

Justificar la respuesta:

T4.2

Calcula limites de sucesiones definidas de forma explicita y deduce propiedades
sobre el comportamiento de la sucesion a partir del valor de su limite.

Referencias en la Guia Docente: 4.0 y 4.1

A4.2.1 Si lim a, = 2 se puede asegurar que
n—oo

(a) a, es mondtona.

(b) a, es positiva.

(c¢) Existe un término de la sucesién a partir del cual todos los a, estdn en el
intervalo (1, 3).

Justificar la respuesta:

vn? + 1 sen(n")

n

A4.2.2 La sucesion a,, =

(a) Converge a cero.

(b) Es acotada pero no es convergente.

(c) Es divergente y no esté acotada.

Justificar la respuesta:




2
A4.2.3 La sucesion a,, = m
2n? —n

(a) Converge a cero.

(b) Es acotada pero no es convergente.

(c) Es divergente y no esté acotada.

Justifica la respuesta:

A4.2.4 Si b, es una sucesion acotada, se puede asegurar que a,, = b, - ¢,, converge cuando:
(a) La sucesion ¢, esta acotada.

(b) La sucesién ¢, es convergente.

(c) La sucesién 1/c¢, tiende a infinito.

Pon un contraejemplo de cada una de las proposiciones falsas:

T4.3

Utiliza la regla del sandwich para calcular limites. Referencias en la Guia Docente: 4.1

A4.3.1 Enuncia con precision la regla del sandwich y utilizala para demostrar el siguiente
resultado: dadas a,, y b, sucesiones de numeros reales tales que |b,| < a, para todo n € N, si

lim a, = 0, entonces se puede asegurar que lim b, = 0. ;Qué se puede asegurar si lim a,, = 17
n—oo n—oo n—oo



A4.3.2 Se considera la sucesion a,, = n + n + ...+ L Entonces:

nd+1 n3 + 2 vnd+n

(a) lim a, =0.

n—oo
(b) nh_)rglo a, = 1.
(¢) lim a, = oco.

n—o0

Justifica la respuesta:

NZD N Vn I Vn
V23t V23 +2n V2n3 £ a2

. Entonces:

A4.3.3 Se considera la sucesion a,, =

(a) lim a, ==
n—oo

1
b) li n = —=.
(b) Yim an ===

(¢) lim a, = occ.
n—o0

Justifica la respuesta:
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T4.4

Utiliza las propiedades de las sucesiones definidas en forma recursiva. Referencias
en la Guia Docente: 4.0 y 4.1

A4.4.1 En un lejano pais, acuciado por el desempleo, el gobierno decidié tomar medidas, que
entraron en vigor al comenzar el ano 2013. En ese momento habia en el pais 5 millones de
parados. A partir de entonces, como consecuencia de las medidas del gobierno, cada ano un
10% de los parados del ano anterior encuentra trabajo. Sin embargo, debido a la situacién
econdmica, cada ano se pierden 300000 puestos de trabajo.

Si P, es el numero de millones de parados en ese pais al cabo de n afos (a partir de enero de
2017), se pide:

(2)
(b)
(c)
(d) ;Habra alguna vez menos de 2 millones de parados en dicho pais? Calcular el limite de
la sucesion.

Dar una expresion recursiva para la sucesién P,.
. Cuantos parados habra en enero de 20157

Demostrar por inducciéon que P, es una sucesién monotona, acotada inferiormente por 3.
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ay = 1
A4.4.2 Estudia la convergencia y calcula el limite de la siguiente sucesion: n,

Gt = 1 o

sin>1

T4.5

Determina o6rdenes de magnitud. Compara 6rdenes de magnitud de diferentes
sucesiones y lo aplica al estudio de complejidad de algoritmos.

Referencias en la Guia Docente: 4.2

A4.5.1. Teoria Define los conceptos de a,, ~ b, y a, < b,. Pon ejemplos de dos sucesiones
a, y b, tales que a,, < nlog(n) < b,

12



3/2 In(n2
A4.5.2 El orden de magnitud de la sucesion a,, = n—n(n) es:

vnlnn

(a) n?Inn.

(b) nlnn.
(¢) n(In(n)) 12

Justifica la respuesta, indicando las propiedades usadas:

A4.5.3 Si las sucesiones (a,,) vy (b,) verifican lim a, =5y lim b, = —2, entonces
n—oo n—oo

(a) a, ~ by,.

(b) b, < ay,.

(c) No se puede asegurar ninguna de las anteriores.

. Por qué?

A4.5.4 Escribe la jerarquia de infinitos. Asegurate de que sabes demostrar todas las relaciones
y escribe la demostracién que te resulte méas complicada.

13



A4.5.5 Escribe la definicién de a,, € O(b,,) y demuestra que si a,, < b, entonces a,,+b,, € O(b,)

A4.5.6 Dadas las sucesiones:

_n42" 2" 4 n? (n+ 3)! (n+2)!

_ _ _ __on 4
an—m, by ="—— cn T dn_m en=2"+n Sen(n)

(n?+ 1) ~ 3n 4l

(a) Determina sus 6rdenes de magnitud
(b) Ordénalas de menor a mayor magnitud

(c) Indica cudles de ellas estdn en O(1), cudles en O(n?), cudles en O(e") y cuéles en ninguno
de ellos.

14



A4.5.7 Los costes de procesar n datos con dos procedimientos diferentes vienen dados respecti-
vamente por (z,) e (y,) donde

S A o (22"
S n34+1 n3+2 n3+3 nd+n Yn = n

Tn

(a) Usa la regla del sandwich para demostrar que lim z,, = oco.

n—oo
277,
(b) Justifica que z,, € O <—2)
n
(c) Compara el orden magnitud de y,, con el de —.
n

(d) ;Cuél de los dos procedimientos es més adecuado para valores grandes de n? Justifica la
respuesta.
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T5.1

Reconoce el tipo de ecuacién en diferencias, sabe lo que es una solucién y en algunos
casos la resuelve. Referencias en la Guia Docente: 5.1, 5.2 y 5.3

A5.1.1 La ecuacién en diferencias x, 49 = (n + 2)x,41 es:

(a) De segundo orden, lineal, homogénea, de coeficientes constantes.

(b) De primer orden, lineal, de coeficientes constantes.

(c) De primer orden, lineal, homogénea.

. Por qué?
ap =95
A5.1.2 La solucién de la ecuacién en diferencias { n+1 es:
CL’I’L - a/n—l, n > 1
2
(n+1)!
n = —="—"0.
() an ="
1 n
on
_(2n+1)! 10
(c) a, = o X

Justifica la respuesta:

A5.1.3 La ecuacion en diferencias x,11 = x, +n + 1 con g = 1 tiene como solucién:

_n(n+1)

(a) x, = 5
(b) _n2+n+2
n - 2 .
n?—n+2
(C) .Tn—T

Justifica la respuesta:
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A5.1.4 La solucién de la ecuacion en diferencias { vo=1 es:

Ynt1 =2y, +1 sin >0,
(a) 2(n+1)—1

(b) 27
(C) 2n+1 -1
Comprobacion:
., T = 1 .
A5.1.5 La sucesion recurrente verifica
T, =1—2,_1 sin>2.
(a) =, ~ 1.

(b) z, € O(1), pero a, % 1.

(c) No se puede asegurar ninguna de las afirmaciones anteriores

Justifica la respuesta:

A5.1.6 Resuelve las siguientes ecuaciones en diferencias e indica si las sucesiones correspon-
dientes estan en O(n)

1‘1:1/2, yO:]_’ 21:0, 29 =206
) 3 )

n .
Tn41 = §xn n>1 Yntl = Yn + ﬁ n >0 Zn = 2,Zn71 — Zp—9 N> 3
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A5.1.7 Compara el orden de magnitud de las sucesiones siguientes, resolviendo previamente
las ecuaciones en diferencias correspondientes.

r1=1, x29=0 1 =0, yy=-2

Tpt2 — 2-fEn—Q—l =3z, n=>1 Yn+2 + 2yn+1 + 2yn =0 n=>1

18



A5.1.8 Un algoritmo emplea una instruccion para resolver un problema cuando hay un solo
dato de entrada. Si el numero de datos es n > 2, usa 4n instrucciones para reducir el problema
a dos problemas de n — 1 datos y ejecuta sobre ellos el mismo algoritmo. Un segundo algoritmo
resuelve el mismo problema con un nimero de instruciones z, tal que z, — x,_o = 2", con
1 = 0y z9 = 3. Calcula con Maxima el nimero de instrucciones por ambos métodos para
n = 103 y para n = 10° e indica el orden de cada algoritmo. ;Cuél te parece mas adecuado?
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