HOJA DE EJERCICIOS 5
Anilisis Matematico.
CURSO 2021-2022.

Problema 1. Demostrar que la funcién

0, siz=0
f(x)—{ r+a%sen(l/z), siz#0,

es derivable, con f/(0) # 0, pero sin embargo no es invertible en ningin entorno del origen. Explicar por qué no
se puede aplicar en este caso el teorema de la funcién inversa.

Problema 2. Consideramos la funcién f(z,y) : R — R? dada por la siguiente férmula:

. x+e”
f(x,y) = ( y2 +sen(ac— 1) ) .
(a) Demuestra que existe una inversa local g = (g1,¢92) de f tal que el dominio de g es un abierto V' > (1+e,1)
y 9(1+e 1) =(1,1).
(b) Demuestra que en el abierto V' se verifica la siguiente identidad:

1
14 e9t

Dg =
—cos(g1 — 1) 1

2g2 - (1 +e9) 29>

(¢) Derivando esa identidad, obtén identidades:

gouw = férmulay (g1,92),
gouw = férmulas (g1,92) ,
govw = formulas (g1,92) ,
govpy = formulay (g1, 92) ,

entre las derivadas segundas de gs y expresiones concretas en g1 y go. Comprueba que las expresiones segunda
y tercera son idénticas, aunque se llega a ellas por caminos diferentes.

(d) Calcula explicitamente la matriz hessiana de g2 en el punto (1 +e,1).

(e) Repite el proceso con g¢i.

Problema 3. (a) Prueba que la ecuacién

x
rxy = log—
Y

admite una tinica solucién y = f(z) definida en un entorno de a = /e y verificando f(v/e) = 1/+v/e.
(b) Calcula explicitamente los nimeros f'(a) y f”(a).

Problema 4. Sea
u(z,y) = 2% — 45°
v(z,y) =4zy

a) Demostrar que la aplicacién (z,y) — (u,v) es localmente invertible en todo punto distinto del origen.
b) Calcular la matriz de la diferencial de la funcién inversa de f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) enx =1/2, y =1.

¢) Probar que en ningun disco abierto conteniendo al origen existe una inversa de f, ni siquiera no diferenciable.
Indicacion: Estudiar la inyectividad.




Problema 5. Si f € C'(R) y f' no se anula. Definimos una funcién vectorial F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) por
las siguientes identidades:
{u(w) = f(@)

v(z,y) = —y+zflz)
Demuestra que F' tiene una inversa global (es decir, F' es biyectiva de R? a un abierto V C R?, por lo cual
existe F~1:V — R?).
Si ademas f(0) =0 y f/(0) = 1, halla explicitamente las derivadas parciales de dicha inversa en el origen.

Problema 6. Estudia si se puede despejar (z,y,z) en términos de (u,v,w) cerca del origen en el sistema de
ecuaciones
u=2x+22%y+22%2+229y> +2zyz2

v=x+y+2zy+2z>
w=4rx+y+2+3y> +322+6yz2

Problema 7. a) Dada f € C'(R) y £ > 0, definimos F.(z,y) = (—y+ef(x),z+ef(y)). Sea (wo,yo) € R2.
Demostrar que para e suficientemente reducido, existe un 6 > 0 tal que en el disco Bs(xg,yo) la funcién F. es
invertible alrededor de (zq,0) con inversa C'.

b) Sean F,G : RY — R¥ tales que para constantes positivas c, \ se verifica:

1F () = F(y)l| = cl|lz = yl],
G () = G| < Allz —y]l-

(observar que no se pide que F ni G sean diferenciables.)
Definimos H(x) = F(z)+eG(x). Demostrar que para algin e, H es inyectiva, y por tanto globalmente invertible.
c¢) Utilizar el resultado demostrado en el apartado b) para probar que en el apartado a) podemos tomar § = ¢.

Problema 8. Demuestra que existe una tnica funcién f: U — R de clase C' en un entorno U de (0,0), con
£(0,0) =0 y tal que

@) = (14 zef=V)) (14 yel =) en todos los (z,y) € U.

Problema 9. Estudia si es posible despejar u(z,y,z) y v(z,y,2) en las ecuaciones

i +rzutyr?=3
zyud +2zv—u?v? =2
en un entorno de (z,y,z) = (1,1,1) y (u,v) = (1,1). En caso afirmativo, calcula du/0x, Ov/0x y Ov/dz en el
punto (x,y,z) = (1,1,1).

Problema 10.

Decimos que una aplicacién f es cerrada si la imagen directa por f de cualquier

cerrado es un cerrado.

Decimos que una aplicacién f es coerciva si existe una constante K > 0 tal que
[lf(z) = f(y)|]| = K||xr —y|| para cualesquiera z,y.

a) Demuestra que si f : R™ — R™ es coerciva y continua entonces es cerrada.

Indicacion: prueba que si una sucesién de imagenes {f(x;)}ien es convergente, la original {z;};cn es de Cauchy.

b) Sea f:R"™ — R" abierta y cerrada. Demuestra que es suprayectiva.

¢) Demuestra que la funcién f: R — R dada por f(z) =e” es abierta pero no cerrada.

d) Demuestra que la funcién f: R — R dada por f(z) =z? es cerrada. ;Es f abierta?

Indicacion para ver que es cerrada: Si una sucesién de imédgenes {f(zn)}nen es acotada, la original {z,}nen también
es acotada.

Problema 11. Dibuja los abiertos
1 1
Ul—{(x7y)€R2 1<ty <4, y>2|x|}, Ug—{(x,y)GR2 1<ty <4, y<2x|}.

Halla una inversa del cambio a polares definida en U; y otra definida en U, . Demuestra que, sin embargo, no
hay ninguna inversa local continua en U; U Us.




