Sea la ecuacion diferencial:

Y'(t) =-2Y(t), t>0, conY(0)=a,

con A > 0. Su solucién es Y(t) = ae .
i) Identifica su ecuacidn discreta utilizando el método del punto medio (leap-frog). y,,42 —
Yn =2hfpn1.
i) Determina el polinomio de esta ecuacién discreta. éCudles son sus dos raices
r1(h),r,(h)? éHay alguna de médulo mayor que 17?
iii) Dados dos valores de arranque, yo e ¥4, calcula a@ y 8 para que la solucidn de la ecuacion

discreta sea:
Yo = alri(B]" + Blr,(W)]",n=10,1,2,..
iv) En general, éiestd y,, acotada? Identifica para qué datos de arranque si estd acotada.Haz
el limite cuando h — 0 para un tiempo fijo suponiendo que yo = y; = a. Notar que a
y B dependen de h.Para el primer apartado, y utilizando la formula del método leapfrog,

se tiene que:
Yn+z = Yn = 2hfns1 = —2hAYp41 = Ynio + 2RAYniy —yn = 0
Que es la ecuacién discreta buscada.
ii) Para el segundo apartado:
p(x) =x?+2hix—1=0

Cuyas soluciones son las raices buscadas:

T1,2(h) = —hi i vV hZAZ +1

Donde 1,(h) = —hA —Vh?A%2 + 1 < —1, para cualquier valor de hy A, con lo que su mddulo sera
siempre mayor que 1. En cuanto a r; (h), seay = hA:
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|4 |4
n()=-r+yr*+1=-y+1+ g m=—y+1—2 E (@)L
i=1 i=1

Asumiendo que, para y pequefio, la suma tiende a 0, podemos aproximar 1y (y) por:
n)=z—-y+1+0¢?) ->nrn(h)=-h1+1+0((A1)?») <1

iii) Para el tercer apartado, se debe resolver el siguiente sistema:
0 0
{)’o =a(n(®) +B(nM) =a+p
y1 = ary(h) + pry(h)
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Entonces:



Y1 —YoT2

n—-n
X=A"1.B=
—Yy1 +YoT1
=
—YoT: —y1+VoT
Conloquea=y1 J’oz, — Y1+YoT1
-1 -1

iv) Para el cuarto apartado, y,, estara acotada cuando el coeficiente de la raiz cuyo mddulo es mayor
que 1 sea nulo, para evitar que se propague a infinito conforme n aumente. En general, esto no
tiene por qué verificarse.

Asi, =0

_ Y1t Yo
="

0 2> Yo"1 =01

Estara acotada siempre que y; = 17y, CON Y, arbitrario. Para estos valores:

YoT1 — YoT2
Q@6 =—
n—n

= Yo = Yo = Yo(rn(W)"

v) Por ultimo, en el quinto apartado:

Yo=)Y1=4a
_a-an n —a+an n
Yn = — (T1 (h)) + — (rz (h))

1+hi+Vh222 +1 n
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1im (v (1) a}llir(l)< Ny ( hA + h22 +1)

+—1—h/1+\/h2/12+1
2Vh222 +1

lim(y,) = a(1(1™) + (O(-D") = a

(~ha - Vn22z+ 1)”) -



