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Objetivos

® Aprender un sistema de reglas de inferencia que nos permiten razonar
sobre el comportamiento de algoritmos iterativos.

® Utilizar las reglas para comprobar que un programa es correcto respecto a
su especificacion.

® Implementar un programa correcto por derivacién a partir de la
especificacion del problema.

® Ver soluciones de problemas iterativos tipicos para conocer diversas formas
de solucidn.
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Semantica axiomatica

Lenguaje imperativo
Estado

Cémputo

Especificacion

Semadantica axiomatica

programa = secuencia de érdenes.
valores asociados a las variables del programa.

ejecucién de la secuencia de 6rdenes desde un estado
inicial hasta alcanzar un estado final.

relacién entre el estado inicial y el estado final del
cémputo de un programa, {A} P {B}.

axiomas + reglas de inferencia.

Premisas

Conclusion

Demostrar teoremas del tipo {A} P {B}.
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Reglas basicas

Fortalecimiento de la precondicion

Si P cumple la siguiente especificacién:

{x <5}
P
{x <10}

i Qué ocurre si cambiamos la precondiciéon por un predicado que la implique?

x< —7=x<5

Se cumple también la especificacion:

r<-7)
P
{x <10}
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Regla de inferencia

A=A {AP{B)
{A’} P {B}

Predicados como conjuntos de estados:

est[[A] P
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Debilitamiento de la postcondicion

{AVP{B} B=B
{A} P{B'}
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Conjuncion en la postcondicidon

{A} P{B1} {A}P{By}
{A} P{B1 A By}

p ()
(G
Disjuncidon en la precondicidn

{A1} P{B} {A>} P{B}
{A1 vV Ay} P {B}
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Precondicion lo mas débil posible

e Dados un programa P y una postcondiciéon B, jqué es lo minimo que hay
que exigir a una precondicién A para que se cumpla {A} P {B}?

Precondicion mas débil del programa P con respecto a la postcondicién B

pmd (P, B) es el predicado que cumple:
© {pmd(P,B)} P {B},
® Si A’ cumple {A’} P {B}, entonces A" = pmd(P,B).

e Por la regla de fortalecimiento de la precondicién:

A = pmd(P,B)
{A} P {B;}

est[[pmd(P,B)]
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Instruccidon nada

Axioma para la instruccién que no realiza accién alguna:

{A} nada {A}

Siempre termina y su efecto sobre el estado del cdmputo es nulo.

Combinando con las reglas bdsicas:

A=B
{A} nada {B}

Precondicion mas débil

pmd(nada, B) < B.
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Predicado de definicion

e Las funciones parciales no estan definidas para ciertos valores de sus
argumentos.

9 div 0, v[888] si v es de tipo vector [1..200] de ent, y 15 méd 0.

Predicado de definicion

def(e): devuelve cierto si e es una expresidn definida y falso en caso
contrario.

o def(a méd b) < b # 0,
o def(a+b) < cierto,
o def(xdiv (a—b)) < a#b,
o def(xdivy+ydivx) &y #0 A x #0.

e Asumiremos que las operaciones son estrictas:

—def(e;) = —~def(f(eq,...,en))
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Instruccién de asignacion

e Axioma para la asignacion:

{def(e) A BS} x := e {B} J

e Combinando con las reglas basicas:

A = def(e) N B
{A} x := e {B}

Precondicion mas débil

pmd(x := e, B) < def(e) A B

Yolanda Ortega Mallén (UCM) FAL 19-20 13 /72



Ejemplos

i Cudl es la precondicién mas débil?

o {?}x :=7{x>0}
(x> 0). <7 >0« cierto

o {?}x:=x+1{x>0}

x>0 ex+1>00x>-1cx>0
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Asignacion a vectores

;i Se puede verificar {v[1] =2 A v[2] =2} v[v[2]] := 1 {v[v[2]] =1}7
(v[v]2]] = 1)71)[0[2” & 1=1
< clerto

< o[l]=2 A v[2] =2

Pero la postcondicién es falsa:
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Asignacion a vectores

i Se puede verificar {i = j} v[i] := 0 {v[j] =0}7?

(olj] = 0)3[1-]

e Enunciados falsos, pero que se pueden “verificar” (incorrectamente).

e Enunciados verdaderos pero imposibles de verificar.

La regla de la asignacién no se puede aplicar a asignaciones de la forma
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Asignacion a vectores

Interpretar v[i] := e como una asignacién que modifica todo el vector v,
v := asig(v,i,e)

asig(v,i,e) es un vector del mismo tipo que v que cumple:

asig(v,i,e)|j :{ Z[i] sii=]

sii#jy]jestd en el rango de los indices de v
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Ejemplo

v : vector [1..100] de ent, calculamos la pmd A que cumple
1A} o[o[2]] = 1 {o[v[2]] =1}

pmd(v[v[2]] = 1,0[v[2]] = 1)
pmd(v = asig(v,v[2],1),v[v[2]] = 1)
{ pmd de la asignacién }
(0[v[2]] = 1)258 2D A 1 < 2] < 100
< { sustitucién }
asig(v, v[2],1)[asig(v,v[2],1)[2]] =1 A 1 < v[2] <100
< { légica y definicién de asig }
(v]2] =2 A asig(v,v[2],1)[1] =1) V
(v[2] #2 A asig(v,0[2],1)[v[2]] =1 A 1 <v[2] <100)
< { légica y definicién de asig }
(v[2] =2 A o[l]=1) V
(W2] £2 A 1=1 A 1< 0[2] < 100)
< { légica }
(v2] =2 Ao[l]=1) V (v[2] #2 AN 1 <v[2] <100)

=
=

o[l] =2 AN o2] =24 (02l =2 A o[l]=1) V (v[2] #2 A 1 <v[2] <100)

no se puede verificar {v[1] =2 A v[2] =2} v[v]2]] := 1 {v[v|2]] =1}
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Composiciéon secuencial

{A} Py {C} {C}P,{B}
{A} Py ; Py {B} J

Se suele escoger como C la pmd(Py, B).

Precondicion mas débil

pmd (P ; Py, B) < pmd(Pq, pmd(P,, B))

est[pmd(Py ; Py, B)]| =
est[pmd(Py,pmd(P;, B))]
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Ejemplo: Intercambiar el valor de dos variables

{A=x=X Ny=Y}
Zi=X; X:=VY; Y:i=2
{B=x=Y AN y=X}

° {G2}y = z{B}

Cr=pmd(y := z,B) < B}

o {Ci}x =y {C}

Cr=pmd(x :=y,C) & (C)
&S Y=Y Nz=X
o {A}Z = x{Cl}
pmd(z .= x,C;) & (C1)¥
& y=Y Ax=X
= A
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Composicién alternativa (distincion de casos)

casos
b P P
[ bz — P>
: o —= —— 0
0b, — P, ’ :
fcasos Py
n n
A= /\ def(bl) A= @bz
=1 =

{A N b1} Py {B}...{A A b,} P, {B}
{A} casos by — P U0 ...0 b, — P, fcasos {B}

v

pmd(casos by — P10 ... 0 b, — P, fcasos,B)
n n
& N def(b;) A @b A (by = pmd(P1,B)) A ... A (by = pmd(Py,B))
i=1 i=1

Precondicion mas débil

o
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Caso particular con dos alternativas:

casos
b — Pq
0 -6 — P>
fcasos

que se escribe como

si b entonces P; si no P, fsi

A = def(D)
{A A b} Py {B}
{A A —b} P, {B}
{A} si b entonces P; si no P, fsi {B}

Precondicion mas débil

pmd(si b entonces Pp si no P; fsi,B)
& def(b) A ((b A pmd(Py,B)) V (=b A pmd(Pz,B)))
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Instruccidn iterativa

: i} {IA b}
mientras b hacer {A} — b > {B}
P s
fmientras i{; A b}
P

Invariante: describe los distintos estados por los que pasa el bucle.

(i.1) Se satisface antes de empezar el bucle (antes de la primera iteracion):

A=1

(i.2) Se mantiene al ejecutar el cuerpo P del bucle:

{1 Ab}PI{D

(i.3) Se cumple al salir del bucle, cuando b se hace falsa:

I AN b= B
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Terminacion: encontrar una funcidon C que dependa de las variables del bucle,
que tome valores enteros y tal que:

(c.1) Es mayor que cero cuando se cumple la condicién b:

I Nb=C>0.

(c.2) Decrece al ejecutar el cuerpo P del bucle:

{IAbAC=T}P{C<T}

C es una cota superior del nimero de iteraciones que quedan por realizar:
funcién de cota.

A=1
{I N b} P{I}

I N\ -b=B
INb=C=>0
{IAbAC=TYP{C<T)

{A} mientras b hacer P fmientras {B}
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Ejemplo: multiplicaciéon

{A=x=X Ny=Y AN y>0}

p:=0;

{Inv. ?; Cota ?}

mientras y # 0 hacer
pi=p+x;
y:=y—1

fmientras

{B=p=XxY}

v

estado | x Y
0o X Y 0
01 X|Y-1 X
%) X | Y—-2|2xX
0; X Y —1 1% X

Se mantienen invariantes las siguientes propiedades:

x =X
0<y<Y

cierto

(Fk:k € nat:p =kxX)
X*xY=p+xx*xy

Proponemos como invariante [ =x =X N X*xY =p+xxy Ay >0
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(i1) {App = 04}
pmd(p = 0,I)

(i2) {T A y#0}p =

pmd(y == y—1,1

(x=X A XxY = p—l—x*y/\y>0)
=X N XxY=xxy ANy>0
=X Ay=Y Ay>0

& (=X ANXxY=p+xxy A yZO)g_l
& x=XAXxY=p+xxy—1) Ay—1>0=T

pmd(p = p+x,1)
= (x:X/\X*Y:erx*(y—l)/\y—lZO)?H
& x=XANX*xY=p+xxy ANy—1>0
= I Ny#0
& x=XANXxY=pt+xxy AN y>0

(i.3) I N -b=1B
I AN b

L0
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Terminacién: podemos tomar como cota la variable y: C = y.

(c.1) La cota es positiva cuando entramos en el bucle:

INb & x=XANXxY=p+xxy Ay>0ANy#0
& x=XAXxY=p+xxy Ny>0

= y=>0
(c.2) La cota decrece al pasar por el cuerpo del bucle:
—1\p+
pmd(p :=p+x; y:=y-Ly<T) & (y<Ty )y
& y—1<T
<= y=T
< INbDbANYy=T
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Verificacién de algoritmos

e \erificar = demostrar con un razonamiento suficientemente claro que un
algoritmo cumple su especificacién.

e Las reglas de la semdntica axiomatica sirven para verificar la correccién de
un algoritmo con respecto a su especificacion.

e Verificar un algoritmo complejo: descomponer en pequenos algoritmos
anidados (cajas negras de las que solo se conoce su especificacién) y
verificar de dentro hacia fuera.
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Ejemplo: Elevar al cuadrado

{A=n>0)} !
fun cuadrado (n : nat) dev g : nat
var 1,p : nat
i:=0;, g:=0; p:=1;
mientras i < n hacer

1:=1+1;

q:=4q+p;

pi=p+2
fmientras

{(B=q=n?}

O [ [ /= | © [

=~ 1 Q | DD | = | O
@\10103,_\~g

[=g=F Ap=2-i+1AN0<i<mn
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1) {A}i:=0; qg:=0,; p:=1{l}
=2 Ap=2-i+1 A 0<i<n)})l)

1
(=2 A1=2-i+1 A0<i<n))
0= AN1=2-i+1 A0<i<n)
0=02AN1=2-0+41A0<0<m

0<mn

R

(i2) {INi<n}i:=i4+1; g:=qg+p; p:=p+2{l}

(=2 Ap=2-i+1 A 0<i<n)h )Ir)i

s ((g=4# A ;9—|—2—2z—|—1/\0<z<n)q+p)Zle

& (q+p==2 Ap+2=2-i+1 A 0<i<n)t!

& q+p=(G{+1)2 Ap+2=2-(i+1)+1 A0L(i+1)<n
& grp=P+14+2-i Ap=2-i+1A0LZ(i+1)<n

& g=P Ap=2-i+1A0<i<n

(i3) I A =(i<n) = qg=n?

g=2 ANp=2-i+1A0<i<nAi>n = gq=n?
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C=n-—i
(c.1) Positiva.

g=i Ap=2-i+1AN0<i<nAi<n = n—i>0
(c2) {INni<nAn—i=T}i:=i+1; g:=q+p;, p=p+2{n—i<T}

. VNN

(n—i<T)p g )it
& n—(I+1)<T
S n—i—1<T

= q:i2 ANp=2-1+1 N0<i<n An—i=T
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