TOPOLOGIA Hoja 3

1. Demuestra que la funcién diagonal f: R — R?: z +— f(z) = (z,2) es continua.

2. Sea X = [0, 1] con la topologia usual ¢ Y = [0, 1] x [0, 1] con la topologia del orden lexicogréfico. Estudia si
las siguientes funciones son continuas.

(1) f: X =Yt f(t) = (t1);

(2)g: X =>Y:t—gt)=(1/2,(2t+1)/4), y

(3) h: X =Y :t— h(t) =(t1).

3. Prueba que existen funciones de (R, 7} ) en N con la topologfa discreta que son sobreyectivas y continuas, pero
que no existen funciones de (R, 7'[)) en R con la topologia discreta que tengan tales propiedades. (Indicacion:
la imagen inversa de R seria una unidn no numerable de abiertos disjuntos y [a,b) contiene siempre un nimero
racional.)

4. Estudia si R con la topologia 7y es homeomorfo a R con la topologia 7(]. ;Es la identidad entre ambos
espacios un homeomorfismo?

5. Demuestra que los espacios X = [0,2) U [4,5] e Y = [0, 3] son homeomorfos con la topologia del orden.

6. Halla una funcién continua y biyectiva del intervalo (—1, 1) en el conjunto
{(wy) €R? : (212 +12 =1} U{(z,y) €R?® : (z+1)?+4* =1},

ambos con la topologia usual. (Mds adelante sabremos demostrar que estos espacios no son homeomorfos.)
7. Sea A = (—00,0]U(2,+0) y f: A— R dada por
2

-z si <0
f(x)_{x—2 si x> 2.

Demuestra que f es continua si A tiene la topologia del orden o la de subespacio, pero que sélo es un homeo-
morfismo con la del orden.

8. Demuestra que [0,00) X [0, 00), con la topologia usual es homeomorfo a
{(z,y) eR? : 2 +9y* <1, >0, y >0}

9. Da un ejemplo de una funcién continua f : X — Y cuyo grafo {(z, f(x)) : © € X} no sea cerrado en X x Y
y de una funcién no continua cuyo grafo si lo sea. (Indicacion: Piensa en la identidad de R en R poniendo
topologias adecuadas en el espacio de salida y en el de llegada.)

10. En el espacio producto (R,7})) x (R, 7})) describe la topologfa inducida en los subconjuntos
X={(z,—2z):zeR} e Y ={(z,2): xR}
11. Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea A C X x Y. Sean
Ag={yeY:(zy)ed}l y Ay={recX:(zy) ecA}

(i) Demuestra que si A es abierto en X x Y entonces para cada z € X y cada y € Y, A, y A, son abiertos
en Y y en X respectivamente.
(ii) Si Ay y A, son abiertos para cada z € X y cada y € Y, jes A abierto en X x Y7

12. Se considera la topologia 75 en R? generada por la base B del ejercicio 9 de la hoja 1 (Para cada punto (z,y)
de R? y cada r € R con r > 0 se considera el siguiente conjunto B((z,y),7): el cuadrado con lados paralelos a
los ejes, centrado en (z,y) y de lado 2r, del que se ha excluido los lados y los puntos de las diagonales que no
sean el punto (z,y). B = {B((x,y),7): (z,y) € R?,r > 0}.) ;Existen en R sendas topologias de modo que su
producto coincida con la topologia T ? (Indicacion: Prueba que ambas topologias deben ser menos finas que la
usual.)



13. Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Sea 7T la topologia producto en X x Y construida a partir de las
topologias 71 de X y T2 de Y. Prueba que si B es una base de T (no necesariamente la “base producto”)
entonces p1(B) = {p1(B) : B € B} es base de T; y p2(B) = {p2(B) : B € B} es base de T3. ;Se puede usar
este hecho para resolver el ejercicio anterior?

14. Demuestra que todo espacio métrico es un espacio topolégico Hausdorff.

15. Demuestra que (X,Tx) es un espacio topolégico con la propiedad de separaciéon de Hausdorff si y sélo si
A={(z,x):x€ X}

es un cerrado en el espacio producto X x X, cuya topologia viene generada por la base B := {UxV : U,V € Tx}.
De modo mas general, se puede probar lo siguiente: si f : X — Y es continua e Y es un espacio de Hausdorff,
entonces el conjunto K = {(z1,22) : f(z1) = f(z2)} es cerrado en X x X.

16. Siguiendo con el ejercicio anterior, demostrar que el reciproco de la iltima afirmacién no es cierto en
general. Sin embargo, si f : X — Y es una funcién abierta y sobre, y el conjunto K = {(z1,22) € X x X :
f(z1) = f(x2)} es cerrado en X x X entonces Y es Hausdorf.

17. Demostrar que si f y g son funciones continuas definidas de X en Y siendo Y un espacio de Hausdorff,
entonces el conjunto {x : f(z) = g(z)} es cerrado en X.

18. Demostrar que si f y g son funciones continuas definidas de X en Y, siendo Y un espacio de Hausdorff,
que coinciden en un subconjunto denso de X, entonces f = g.

19. Estudia la convergencia de la sucesién (_n)n€Z+ en R con la topologia 7. (la que tiene como base
B = {(—00,a) : a € R}) y concluye que el limite de una sucesién no tiene por qué ser uinico cuando el espacio
no es Hausdorff. Por otro lado, aunque (R, 7.-) no es Hausdorff, si que posee cierta propiedad de separacién
que el lector puede tratar de descubrir y enunciar.
20. Sea (X, T) un espacio topolégico de Hausdorff. Demuestra que:

(i) Si X es finito, 7 es la topologia discreta.

(ii) Si A es un subconjunto finito de X, A no tiene puntos de acumulacién, es decir A" = .

21. Sea p; : R x R — R la proyeccién en el primer factor.
i) Sea X el subespacio (0 x X e R x R. Sea g la restriccién de p; a X. Demuestra que g es una
i) Sea X el sub io (0OxR)U(Rx0)de RxR. Sea gl triccién d X.D t g
aplicacion cerrada pero que no es una aplicacién abierta.
ii) Sea Y el subespacio X X e R x R. Sea h la restriccién de p; a Y. Demuestra que la
ii) Sea Y el sub io (R x R)U(R x0) de RxR. Sea hl triccién d Y. D t 1
aplicacién h no es ni abierta ni cerrada, pero si es una aplicacion cociente.
(Indicacion: h~*(U)N (R x 0) =U x 0.)
22. Sea p: X — Y una aplicacién y sea A un subespacio de X.
(i) Demuestra que si A es abierto en X y p es una aplicacién abierta, entonces la restriccién de p a A es una
aplicacién abierta
(ii) Concluye del apartado anterior que p’ : A — p(A): z — p'(x) := p(x) es una aplicacién abierta.
(iii) Demuestra que si A y p son cerradas, la restriccién de p a A es cerrada, luego la aplicacién p' (del
aparatado (ii)) lo es.

23. Se considera el plano X = R2,
(i) Definimos una relacién de equivalencia sobre X:
(z0,50) = (x1,51) sl @0 +yh = 1+ i
Identifica el espacio topoldgico cociente X* con alguno conocido.
(ii) Repite el apartado anterior para la siguiente relacién de equivalencia
(z0,90) = (x1,51) sl p+uh = 21 + i

24. Sea Z el subespacio (R x 0) U (0 x R) de R%. Sea g : R? — Z la aplicacién dada por g(z,y) = (z,0) si
r#0,y 9(0,y) = (0,y).

(i) Estudia si g es una aplicacién continua, si es abierta y si es cerrada.

(ii) Demuestra que en la topologia cociente inducida por g el espacio Z no es Hausdorff.



