Tema 1 Aritmética entera

Tema 1

Aritmeética entera

1.1 Los numeros enteros

1.1.1 Relaciones de orden

Una relaciéon en un conjunto 4 es un subconjunto R del producto cartesiano AxA. Se
dice que dos elementos a,b € A estan relacionados, aRb, si el par (a,b) pertenece al
subconjunto R.
Las propiedades que puede tener una relacion son:

» reflexiva: aRa para todo a de 4,

= simétrica: aRb = bRa,

» antisimétrica: aRb y bRa = a=b,

" transitiva: aRb'y bRc = aRc.

Definicion 1.1 Una relacion que verifique las propiedades reflexiva, antisimétrica y
transitiva se denomina relacion de orden. Esta relacion se suele denotar por <.

Ejemplo 1.2
» Larelacion de inclusion en HA) para un conjunto A.

» Jarelacion< en Z Qo R.
» Larelacion de divisibilidad en el conjunto de los enteros positivos.

Las relaciones de orden sirven para establecer una prelacion entre elementos de un
conjunto.

Un conjunto con una relacién de orden en la que dos elementos cualesquiera estan
siempre relacionados se dice totalmente ordenado. Si no, se dice parcialmente
ordenado. Z con la relacion de orden habitual es un conjunto totalmente ordenados,
para cada par de elementos siempre hay uno menor que otro. Z' con la relacion de
divisibilidad es un conjunto parcialmente ordenado, para 3 y 5, ni 3 divide a 5 ni 5
divide a 3.

En un conjunto con una relaciéon de orden, algunos elementos reciben nombres
especiales:

*  Minimo: a € 4 tal que a < x para todo x € 4

»  Maiaximo: a € A tal que x < a para todo x € 4

Por ejemplo, el conjunto de los nimeros enteros positivos posee minimo para la
relacion de orden habitual, el 1, mientras que no posee maximo. En el caso de las partes
de un conjunto 4 con la inclusidon como relacién de orden, se tiene el que conjunto vacio
es minimo y el propio conjunto 4 es maximo.

Por otro lado, en relacién a un subconjunto X de 4 se dice que a € A4 es:
» Cotainferior de X: si a < x para todo x e X
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» Cota superior de X: si x < a paratodo x e X
Cuando se tiene una relacion de orden <, la notacion a < b significaque a <bya #b.

1.1.2 Principio de induccion

Consideraremos el conjunto de los nimeros naturales como el conjunto de los enteros positivos
junto con el 0, lo denotaremos por N.

Proposicion 1.3 Supongamos que para cada natural n > ny se tiene una proposicion P(n) que
puede ser cierta o falsa. Si

1) P(ny) es cierta y

ii) para todo n = ny, P(n) cierta = P(n + 1) es cierta.

Entonces, P(n) es cierta para todo n = ny,.

Proposicion 1.4 Supongamos que para cada natural n > ny se tiene una proposicion P(n) que
puede ser cierta o falsa. Si
1) P(ny) es cierta y
ii) para todo n = ny, P(n) cierta para todo m con ng<m<n = P(n+ 1) es cierta.
Entonces, P(n) es cierta para todo n = ny.

Ejemplo 1.5 Demostrar, utilizando el principio de induccion, la formula que nos da la
suma de los n primeros numeros naturales.

nn+1)

1424 4n=
+2++n z

Esta formula representa una serie de afirmaciones, una por cada niimero natural, y
queremos demostrar que es cierto.

. . 1.2
Se verifica para 1, es cierto que 1 = -

Supongamos que se verifica paran, estoes, 1 +2 + -+ n = @

veamos que también se verifica paran + 1,

142+ +n+m+D=A+2++m)+@n+1D)="T24 m+1)

_ (n+1)(n+2)

- 2

Por tanto se verifica para todo n > 1 ]

1.1.3 Los numeros enteros

En el conjunto de los numeros enteros Z hay dos operaciones internas, suma y producto
que le dan estructura de anillo conmutativo con identidad y una relaciéon de orden, que
verifican las siguientes propiedades:

Z1. (Z,+) tiene estructura de grupo conmutativo:

= Laoperacion suma es interna: a + b € Z paratodo a, b eZ
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= Asociativa: (a + b)+tc=a+(b+c)paratodoa, b,ceZ
= Elemento neutro (0 es el elemento neutro): a + 0=0+a =aparatodoa €Z

= Elemento inverso (opuesto) de a € Z,-a: a +(- a) = (-a)+ta =0
Por verificar estas cuatro propiedades (Z,+) tiene estructura de grupo.
= Conmutativa:a+b=>b+aparatodoa, b eZ
(Z,+) tiene estructura de grupo conmutativo.

72. El producto es asociativo, tiene elemento identidad y es conmutativo.

= Laoperacion producto es interna: a. b € Z paratodo a, b € Z
= Asociativa: (a. b). c=a. (b. c)paratodoa, b,c €Z
= Elemento identidad (1): a. I=1.a=a paratodoa €Z

= Conmutativo: a. b=>b. aparatodoa, beZ
Z3. El producto es distributivo respecto de la suma.
a. (b+tc)=a.b+a.cparatodoa,b,ceZ

El hecho de que el producto sea una operacion interna, asociativa y distributiva

respecto de la suma dotan a (Z, +, .)de estructura de anillo.
Z4.a.b=0=>a=6b=0.

Por verifica esta propiedad junto con 1 # 0 se dice que (Z, +, .) es un dominio
de integridad.

Z5. En el conjunto de los enteros hay una relacion de orden, es decir, una relaciéon < con
las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Z6. Es un orden total, es decir,a, beZ,a<bob<a

El orden es compatible con las operaciones aritméticas:
Zl.a<byceZ=a+c<b+c
Z8.a<byc=20=a.c<b.c

y el conjunto de los enteros no negativos esta bien ordenado:
79. Todo subconjunto no vacio de N tiene minimo.

Observacion 1.6 Estas propiedades pueden considerarse como los axiomas que definen
los numeros enteros.
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Proposicion 1.7 Todo subconjunto no vacio de Z que este acotado superiormente tiene
un maximo.

1.2 Divisibilidad

Definicion 1.8 Dados dos numeros enteros a y b, con b #), se dice que b divide a a o
que a es multiplo de b o que b es divisor de a, si existe otro entero q tal que a = bq. Se
escribe bl a

Todo numero entero a distinto de 1 y -1 tiene, al menos, cuatro divisores, a saber, =1 y
* a. A estos divisores se les conoce como divisores triviales de a. Otras propiedades de
la divisibilidad se recogen en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.9 En las siguientes propiedades todos los numeros serdn enteros y |a|
denotara el valor absoluto de a:

) dlas-dla odl-a

2) dla, a#0yd>0=15<ds |al,
3) dll=>d=10d=-1,

4) a|byb|a:>b=a0b=—a,
5) albyble=a
6) a|bya|c:>a|b+c,

C,

7 albyceZ = albe,
8) albyceZ = aclbe,
9) a|byc|d:>ac|bd,
10)ac|bcyc¢0 = al b.

La prueba de estas propiedades requiere el uso de la Definicion 1.8 y de los axiomas
que definen los nameros enteros. Se deja como ejercicio.

Definicion 1.10 Se define valor absoluto de a de la forma siguiente:

_(a si a=0
jal={% 5
—a si a<0

Teorema 1.11 (Division euclidea) Si a y b son dos enteros, b # 0, existe un unico par
de enteros q y r tales que:

a=bg+r y 0<r<|p
A q y ar se les conoce, respectivamente, como cociente y resto de la division euclidea
de a por b.

Demostracion. Vamos a demostrar primero la existencia de cociente y resto.
Supongamos, primero, que b >0y sea S= {x € Z: bx < a}.

Este conjunto S es no vacio (b>0 = b =1 = b(-|a|) < - |a| = -bla| £ -|a| <a, por lo que
- |a| pertenece a S), y esta acotado superiormente (por ejemplo, por |a|: x < bx < a <|al).
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Por tanto, tiene maximo. Llamaremos ¢g al maximo de S'y » = a - bq. Por construccion,
se tiene que a = bq + r. Veamos que r verifica lo exigido. En efecto,
= 720 (por pertenecer g a S)
= < |b|=b.Sir=b,se tendria b(q+1) = bg+b < bg+r = a y, en consecuencia,
g+1 perteneceria a S contradiciendo el hecho de ¢ es el maximo de S.

Si b <0, aplicamos el caso anterior a —b.
Para probar la unicidad supongamos que ¢i, 71 y ¢2, 1> verifican las condiciones del
teorema, es decir,

a=bqir+r y 0=sr<|j

a=bg:+r, y 0=r<|j

y que 71 < rp. Restando, se tiene b(qi- g2) = > - 1. Por lo tanto, |b| divide a r, - 1, pero
también se tiene que 0 <, - r; < |b|. Esto so6lo es posible si r, - »; = 0. Por lo tanto, r=r;
y, €n consecuencia ¢, = ¢;. n

Ejemplo 1.12 Cuatro ejemplos de division euclidea:
i. 33=15.2+3,9=2,r=3
. -33=15.(-2)-3=15.(-2)-15+15-3=15(-3)+12 ,q=-3,r=12
iii.  33=(-15).(-2)+3,9g=-2,r=3
iv. -33=(-15)2-3=(-15).2-15+15-3=(-15).3+12,9=3,r=12 n

1.3 Maximo comun divisor y algoritmo de Euclides

1.3.1 Maximo comun divisor

Definicién 1.13 (Maximo comiin divisor) Si d|a y d|b decimos que d es un divisor
comun (o factor comun) de a y b.
Cualquier par de enteros a y b poseen divisores comunes positivos, por ejemplo 1. Por
otra parte, si a y b no son los dos nulos, todos sus divisores comunes son menores o
iguales que max(|al, |b|). Si a y b son dos numeros enteros no los dos nulos, el conjunto
de los divisores comunes positivos a a y b es no vacio y esta acotado superiormente, por
lo que podemos asegurar que de entre todos sus divisores comunes debe existir uno que
es el mayor de ellos. Se le denomina mdximo comun divisor de a y b y se denota por
mcd(a, b), siendo el unico entero positivo d que satisface

= dlaydlb,

= Siclayelb, cld
El caso a = b = 0 debe ser excluido, cualquier entero divide a 0 y es, por tanto, un
divisor comun de a y b, por lo que, en este caso, no existe un mdaximo comun divisor.
Esta definicion puede extenderse al maximo comun divisor de cualquier conjunto finito
de enteros (no todos nulos).

Definicion 1.14 Dos numeros enteros se dicen coprimos o primos entre si, si no poseen
factores comunes no triviales, esto es, mcd(a,b) = 1.

En la siguiente proposicion se recogen propiedades basicas del maximo comun divisor.
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Proposicion 1.15 En las propiedades siguientes todos los numeros son enteros.
1) mcd(a, b) = mcd(b, a),
2) mcd(a, b, ¢) = mcd(mced(a, b), ¢) = med(a, med(b, c)),
3) mcd(a, 0)=mcd(a, a) = |al,
4) mcd(a, b) = mcd(-a, b) = mcd(|al, |b])
5) mcd(ca, cb) = |c| mcd(a, b),
6) mcd(a, b) =mcd(a, b + ac)

7) mcd( 2 i ):1

mcd(a,b)’ mcd(a,b)

La definicion de maximo comun divisor proporciona un algoritmo para calcular
mcd(a,b): construir la lista de divisores de a y b y tomar el mayor de los comunes. Sin
embargo, para grandes numeros, este algoritmo es inaplicable.

En la proxima seccion se va a construir un algoritmo eficiente para el célculo del
maximo comun divisor.

1.3.2 Algoritmo de Euclides

Proposicion 1.16 Sean a y b dos numeros enteros y r el resto de la division euclidea de
a por b, se verifica:
dlaydlb o dlbydlr

La proposicion anterior quiere decir los divisores comunes de a y b son los divisores
comunes de b y de r, por lo que mcd(a, b) = mcd(b, r).

Algoritmo 1.17 (Algoritmo de Euclides) El algoritmo de Euclides es un algoritmo
eficiente que permite simplificar el cdlculo del maximo comun divisor reduciendo el
tamafio de los enteros sin alterar su maximo comun divisor. Eliminando casos triviales,
podemos suponer que a > b > 0.
Sean ry = a, r; = b. Dividiendo, se tendra que
ro = qir1 +rcon0<mrm<r=>~
Si r, =0, entonces d| a, por lo que mcd(a, b) = b y hemos terminado.
Si r, # 0, dividimos 7 entre 7, y escribimos
l"1=qZ7”2+7”3C01’10S7"3<7"2
el proceso se puede repetir si no se obtiene resto 0.
Dado que la sucesion de restos es decreciente y finita (b =r; > r, > r3 >...20), en algin
momento habremos de encontrar un resto r,+; igual a 0.
Los dos ultimos pasos podemos escribirlos de la forma
Tn2= qp-1ln-1 T rcon 0 <r, <7y,
Y Fu-1=gqnln + rpe CON Py = 0.

Teorema 1.18 En el proceso anterior, r, es el maximo comun divisor de a y b.

Demostracion.

mCd(aa b) = mcd(ro, 7”1) = mCd(rla 1”2) = .= mCd(rn-Za rn-l) = mCd(rn-la rn) = mCd(rm 0) =
ry. |
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El algoritmo anterior puede extenderse al célculo del maximo comun divisor de mas de

dos enteros. Supongamos dados ¢ enteros positivos ay,..., @, .Supongamos que i es el
indice de la coordenada mas pequefia de (ai,..., @;). En este caso se verifica que
mcd(ay,..., a;)) = med(rem(ay, a;), ...,rem(a;, a;), a;, rem(a; +1, @), ..., rem(a,, a;), donde

rem(a, b) representa al resto de dividir a entre b.

Ejemplo 1.19 Calcular el mcd de 120, 146 y 180.

En este caso, se tiene:

mecd(120,146, 180) = mcd(120,26,60) = med(16,26,8) = mcd(0, 2, 8) = mcd(0, 2, 0) = 2.
|

1.3.3. Teorema de Lamé

Denotemos por E(a, b) el nimero de divisiones que realiza el algoritmo de Euclides si
la entrada es (a, b). El objetivo es encontar una buena cota superior para E(a, b).

Sea F, el n-ésimo ntimero de Fibonacci, recordemos que estd definido por =0, F =1
yF,=F,+Fosin>2.

Lema 1.20 Sean a y b enteros tales que a > b > 0 y supongamos que E(a, b) = n.
Entonces, a2 F,12y b2 Fp11.

Demostracion. Utilizaremos la notacion anterior y probaremos que 7y = Fj2 y 1 2F,41
por induccién en n.

El enunciado es cierto para n = 1. En este caso, el algoritmo de Euclides consta de una
unica division, ryp = qor; y puesto que rp > r;, los menores enteros positivos que lo
verificansonr;=1=F,yry=2=Fj.

Supongamos ahora que el enunciado es cierto para i < n; queremos probarlo para .

El primer paso del algoritmo de Euclides es o= g7 + r, y sabemos que E(r1,72) =n -1.
Aplicando la hipotesis de induccion a E(ry, r2) =n — 1 se tendrd que r; = F,.1 y 12 2 F),.
Por lo tanto, ro=qry T 2r +ry 2 Fo. n

Lema 1.21 La sucesion de Fibonacci verifica que @ < F,+1, para n > 1, siendo
1+V5

> "

Demostracion. Por induccion sobre n:

. 1+V5 _ 143

Veamos que es cierto paran =2: a = < 5 = 2= F;
. 3+vV5 _ 3+3

Veamos que es cierto paran = 3: a? = < = 3=F

(Por otra parte se verifica que o’ = a+ 1)

Supongamos que es cierto que se verifica para todo j con 2 <j < n, esto es o/ < Fi.
Veamos que es cierto para z:

a'=d ra=(a+ )* o ="+ a" <F,+F,;=F,.. "

Teorema de Lamé 1.22 Sean a y b dos enteros positivos con a > b > 0. Entonces, el
numero de divisiones realizadas en el algoritmo de Euclides para calcular E(a, b) es
menor o igual que 5 veces el numero de cifras decimales de b.
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Demostracion. Aplicando los dos lemas anteriores te tiene: & "l < F,. < b. Ademas
logioa=07208>072=1/5

Por tanto (n -1) logioax < logiob, esto es, nT_l < (n -1) logioax £ logiob, en
consecuencia, n-1 <5/logob.

Por otra parte si k£ es el nimero de cifras decimales de b se verifica que b < 10%, por
tanto, log0b < k.

Se concluye n-1 <5 log1ob £ 5 k, esto es, n < 5k +1; al ser n entero se concluye que
n <5k. u

El teorema anterior nos da una cota para el nimero de divisiones realizadas por el
algoritmo de Euclides para el calculo de mcd(a, b).

1.4 Algoritmo extendido de FEuclides y resolucion de
ecuaciones diofanticas.

1.4.1. Algoritmo extendido de Euclides. Identidad de Bézout.

Definicion 1.23 Dados enteros a y b y su maximo comun divisor d = mcd(a, b), se
denomina identidad de Bézout a la expresion de la forma

ax + by =d x,ye Z

Ejemplo 1.24 El objetivo fundamental de esta seccion es el demostrar que siempre
existen tales enteros x e y y encontrar un algoritmo para su célculo. Pero antes, veamos
un ejemplo.

Aplicando el algoritmo de Euclides a a = 180 y b = 146, se tiene la siguiente sucesion
de identidades:

180 =1 * 146 + 34 (1.1)
146 =4 * 34 + 10 (1.2)
34=3*10+4 (1.3)
10=2%4+2 (1.4)
4=2%2 (1.5)

Supongamos que queremos encontrar una identidad de Bézout, es decir, encontrar
enteros x e y tales que 180 * x + 146 * y =2
Para ello, podemos volver hacia atras en las identidades anteriores, es decir, de (1.5) se
tiene
2=10-2 *4,
Abhora, de (1.4) podemos despejar 4 y llegar a
2=7%*10-2%*34.
De nuevo, usando (1.3) llegamos a
2=7%146-30* 34
Finalmente, usando (1.2) se tiene
2 =-30*180+37* 146

Esta forma de proceder implicard que para resolver una identidad de Bézout, tendremos
que aplicar el algoritmo de Euclides (tomando nota de restos y cocientes) y después
volver hacia atras utilizando dichos restos y cocientes. En siguiente teorema veremos
que se pueden organizar los calculos de manera que no sea necesario.
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Teorema 1.25 Para todo par de enteros a y b no los dos nulos, existen enteros x e y
tales que se verifica la identidad de Bézout:
ax + by = mcd(a, b)

Demostracion. Mediante un proceso inductivo sobe & vamos a demostrar que se existen
Xx € yi tales que:
axyt byr=ry (0<k<n),
siendo 7 los restos que se obtienen al aplicar el algoritmo de Euclides.
Para k=0, bastatomarxp=1ey,=0ysik=1,x;=0ey; = 1.
Ahora supongamos que hemos encontrado x; € y; para todo indice 0 < k < s y queremos
calcular xg; € yg+1. Se tendria:
Fsl = Fyol = Fsqs = aXs-1 T bys.y - gs(axs + bys) = a(xs-1 - qxs) + b(Vs-1 -qys)
Lo que hemos visto es que las sucesiones de enteros definidas por:
xo=1,x1 =0, Xp+1 = Xp1 - @ik
Yo=0,y1= 1, Y1 = Vi1 - quve
verifican
axy+ byr=ry (0 < k< n).

Por tanto, particularizando en k = n se obtiene que existen x, e y, tales que:
ax,t by, =r, = mcd(a, b)

Ejercicio 1.26 Probar que a y b son coprimos si, y s6lo si, existen enteros x e y tales que
axtby =1.

Construccion 1.27: Interpretacion matricial del algoritmo extendido de Euclides
Llamamos, al igual que antes, ry =a y r1=b.
Consideremos las matrices

Xk Xg+1 Tk Tk+1
= — x X S
Ri (yk }’k+1)’ Sk yz yz:i ,parak >0

0 1 )
= k>1
0= 1) par

Recordemos que los coeficientes obtenidos en el teorema anterior verifican las
ecuaciones:
x0= 1, x1 =0, Xpe1 = X1 - @ik
Yo=0,y1= 1, Y1 = Vi1 - gk
Expresado en forma matricial:
Th N a b
Xg X
Ry = (yg 3’1) =1, §= (xo x1> = (1 0)
o x Yo N1 0 1
_ (¥ Xr+1) _
Ry = (}’k }’k+1) = Rie-1Cx

Tk  Tk+1
Sk = |k Xk+1 )= Sp-10Q

Vi  Vk+1
(El producto de Ryx.; por QO (es una matriz elemental) consiste en restar a la primera

columna de Ry.; la segunda multiplicada por gy e intercambiar las columnas de R.).
Se verifica:
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Xk Xk+1

Rk = (yk yk:l) = Rk—le = RO Ql "'Qk 5
e  Tk+1

Sk = | Xk Xk+1 | = Sk—le = SO Ql Qk 5
Y o Yk+1

Por tanto det(Ry) = (-l)k, esto es, Xi Vi+1- Xx+1Vk = 1; lo que implica que med(xx,yx) =1.

El algoritmo sigue hasta que en el lugar (1,2) de una de las matrices Sx aparezca un cero.
De este modo, si en el algoritmo extendido de Euclides se realizan n divisiones, se

tendra
1 0
X, X n
R, = ( " n+1) =Rp_1Qn YSn = [Xn Xn+1 | = Sn-10n
Yn Yn+1
Yn Yn+1

con lo que se tiene:
ax,t by, =r,=mcd(a, b), ax,-1+ by,+1 = ry1 =0,
med(xy, yu) = med(Xpi1, Y1) = 1.
En particular se tendra, si b # 0, que la fraccion Int1 o5 reducida e igual a — %. Dicho de

Ademas

Xn+1
otra manera

a
mcd(a,b)

— b —
X1l = " med(ab) © Vsl =

Ejemplo 1.28 Veamos el ejemplo 1.23 con tratamiento matricial

180 146
SO = 1 0
0 1

Para la construccion de las natrices O hay que tomar nota de los cocientes que se van
obteniendo en el algoritmo de Euclides.

0 1 180 146\ . 146 34
0 1 1 -1
146 34 34 10
(0 1Y ¢ _cn 0 1\_
%" (1 _4)’ T ( (1) —11> (1 _4) ) (—11 _§1>
34 10 10 4
0 1 0 1
0:=(7 _5) S3=5:05= ( 1 —41) ;7 5= (—4 13 )
-1 5 5 —16
10 4 4 2
0 1 0 1
0=(] ) Se=S:0u= (—4 13 )(1 )= ( 13 —30)
5 —16 ~16 37
4 2 20
os=( 1)ss=s0s=1{13 -30)() 1)=(-30 73
1 -2 1 -2
~16 37 37 —90

Hemos llegado a una matriz S cuyo término (1,2) es 0, »s= 2, xs= -30, ys =37, con lo
que se tiene (-30)*180 + 37*146 = 2. ]
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Teorema 1.29 Si d| be y med(a, b) = 1, entonces dl c. En particular, si p es primo y pl ab,
entonces p| ao p| b.

Demostracion. Gracias a la identidad de Bézout sabemos que existen enteros x e y tales
que ax + by = 1. Multiplicando por c¢ se tiene ¢ = cax + cby, con lo que a divide a los dos

sumandos a la derecha y, por lo tanto, divide a c.
[

1.4.2. Ecuaciones diofanticas.

Definicion 1.30 Se llaman ecuaciones diofdnticas a aquéllas de las que nos interesan
las soluciones enteras.

Vamos a estudiar las ecuaciones diofanticas lineales en dos variables:
aX+bY=c a,b,cel
Puesto que el caso a = b = 0 no tiene ningln interés, supondremos que (a, b) # (0; 0).

Proposicion 1.31 Dados enteros a, b, ¢ la ecuacion diofantica

aX+bY=c
tiene solucion si, y solo si, mcd(a, b) divide a c. En caso de que tenga solucion tiene
infinitas, dadas por

b a
{(xl + tmcd(a,b)'y1 -t mcd(a,b)) LE Z}’
donde (x;,y;) es una solucion particular cualquiera.

Demostracion.

Utilizando el Algoritmo de Euclides extendido, sabemos encontrar una solucién si ¢ =
mcd(a, b). Del mismo modo, es obvio encontrar una solucién si mcd(a, b) divide a c.
Por tanto, la ecuacion dioféntica tiene solucion si mced(a, b) divide a c.

Supongamos que tiene solucién la ecuacion diofantica aX + bY = c, existiran x e y tales
que ax + by = c. Por tanto, todo factor comtin de a y de b también lo serd de c. En
particular, el médximo comun divisor de a y de b dividira a c.

Por tanto la ecuacion diofantica aX + bY = ¢, a, b, ¢ € Z tiene solucion si, y solo si,
mcd(a, b) divide a c.

Sabemos como encontrar una solucion: aplicamos el algoritmo extendido de Euclides a

a y b, obteniendo xy e yo tales que ax + by = mcd(a, b). Es claro que
Cc [ .y .7 . 7 .

( Xo, yo) es solucion de la ecuacion diofantica dada.

mcd(a,b) mcd(a,b)

Para encontrar mas soluciones estudiaremos la ecuacion diofantica aX + bY = 0 (la
homogénea asociada)
Una solucion obvia es de la homogénea es:

( )
mCd(a,b) mCd(a,b)

b a
(t med(a,b)’ —t mcd(a‘b)), conteZ.

Asi pues, si (x1, 1) es solucidn cualesquiera de la ecuacion diofantica dada, el conjunto

b a
t——————,y,—t ————|, t e’
{<x1 * mcd(a, b) Y1 mcd(a,b)) conte }
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es un conjunto de infinitas soluciones.

(Hay mas?. Para verlo, sea (x, y) una solucion cualesquiera de la ecuacioén diofantica
dada. Por tanto,

ax, +by;=c
ax +by=c
Restando se tiene a(x-x;) + b(y-y1) = 0y, dividiendo por mcd(a, b) ,
a
mcd(a,b) G Xl) + mcd(a,b) (y N yl) = 0.

Ahora, supongamos que b # 0 ( si b =0y a #0, hariamos con a el mismo argumento que
sigue). Como

a b
d( , )=1
me mcd(a,b) mcd(a,b)

divide a (x — x4), se tiene que

a
mcd(a,b) mcd(a,b)

’ med(a,b) divide a (x — x1), es decir,

xX—x1 =1t ,paraalginte Z

mcd(a,b)

t a
mcd(a,b)

Por tanto el conjunto de soluciones de la ecuacion diofantica dada siendo (xi, y;) es

solucién cualesquiera es

Sustituyendo se tiene y; — y =

b a
{<x1+_trnchLb)'Y1__t7ncd0Lb)>'anltEZ}

Ejemplo 1.32 Estudiar si existe o no solucion para la ecuacion diofantica
15x + 40y = 1000
En caso afirmativo, encontrar todo el conjunto de soluciones.

mcd(15, 40) = 5 y 5 es divisor de 1000, por tanto la ecuacion diofantica dada tiene
solucion.

En primer lugar procedemos a encontrar una solucion de 15x + 40y =5,

5 =15*%3 + 40*(-1), una solucion seria (3,-1). A partir de ella se encuentra una solucion
de la dada.

1000 = 5. 200, por tanto (3.200,-1.200) = (600,-200) es una solucién de la dada.

El conjunto de soluciones de la dada seria:
x =600+ ¢. 40/5 =600 + 8¢, y=-200 - t 15/5=-200 -3¢t,conte Z

Ejemplo 1.33 Estudiar si existe o no solucion para la ecuacion diofantica
15x +40y =21
En caso afirmativo, encontrar todo el conjunto de soluciones.
mcd(15, 40) =5 y 5 no es divisor de 21, por tanto la ecuacion diofantica dada no tiene
solucion. u

Ejemplo 1.34 Dividir 1000 en dos sumandos positivos uno multiplo de 15 y otro
multiplo de 40.

Se trata de encontrar valores de x, y € Z tales que 15x + 40y = 1000.
En el ejemplo anterior se han encontrado el conjunto de soluciones. Ahora hay que
imponer que esas soluciones sean positivas.
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x=600+8t>0 < 8>-600 < t>-600/8 =-75

y=-200-3t>0< -200 >3t < -200/3>t< -67>t

Por tanto, interesan las soluciones -67 > ¢ > -75. Basta dar a ¢ uno de esos valores, por
ejemplo, t = -74, x = 600 + 8*%(-74) =8, y =-200 — 3*(-74) =22

Vemos que 1000 = 15*8 + 40%22. u

1.5 Numeros primos. Teorema fundamental de la aritmética.

1.5.1. Teorema fundamental de la aritmética

Definicion 1.35 Un entero p > 1 se dice primo si sus unicos divisores positivos son los
triviales, es decir, 1y p.

Los primeros primos son:
2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29

Teorema 1.36 Todo numero entero mayor que 1 es producto de primos.

Demostracion. Por induccion sobre n
Para n =2 es cierto

Supongamos que es cierto para 2 < i < k, todo numero entero i con 2 < i < k se puede
poner como producto de primos.

Veamos que es cierto para k.
Si k es primo, ya es producto de primos.

Si k£ no es primo, es compuesto, por tanto existen dos enteros positivos @ y b mayores
que 1 tales que k = ab. Por tanto a, b < ab = k.

Aplicando la hipétesis de induccion a los nimeros a y b, ambos se pueden poner como
producto de primos. Por tanto k& = ab es producto de primos.

Se concluye que todos numero entero mayor que 1 es producto de primos. u

En particular, todo entero no nulo es producto de uno de los numeros naturales 1 y de
nimeros primos. Veremos mas adelante que esta expresion es Unica.

Teorema 1.37 Existen infinitos numeros primos.

Demostracion. Esta demostracion se hara por reduccion al absurdo.
Supongamos que hay un namero finito, digamos n, de niumeros primos a los que
denotaremos por py, pa,..., py. Consideremos el numero
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Por el teorema anterior sabemos que N es producto de primos. Sea p un factor primo de
N. Este primo es uno de los pi, p,..., ps, digamos p = p;. Entonces p; divide a N y p;
P2,-.. pn. Por tanto p; divide a N - p; p,... p, que es igual a 1, con lo que hemos llegado a
contradiccion.

La hipdtesis formulada no es cierta. Por tanto, no hay un nimero finito de primos. Esto
es, existen infinitos nimeros primos. u

Proposicion 1.38 Si p es primo y pl aj a; ...an, entonces p divide a algin as.

Demostracion. Como consecuencia del teorema 1.26 se verifica que, en particular, si p
es primo y p| ab, entonces p| ao p| b.

Por un argumento inductivo se puede probar si p es primo y p| a, ay ...a,, entonces p
divide a algln a;. [ ]

Teorema 1.39 (Teorema fundamental de la aritmética) Todo entero positivo puede
expresarse como producto de potencias no triviales de numeros primos
— %1,Q2 299
n=p; P, .0
v, salvo, reordenacion de los factores, esta factorizacion es unica.

Demostracion La existencia se sigue de un teorema anterior y, por lo tanto, sélo queda
probar la unicidad.

Sea S el conjunto de enteros positivos que admiten dos factorizaciones distintas vy,
supongamos, por reduccion al absurdo, que este conjunto es no vacio. Por la buena
ordenacion de N, sabemos que, en ese caso, el conjunto S admite minimo, digamos n. Se
tendran dos factorizaciones distintas de n:

— a1, A2 ak
n=p; P, Dy

n=qr'qst g

Es claro que p; divide a q; 1q52 qfs y, por lo tanto, a alguno de los qiﬁi. Aun mas, se
tendrd que p; divide a alguno de los g, que implica que es igual a él. Reordenando
podemos suponer p; = ¢;. En consecuencia se tendria

n -1 -1 s
= pi Tl Lp = gfr el L gF

Puesto que las factorizaciones de n consideradas eran distintas, tenemos dos factores
. . .. n . ;.
distintos del entero positivo o < n, lo que contradice el hecho de que n sea el minimo
1

de S. [ |

Teorema 1.40 Si n es un numero entero positivo compuesto, entonces tiene un divisor
primo menor que \'n

Demostracion. Si n es un nimero compuesto, tiene un factor positivo a. Por tanto, n =
ab, con 1 <a, b. Se verificaque a < Vnob <+/n.

En caso contrario, a >+/n y b >+/n, y se tendria n = ab > +v/nv/n = n, habriamos
llegado a una contradiccion. u
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1.5.2 Minimo comun multiplo

Definicion 1.41 Si a y b son dos enteros, un multiplo comun de a y b es un entero c tal
que d e, y b e
Si a y b son ambos no nulos, existen multiplos comunes positivos, por ejemplo |ab|. Al
ser N un conjunto bien ordenado existe un menor multiplo comun positivo. Se le
denomina minimo comun multiplo, se denota por mcm(a, b), siendo el unico entero
positivo m que satisface:

= almyblm,

= Sialcyble mle

Teorema 1.42 Sean a y b dos enteros. Se tiene
lab| = mcd(a,b). mem(a,b)

., b o , .
Demostracion. Se trata de probar que m = —mclg(; ) es el minimo comuin multiplode a y
b.

_ lab] b]
- mcd(a,b) - I I mCd(a,b) [} por tantO a| m
— _labl  _ la
= meaan = Ploeaany Ppor tanto blm

Por otro lado, supongamos que ¢ es un entero que es multiplo de a y b, es decir, ¢ = au
para algin entero u y ¢ = bv para algin entero v.
Se tiene, entonces que
a b
u= v
mcd(a, b) mcd(a, b)

son primos entre si, aplicando el teorema 1.26 se obtiene que

a
y como mcd(a,b) y mcd(a,b)

.. ' a ’
med(an) divide v, es decir, v = k —— Y para algun £.

Finalmente, se tendrd, c = bv = k para algun £.

_a
mcd(a,b)
L1 lab|

Por tanto, ¢ es multiplo de med(ab)
lab|

Como consecuencia ————
mcd(a,b)

es el minimo comin multiplo de a y b. u



